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Einige  Beobachtungen  und  Bemerkungen  über  Per- 
, 1 a . . 1 , sonaldifferenz.  , 

.1  jt>  H‘-f  . In-  * •!  •)•  • *>  1 •(.*  1,  .m—  ••1*»  •,  .:*•  ...  | 

<1-  . • .•  ••  I .1  .■»  <1!  j ! l.f-.ilo  . , .1* 

\ t >1.  ))•■■  Herrn  Doctor  Julius  //drtiKlafrti»,0  ‘,,‘l 

Lehrer  um  (ivmnrt.imn  zu  Hinte  Io. 

. .illj'  il!  • 1 i '.t  t>\  ■ 1 • _ . iil  f.i.l!)-.«.  i;->  i*,'! 

.1  irigivitri  11  >)»■•  ’ 1:  . /.  ‘i  ;>  •>..■  11,  , ifijj  ■•.••ui  vii|i:u; 

i n-  Wenn  zwei  Beobachter  plötzliche  Phänomene  — x.  U,  Licht- 
blitzeifPulver- oder  Heliotrop-Signale)  oder  Sterodnrchgänge  u.  dgl.r- 
an  einer  und  derselben  Sectindenuhr  und  übethaupt  unter  sonst 
.gleichen  Umständen  beobachten  , so  zeigt  sich  bei  Vergleichung 
der  Zeitangabe,  zu  welcher  Jeder  das  Phänomen  gesehen  haben 
«will,  eine  Verschiedenheit,  die  von  der  Individualität  des  Be- 
obachters abhängt  und  die  man  Personaldifferenz  zu  nennen 
vorgeschlagen.  Sie  kann,  natürlich  abgesehen. von  zufälligen  gros- 
seren Irrthümern,  für  einzelne  Beobachtungen  mehr  als  eine  halbe 
Secunde  betragen,  im  Mittel  aus  einer  Reihe  Beobachtungen  aber 
leicht  bis  zu  mehreren  Zehntelsecunden  sich  belaufen. 

•I.'  • *#  ■:  ! » » »t  »1.1!”  >J1  , ‘ . !*»lj  > 1 

Fragt  man  nach  den  möglichen  Ursachen  dieser  Erscheinung, 
so  bieten  sich  zunächst  im  Allgemeinen  folgende  dar: 

1)  Unsicherheit  der  Beobachtungen.  Die  plötzlichen  Phä- 
nnraene  fiberraschen  den  Rdbbachter,  auch  Wenn  er  sie  mit  'Auf- 
merksamkeit  erwartet , immer  mehr  oder  weniger.  Die  freie  EhJ- 
theilung  der  Secunde  in  kleinere  Zeitinfervalle  Wnd  Abschätzung 
der  vor  und  nach  dem 'Erscheinen  des  Phänomens  vergangenen 
SogWÜgOiHe'lg  .a«8  der  Etfuneriing  erfordert  grosse  und  Auf- 
merksamkeit. Eine  gewisse  Unsicherheit  wird  selbst  bei  grosser 
l^itug  njeht  gaaz  yersebwindep.  — Die  aus  dieser  Quelle  stam- 
rp enden  Differenzen  werden  durch  Vermehrung  der  Beobachtun- 
I ru.il  xxxi.  i 
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gen  bekanntlich  mehr  und  mehr  ausgeglichen , um  ein  etwaiges 
cnnstanteres  Element  mehr  und  mehr  hervortreten  zu  lassen. 


2)  Verschiedene  Gewöhnung  in  der  Schätzung,  wobei 
natürlich  wenigstens  die  eines  Beobachters  unrichtig  ist.  Freilich 
könnte  auch  jeder  Beobachter  nach  seiner  Weise  genau  beobach- 
ten, der  Cine  aber  den  Anfang,  der  andere  das  Ende  oder  die 
Mitte  der  scheinbaren  Dauer  des  Licht-  oder  Scballeindrucks  fixi- 
ren.  — Eine  solche  verschiedene  Gewöhnung  würde  durch  grössere 
Hebung  immer  fester  und  dann  mit  eine  Quelle  einer  constan- 
ten  Personaldifferenz  werden.  •* 


<|  3)  Es  könnte  aber  auch  «ine  Ursache  in  der  verschiedenen  Orga- 
' nisation  des  Auges  oder  Ohres  der  Beobachter  liegen.  Bei  dem 
einen  könnten  die  Zeiten,  welche  vergehen,  bis  das  gehörte  und 
bis  das  gesehene  Phänomen  zum  Bewusstsein  kommt,  von  den 
entsprechenden  Intervallen  beim  andern  Beobachter  verschieden  sein. 
Auch  diese  Ursache  würde  eine  Constanz  der  Personaldifferenz 
bedingen. 


Bei  wichtigeren  Beobachtungen,  zu  welchen  verschiedene  Beob- 
achter beitragen,  müssen  die  Angaben  auf  einen  einzigen  redu- 
c$rt  Werden,-  weshalb  die  Beobachter  an  einer  Reihe  ähnlicher 
Phänomene  Ihre  Personaldifferenz  zu  ermitteln  pflegen.  Sind  die 
! Beobachtungen  an  verschiedenen  Orten  gemacht , so  kommen  spä- 
ter die  Beobachter  persönlich  zusammen,  um  sich  zu  vergleichen. 
— Es  bleibt  aber  dann  die  Frage,  ob  die  PersonaJdifferenz  bei 
dieser  späteren  Vergleicliung  unter  vielleicht  geänderten  geistigen 
und  körperlichen  Umständen  noch  dieselbe  ist,  wie  sie  Während 
der'  Beobachtungen  Selbst  stattfahd.  . •<  > . b j ign  i 

'.  Es  müssten  eigentlich  zwischen  den  wirklichen  Beobachtungen 
auch  Personaldifferenz -Bestimmungen  gemacht  werden. 

■ * I,i-!  ■ -•  ii!-,i-.| 


Dies  wäre  trotz  der  Entfernung  der  Beobachter  möglich,  wenn 
jeder  'Beobachter  zwischen  seinen  Beobachtungen  sich  gleichsam 
mit  „der  Wahrheit“  vergliche,  d.  h.  Beobachtungen  an  einem 
.Instrumente  anstellte,  welches  des  eigentlichen  Beobachtungen 
.sehr  ähnliche  Beobachtungen  gestattete,  und  sich  — von  einem 
Geh üllen  — so  stellen'  liess,  dass  zu  einer  bis  auf  wenigstgpp 
einige  Hundertelsecunden  genau  bestimmten  Zeit  zwischen  zwei 
Umschlägen  ein  plötzliches  Phänomen  an  ihm  erscheint,  , 

Ein  solches  Instrument  würde  neben  dem  eben  ahgedentetWn 
Zwecke  — die  rela'tlv'e  Personafdifferenz  (Differenz  zwischen  zwei 
Beobachtern)  Während  der  Beobachtungen  selbst  durch  Vermlttelurtjg 
flet  absoluten  (Abweichung  des  Beobachters  von  den  Angabedi 
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de*  Instrumenta)  zu  erforschen,  — auch  einem  angehenden  Beob- 
achter nützliche  Dienste  leisten , indem  es  ihm  bei  seinen  l'ebun- 
gen  auf  einfache  Weise  auch  die  Kenntniss  seiner  Fehler  gäbe, 
»as  bei  andern  Beobachtungsweisen , z.  B.  am  Katerechen  Feder- 
pendel  oder  an  Lichtblitzen  mit  einer  Lampe,  nicht  der  Fall  ist. 
Ja , es  würde  ihm  auch  eine  richtige  Gew  öhnung  verschaffen , denn 
wenn  z.  B.  das  Phänomen  sehr  oft  hintereinander  zu  derselben 
Zehntelsecunde  erscheint,  so  wird  sich  der  Gesammteindruck  der 
Aufeinanderfolge  vom  Secundenschlag  und  Phänomen  dem  Beob- 
achter so  einprägen,  dass  er  ihm  gleichsam  znr  andern  Natur 
wird;  kurz  es  würde  gleichsam  die  Dienste  eines  aufmerksamen 
Exercitienmeisters  vertreten.  Auch  der  geübte  Beobachter  würde 
dadurch  auf  directe  Weise  einen  Anhaltepunkt  erhalten,  wie  genau 
er  sich  etwa  an  einem  bestimmten  Tage  in  seinen  Beobachtungen 
der  Wahrheit  anzuschliessen  pflege.  — Auderntbeils  aber  würde 
cs  auch  leichtern  Aufschluss  versprechen  über  einige  interessante 
psychologische  Erscheinungen.  ■ 

liu  Folgenden  erlaube  ich  mir,  die  Beschreibung  eines  solchen 
Instruments,  wie  ich  es  mir  habe  anfertigen  lasset),  und  einige 
damit  angestellte  Beobachtungen  als  vorläufige  Notizen  vorzulegen. 

Beschreibung  des  Instruments. 

Unter,  zwischen  und  über  zwei  starken  Messingplatten  *)  von 
etwa  8 Zoll  Durchmesser  findet  sich  zunächst  eine 

schlagende  und  zeigende  Uhr. 

1)  Mittels  eines  Centrifugalpendels  wird  die  vertikale  Axe  an 
(Taf.LFig.  I.),  dieSecundenaxe,  in  gfeichmässige  Rotation  versetzt. 

2)  Diese  Axe  trägt  bei  ts  eine  horizontale  Scheibe,  die  nach 
einer  Winduug  einer  archimedischen  Spirale  (Taf.  I.  Fig.  2.)  aus- 
geschnitten ist.  Auf  deren  Rand  gleitet  der  Haken  p des  Arm« 
rop,  der  um  eine  Axe  bei  o drehbar  ist  und  von  einer  Feder  f 
angedrückt  wird , um  bei  jeder  Rotation  der  Secundenaxe  von  die- 
ser hinweggehoben  zu  werden  und  vom  Absatz  der  Spirale  wieder 
abzagleiten.  Bei  diesem  Abgleiten  schlägt,  ehe  der  Haken  p die 
der  Axe  nähern  Theile  der  Spiralscheibe  erreicht  (um  die  Zapfen- 
löcher der  Axe  nicht  zu  verderben^,  der  Stift  r auf  das  Meteil- 


Taf.  I.  Fig.  IS.  Horizontalprojection  de*  Räderwerk*  zwischen  den 
Platten  auf  die  Unterplatte  IW.  Taf.  I.  Fig.  16.  Horizontalprojection  de* 
Räderwerk*  über  der  Oborplatte  00  «nf  die*e.  „ 

1* 


Digitized  by  Google 


4 


// ortmann:  Et  tilge  Beobachtungen 


stück  r‘  und  gibt  einen  Ton,  ähnlich  dem  gewöhnlichen  Secun- 
denschlag  einer  Peodeluhr;  so  dass  also  regelmässig  Secunden- 
schläge  gehört  werden. 

3)  Der  Hammerarm  op  trägt  hei  t noch  einen  Ansatz,  der  im 
Augenblick  des  Anschlags  von  r an  r‘ , also  der  Entstehung  des 
Schalls  einen  andern  Theil  (s.  Taf.  I.  Fig.  15.)  auslüst. 

4)  Bei  c (Taf.  I.  Fig.  1.)  trägt  die  Secundenaxe  einen  Trieb, 

in  welchen  ein  Zwischenrad  B und  in  dessen  Trieb  das  Minuten- 
rad M eingreift.  Die  Axe  dieses  letztem,  mm,  trägt  oben  einen 
Zeiger  i,  der  über  dem  Zifferblatte  ZZ,  welches  in  60  Tbeile 
getbeilt  ist,  die  einzelnen  Secuuden  anzeigt.  Ein  Spiegel  D (Taf.  I. 
Fig.  16.),  unter  45°  gegen  den  Horizont  geneigt,  gestattet  das  Zif- 
ferblatt, statt  von  oben,  von  der  Seite  zu  betrachten,  t. 

5)  In  den  Trieb  der  Minutenaxe  greift  ein  liad  mit  dem  Feder- 
haus F (Taf.  1.  Fig.  15.)  und  der  weitern  gewöhnlichen  Einrichtung 
zum  Aufziehen. 

6)  Die  Axe  des  Minutenrades  trägt  oben  noch  die  Scheibe  S 
(Taf.  l.Fig.  1.  und  Fig.  3.),  welche  an  ihrem  Umfange  zwei  aufstei» 
gende  schiefe  Ebenen  mit  Absätzen  a und  a'  hat,  auf  denen,  ein 
federnder  Hammer  q (Taf.  1.  Fig.  5.)  während  einer  Minute  zweimal 
gehoben  wird  und  zweimal  in  Intervallen  von  30  Secunden,  allemal 
zwischen  zwei  Secundenschlägen  heruntergleitet,  z.  B.  zwischen 
dem  59sten  und  60sten  und  zwischen  dem  29sten  und  30sten  Schlage. 

7)  Ein  an  der  Secundenaxe  befestigtes  Rad  C (Taf.  1.  Fig.  15.) 
greift  weiter  in  den  Trieb  der  Sirenenaxe  n ein,  welche  oben  eine 
Scheibe  Q (Taf.  I.  Fig.  16.)  mit  100  gleich  weit  entfernten,  nahe  am 
{lande  in  der  Peripherie  eines  Kreises  befindlichen  Luchem  trägt. 
{Jeher  diesen  Löchern  endigt  ein  kleines  Blaserohr,  um  bei  der 
Umdrehung  der  Sirenenscbeibe  einen  Ton  entstehen  lassen  zu 
können.  Die  Sirene  dient  zum  Erkennen  des  gteichmässigen  Gan- 
ges des  Pendels.  So  lange  der  Ton  noch  auf-  und  niederschwanbt 
ist  der  Gang  noch  ungleichmässig. 

' t 

. * •:  . ••  i.’  ‘ 'r 

Stellsystem. 

S)  Das  Getriebe  der  Secundenaxe  bewegt  weiter  ein  Zwischen- 
rad V (Taf.  1.  Fig.  15.  und  Fig.  4.),  welches  wieder  in  das  Getriebe  g 
der  Stellaxe  eingreift.  Diese  Axe  dreht  sich,  da  ihr  Trieb  dein 
der  Secundenaxe  gleich  ist,  also  auch  in  einer  Secunde  mit 
gleichmässiger  Geschwindigkeit  hemm.  Sie  lässt  sich  von  einem 
unter  der  Unterpiatte  befestigten  drehbaren  Arm  AA  (Taf.  I.  Fig.  15. 
und  Fig.  4.),  der  mit  einer  schiefen  Ebene  endigt,  auf  welcher  da« 
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Ende  der  Stellaxe  ruht,  senken  und  heben,  so  dass  ihr  Getriebe 
mit  dem  Rad  F in  Berührung  »der  ausser  Berührung,  kommt, 
sie  also  an  der  Bewegung  Tbeil  nimmt  oder  unabhängig  davon 
bleibt.  Sie  trägt  über  der  Oberplatte  eine  Scheibe  U (Taf.  I.  Fig.  4.) 
mit  einen  Kreis  voll  dicht  an  einander  stehender,  nach  oben  sich 
conisch  erweiternder  Löcher,  in  welche  eine  stumpfe  Spitze  e 
einfallen  kann. 

/ 

9)  Um  das  über  der  Liicherscheihe  hervorragende  Ende  der 
Stellaxe  ist  ein  Kohrstück  ß (Taf.  I.  Fig.  4.)  drehbar,  das  unten 
eine  leichte  Scheibe  von  Kartenpapier  pp  von  circa  3 Zoll  Durchmesser 
trägt.  Diese  Scheibe  ist  am  Hände  (Taf.  I.  Fig.  13,  und  Fig.  16.) 
in  100  Tbeile  eingetheilt  und  von  5 zu  5 Theilen  numerirt.  An 
einem  aussen  befestigten  Zeiger  £ gleitet  also  von  dieser  Thei- 
lung,  wenn  die  Scheibe  mit  rotirt,  ein  Theil  in  je  einer  lluoder* 
telaecunde  vorüber. 

)Ö):  Um  ß (Taf.  I.  Fig.  4.)  ist  ein  weiteres  Robrstück  y dreh- 
bar, au  welchem  ein,  bei  e schwach  nach  oben  federnder  Arm 
ek  festsitzt,  welcher  die  stumpfe  Spitze  a trägt  und  nach  oben 
zurückgebogen  in  das  Knüpfchen  It  endigt.  Durch  Anziehen  der 
Druckschraube  d,  kann  y mit  ß fest  verbunden  werden. 

II)  Die  Papierscheibe  ist  über  den  Löchern  der  Scheibe  U 
ausgeschnitten,  so  dass  sie  gleichsam  aus  zwei  concenf rischen 
Ringen  besteht,  die  mir  durch  drei  schmale  Streifchen  mit  ein- 
ander verbunden  sind . so  dass  der  Arm  eh  auf  jede  Nummer  ge- 
stellt werden  und  dabei  der  Stift  a zwischen  der  Papierscheibe 
hindurch  immer  auf  eiu  Loch  der  Löcherscheibe  ll  treffen  kann. 

VI)  Bei  o (Tal.  I.  Fig.  16.)  hat  der  äussere  Papierring  eine 
kleine  Oeffnung,  welche  sich,  wenn  die  Papierscheibe  mit  ihrem 
Nullpunkt  am  Zeiger  £ steht,  gerade  über  einer  correspondirendeu 
Oeffnung  in  der  Oberplatte  befindet) 

13)  Unter  dieser  Oeffnung  der  Oberplatte  ist  ein  kleines  Spie- 
gelchen  unter  45°  befestigt,  welches  das  Licht  einer  Lampe  L, 
die  zur  Seite  der  Uhr  gestellt  wird,  durch  diese  beiden  Oeffnun- 
gen  nach  oben  sendet,  so  dass  man  von  oben  eine  runde  Licht- 
steile  sieht.  Durch  einen  Spiegel  D' , unter  45°  gegen  den  Hdri- 
zont  geneigt,  erblickt  man  die  Lichtstelle  von  der  Seite.  Bei  der 
Rotation  der  Papierscbeibe  wird  diese  das  Licht  verdecken,  bis 
bei  dem  jedesmaligen  Vorbeigleiten  ihres  Mittelpunktes  vor  dem 
Zeiger  £ ein  kaum  0",0I  dauernder  Lichtblitz  erscheint. 

14)  Stellt  man  nun  die  Papierscbeibe  z.  B.  so  fest,  dass  der 
Zeiger  £ auf  35  derselben  zeigt,  und  langt  sie  genau  mit  einem 
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vollen  Secundenschlag  an,  an  Her  Bewegung  Tboil  zu  'nehmeiil 
so  werden  von  diesem  Secundenschlag  an  noch  35  Hundertelseconden 
vcrfliessen,  bis  ihr  Nullpunkt  an  den  Zeiger,  d.  h.  ihre  Oeffmmg 
Aber  die  Lichtstelle  kommt,  bis  also  der  Liehtblitz  erscheint. 

J5)  Um  aber  zu  bewirken,  dass  die,  erst  ruhende,  Papier- 
scheibe gerade  mit  einem  vollen  Secundenscblag  anfängt  zu  rotiren, 
dreht  sich  um  eine  auf  der  Oberplatte  senkrecht  stehende  Axe 
(Täf.  I.  Fig.  5.)  eine  Hülse,  an  welcher  einesteils  ein  nach  oben 
federnder  Arm  qy,  anderntheils  der  unbiegsame  Arm  xn  befestigt 
ist.  Das  Ende  q gleitet  auf  den  Spiralen  der  Minutenaxe  (Taf.  I. 
Fig.  3.),  wird  bei  der  Umdrehung  der  Minutenaxe  gehoben  und 
fallt  zwischen  dem  59sten  und  fiOsten  oder  29sten  und  30sten  Se- 
cundenschlage  vom  Absatz  a resp.  vf  herunter.  Ist  q über  die 
Hälfte  der  Höhe  der  schiefen  Ebene  von  S aufgestiegen,  so  geht 
zwischen  der  48sten  und  ÖOsten,  resp.  18ten  und  30sten  Secunde 
einer  jeden  Minute  — der  Ansatz  t am  Hammer  op  (Taf.  I.  Fig.  2. 
and  Fig.  5.)  unter  q weg,  ohne  es  zu  treffen;  ist  aber  q abge- 
fallen und  noch  nicht  hoch  genug  gestiegen , so  wird  es  von  t zur 
Seite  gestossen. 

16)  Die  Vertiefung  n des  Arms  xn  (Taf.  I.  Fig.  4.,  13.,  16.) 
Wird  nun  zwischen  der  48sten  und  59sten,  resp.  18ten  und  29sten 
Secunde  — wenn  q von  t nicht  mehr  berührt  wird  — unter  das 
Knüpfchen  h gebracht,  wobei  h etwas  emporgehoben  wird  und  die 
Spitze  o ausser  Berührung  mit  der  Löcherscheibe  komput.  — Dann 
wird,  wahrend  die  Stellaxe  mit  rotirt,  die  Papierscheibe  aber  noch 
ruht,  zwischen  dem  59sten  und  60sten,  resp.  29sten  und  30sten 
Sccundenschlage  q von  a resp.  a'  herunterfallen,  mit  dem  60steu 
resp.  30sten  Schlage  aber  q zur  Seite  und  somit  n unter  h weg- 
gestossen ; der  Stift  a fallt  in  das  gerade  darunter  befindliche  Loch 
der  Löcherscheibe,  und  die  Papierscheibe  fängt  mit  einem  vollen 
Secundenschlage  an,  an  der  Rotation  Theil  zu  nehmen. 


17)  Die  Manipulationen,  die  der  Gehülfe  also  zu  machen  hat, 
sind  folgende  (die  Uhr  sei  ira  Gange): 

I)  verschiebt  er  den  Arm  A,  so  dass  dessen  schiefe  Ebene 
, die  Stellaxe  hebt,  somit  diese  samt  der  Papierscheibe 
vom  Uhrwerk  unabhängig  wird;  : •' 


2) 

3) 


löst  er  mit  einem  Schraubenschlüssel  die  Schraube  d; 


hebt  er  beim  Huken  h die  Spitze  a aus  der  Löcherscheibe, 
dreht  das  Stück  y so,  dass  h an  seinem  richtigen  Platz 
über  der  Vertiefung  n steht,  und  dreht  die  Papierscheibe 
bis  sie  mit  dem  fraglichen  Hundertel  (z.  B.  0",35),  bei  wel- 
chem der  Blitz  erscheinen  soll,  am  Zeiger  | steht;  ‘X 
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4)  schliesst  er  die  Schraube  t,  wodurch  y mit  seinem  Arm 
• >U  eA  fest  mit  der  Papierscheihe  verbunden  wird. 

Dann  bringt  er  . 11  *'  i ' 


' 5)  zwischen  48*  und  B9*  resp.  zwischen  18"  nnd  99*  die  Ein- 
: blegung  n des  Arms  j*  unter  A{  schiebt  ' f"  ' 

f*>  t,  r*  . , » I • . ^ V.  J J-li  | . jiiJI 

ü)  den  Arm  A zurück,  so  dass  die  Stellage  mit  rofirt  (ohim 
die  Papierscheibe)  entfernt  sich  und  schreibt  den  Stand  auf. 


Dann  erscheint  der  Licbtblitz  um  0",35  resp.  30", 35  *).  Diese 
sechs  Geschäfte  können  bequem  in  3 bis  4 Secunden  beendet  wer- 
den. üebrigen»  braucht  man  den  Licbtblitz  nicht  immer  zw  ischen, 
der  Qten  und  Isten,  resp.  30sten  und  31steo  Secun.de  erscheinen 
au  lassen,  denn  — auch  zu  andern  Zwecken  (s.  22))  — ist  weiter 

18)  um  eine  zur  Oberplatte  senkrechte  Axe  ein  leichtes  Rad  ti. 
(Taf.  t.  Fig.  16.)  von  etwa  3 Zoll  Durchmesser  drehbar,  dessen  Zähne 
in,  ein,  an  ß (Taf.  1.  Fig.  4.)  sitzendes  Getriebe  eingreifen.  Die 
Fläche  dieses  Rades  hat  eine  Oeffnung  o' , welche  bei  der  Um- 
drehung desselben  einmal  gerade  über  die  beiden  Oeffnungen  in, 
der  Oberplatte  und  der  Papierscbeibe  gelangt  und  dann  dem  Licht», 
freien,  Durchgang  nach  oben  gestattet.  Da  es  erst  in  8 Secunden 
ebnen  Umgang  macht,  so  wird  der  Lichtblitz  noch  eine  Anzahl 
fgsn*pr  Secunden  (unter  8),  je  nach  der  Stellung  dieses  Rades, 
die  auch  an  einem  Zeiger  <xt  (Taf.  I.  Fig.  16.)  abgelesen  wird,  zu-, 
rückgehalten,  bis  er  zuerst  erscheint.  Der  Gehülfe  wird  also  die 
Möglicbjceit  haben,  den  Lichtblitzzu  jeder  auf  ein  Hundertstel  Secunde 
angcbhareii  Zeit  zwischen  0", 00  und  8", 00,  resp.  30",00  und  38",00 
auftaueben  zu  lassen.  (Wollte  man  aus  irgend  einem  Grunde  die 
hier  ausgeschlossenen  Secunden  zur  Erscheinungszeit  wählen,  so 
braucbjtq , Abf>o  .nur  den  Zeiger  r zu  verstellen.).  Die  dazwischen 
liegenden  Zeiten  sind  zu  der  neuen  Stellung  mehr  als  hinreichend, 
von  8"  bis.  18"  zu  den  Geschäften  1)  bis  4) ; von  18"  bis  29"  zu 
den  Geschäften  5)  und  6),  wozu  jetzt  als  7tes  noch  die  Notirung 
der  volles  Secunde,  am  Zeiger  <u  abzulesen,  kommt. 


19)  Auch  ohne  Geholfen  kann  man  sich  selbst  stellen,  dann 
beobachten  and  hinterher  den  Stand  des  Instruments  ablesen.  Man 
muss  nur  — das  Auge  etwa  in  die  Ebene  der  Papierscheihe  ge- 
halten, so  dass  man  die  Zahlen  nicht  sieht,  ■ — blind  stellen,  nach 
der  Beobachtung  das  Stellwerk  mittels  des  Arms  A aus) Ösen  und 
A wieder  an  seine  Stelle  über  n bringen  **) , um  wieder  denselben 


*)  Und  von  da  an  jede  folgende  Secunde  um  dataelbe  Hundertstel. 
•*)  I)iH  id  noch  nicht  einmal  nöthig,  wenn  man  sich  gemerkt, 
d*i«  der  ArnreA  in  dieaerStellung  immer  12Theil«trlche  Toni  entfernt  rieht 
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Theilshtch  bei  £ zu  finden.  Will  man  mich'Hie  'vblle  Secunde  con- 
troliren,  so  legt  man  auf  das  Rad  R bei  dem  Zeiger  mein  kleines 
Papierstückeben.  v,  i,.,,,*,.]  .mu.ll 

20)  Um  den 'Lichtpunkt  bei  seinem  Erscheinen  nicht  au  ver- 
fehlen, wird  in  einiger  Entfernung  vom  Instrument  ein  Kartenblatt 
mit  einer  Oeffuung  auf  einem  Stativ  so  gerichtet,  dass  man  durch 
diese  Oeffnuhg  gerade  den  Lichtpunkt  im  Spiegel  D*  sehen  und 
zugleich  auch  die  Secundeh  im  Spiegel  D anlesen  kann. 

21)  Die  Papierscheibe,  so'wie  das  Rail  R,  slfid  sehrleichli 

so  dass  der  Gang  des  Uhrwerks,  das  eine  Pendelkugel  von  6j  Pfund 
hat,  durch  das  plötzlich  eintretende  MifrotirSri  derselben  'fast  gar 
nicht  alterirt  wird.  Doch  kann  es  jedenfalls ‘nichts  schaden,  Werin 
der  Gehülfe  den  Blitz  erst  wenigstens  3 Secunden  nacht)"  resp.  30* 
erscheinen  lasst,  damit  sich  der  Gang  sicher  vollständig  beruhigt 
habe.  Etwas  merklicher  ist  die  Alteration  beim  Einfall  der  gan- 
zen Stellare , weshalb  es  gut  ist,  den  Arm  A so  früh  als  möglich, 
also  schon  bei  19"  resp.  49"  zurückzuschiebe».  Uebrigens  geht 
das  Uhrwerk  auch  hier  schon  nach  3 bis  4 Secunden  mit  der 
nüthigen  Gleichmfissigkeit  weiter.  . b 

22)  Um  den  Sterndurchgängen  ähnliche  Phänorneriü  zu 

erhalten,  brachte  ich  auf  das  oben  schwarze  Rad  Reine  kleine 
Stahlperle,  die  von  einer  seitlichen  Lampe  oder  dem  Tageslichte 
beleuchtet  wurde  Darüber  ist  in  der  Richturig  eines  Radius  ein 
weisser  Faden  nn  (Taf.T.  Fig.  16.)  ausgespannt,  unter  welchem  der 
Lichtpunkt  vorbei  wandert.  Beobachtet  wurde  das  Sternchen  ent- 
weder mit  freiem  Auge  durch  das  Kartenhlätt  oder  einem  'astro- 
nomischen Fernrohre  von  etwa  zwei-  bis  dreimaliger  VHtkfei'4 
nerung ; statt  des  Fernrohrs  auch  wohl  mit  einer  (V oigtländeVscheti) 
Camera  obscura,  auf  deren  matter  Scheibe  sich  diese  Durchgänge 
sehr  zart  darstellen.  Stern,  Faden  und  Fernrohr  wird ’im  Anfänge 
so  gestellt,  dass  wenn  der  Nullpunkt  der  Päpierscheibe  am  Zei- 
ger | steht,  der  Sterrt  gerade  unter  dem  Faden  erscheint.  Dnrcli 
Entfernen  oder  Nähern  des  Fernrohrs  oder  der  Camera,  Vewöble4' 
he«  der  Perle  am  Mittelpunkte  des  Rades  ferner  «der  näher, 
lassen  sich  verschiedene  Durchgangsgeschwindigkeitea  hervorbrin- 
gen, nm  der  verschiedenen  Vergrößerung  der  Passage-Instrument- 
Fernrohre-  and  der  verschiedenen  Declination  der  beobachteten 
Sterne  - nah  zu ‘kommen.  ,'i  > >'•>  .)>  n-l-icil«  >,1  mb 

uudlsaiisi)  T'h-thr  ui'  i'  ' i-  i'l  r <•!.•  1 ' »)•*«  < ■:  , i-ilioi«  A 

Pendel. 

,,  23)  Unter  der  Unterplatte  ist  ein  starker  Bügel  EE  (Taf.  I. 
Fig. 6.)  befestigt,  der  das  Lager  für  da«  Umdrekuiigssystera-  dem 
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Pcfidets«  trägt.  Die  Pendelstartue.  etwa  16  Zoll  lang,  grillet  oben 
in  em  polirte»  Bede,  das  in  die  kreisförmig  gebogene,  an  der 
Secutuieiiaxe  festsitzemle  Minne  jtx  (Taf.  1.  Fig.ß.  und  Fig.  iS.)  fasst. 
Zwei  Zoll  von  oben  sitzt  der  , Ansatz  w mit  den  zwei  Stahlspitzen 
ft' Sund,  p" i die  fUnileni /Vertiefungen  1 Und  3-  der  beweglichen 
.Stahlplätte  T (Taf.  1.  Fig.  9)  ruhen,,:,  uuvml 

V*-  •44}'  liier1  Sfahlpiatfe'  7’  (Täf. !.'  Fl£.  9.)  hat  unten1  ähnliche 
Vertiefungen  2 und  4 j -mit*  weichen  gib  auf  den  Stiften  q'  und  9* 
sehwebt.  Die  vier  Vertiehmge«  Kegen  natürlich  bei  >0,  90,  180 

und  270  eitied  Kreises.  ' td.iin^ann.'  ■ n /■  I vn  1 ■■  itl 

25)  i)ie  Sfiße  qr  untf  9"  stecken  in  einer  Messingplatte  VV, 
Welche  durch, vier  Stellschrauben  nach  vorn  und  hinten,  rechts 

*vy  *v  -»  *»  1 ii  t *<  • - ?;*•#!'»  ui  ’ ...  ) ^lii n« / 

und  links  verstellbar  ist. 

•»vniMdliti  “ 1 Ulf.  i-,  ’/i  *••  • : *u:m . 1. 1 ■ • * ■ m J 

26)  Das  gfnze  Uhrwerk  ruht  auf  einem  (»e*/el|  von  Schmiede- 
eisen mit  drei  Füssen  (Taf.I.Fig.  7.),  an  denen  sich  Fussschrau- 
ben  mit  6egj|ischrauben befinden,  i ln  der  . Mitte  .der  die  drei 
Fitsse  verblutenden  Stangen  ist  ebenfalls  durch  drei  Schrauheu 
verstellbar  eoe  Platte  tc  mit  einem  oben  in  eine  Spitze  endigen- 
den  Stift  4,  der  vertikal  unter  die  Pendelstange  gleichsam  als 
deren  Verlagerung  gebracht  « erden  kann. 

27)  Eiie  Schraubenmutter,  um  diesen  Stift  schraubbar,  um- 
fasst, in  de  Hübe  geschraubt,  di«  untere  Spitze  der  Pendelstange, 
um  dies»  iiweon  das  Instrument  nicht  gebraucht  wird,  festzustellen. 

" 28)  Damit  die : Uhr  gleiehmässig  gehd',1  müssen  bekanntlich 
(Taf.  I.  "ig.  11-)  der  Schwerpunkt  s des  Pendels  und  deV  Angriffs- 
punkt lesseiben,  n,  zugleich  horizontale  Kreise  uni  die  vertikale 
S^mieienaga: beschreiben.  Dazu  ist  uütbig:  .■  <. 

’tlj  dass1  die  Sfccundehaxe  vertikal  stehe.'  Dies  wird 
" genau  genuf(:*bewftkt  durch  Horizontalstellen  der  Ober- 

^ ' platte  mittels  der  drei  Fussscbfanlien  und  einer  Libelle; 
,1,../  1!  •i'.ii  1, n t ■ ♦ -I  .'»h >|  r.|i  n-i  i'.ü 

2),  dassidie  (ob^rg)  Sp,|tge  der,  Pendelstange,  der  Um- 
„drehuiigspunkt  (u)  und,  der  Sch  w erpunkt(r)  in  ge- 
{,;  r^der  Linie  liegpo ; denn  liegt  die  Spitze  nicht  in  der 
„l,i(\>rlSDfferWK  der  *■«.  ao  wird ; $1«.  Vi  der  Kreisbewegung 
lÄj  ,.j  des;  Schwerpunktes  nicht  auch  einpp  Krftis,  sondern  eine 
Art  sphärischer  Ellipse*)  durchlaufen.  Nun  ist  zwar  die 
Spitze  detr  Pendelstange  nicht  eigentlich  Angriffspunkt; 
dieser  liegt  aber  immer  iiii  Endpunkte  der  Hypotenuse 


.1. 


Wl 


■d.ift)  Durchschnitt  eine,  gemeine*  geraden. 'Cyihider*  (Hnriiontnlpro- 
jertlor»  Um  Wege,  der  l*endel*t*ngeri*pU*e>  niUider  ,liu^'  |fläqhe. 
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des  rechtwinkligen  Dreiecks,  Hessen  Katheten  1)  die  Ent- 
fernung der  Spitze  von  der  geometrischen  Axe  der  Secun« 
denaxe  nnd  2)  Radius  des  Pendelstangenquerschnitts 
sind;  bleibt  also  mit  der  Spitze  ln  constanter  Entfernung 
von  der  Secundenaxe.  (In  den  vier  iD  Taf.  I.  Fig.  10.  dar- 
gestellten Lagen  des  oberen  Endes  der  Pcndetstange, 
1,  U,  UI,  IV,  ist  der  Angriffspunkt  der  Reihe  nach],  2,  3,  4). 

Um  die  erwähnten  drei  Punkte  in  gerade  Linie  ca 
bekommen,  wurde  durch  sorglältige  Abrichtung  auf  der 
Drehbank  der  Umdrehungspunkt  (zunächst  Mitte  zwischen 
den  Spitzen  p'  und  p")  und  die  Pendelstmgenspitze  in  die 
geometrische  Axe  der  Stange  verlegt.  Um  den  Schwer- 
punkt auch  In  diese  Axe  zu  bringen,  wnrd?  bei  feststehen- 
dem Upidrehungspunkt  die  Kugel  um  die  Pendelstange 
gedreht  und  so  lange  daran  gefeilt,  his  hei  dieser  Um- 
drehung die  Spitze  ihren  Ort  nicht  veränderte.  Uehrl- 
gens  beschreibt  auch  bei  einer  kleinen  Abweichung  dei1 
Spitze  von  der  Verlängerung  der  tu,  wie  sie  hier  nn* 
Vorkommen  kann,  der  Angriffspunkt  doch  noth  nahe  einen 
Kreist  wichtig  aber  ist  es,  dass  der  Mittelpunkt  dieses 
„Kreises“  in  der  geometrischen  Axe  der  Secundenaxe’ 

, liege,  deshalb  muss 

3)  der  Umdrehungspunkt  in  der  Verlängehirig  der 
1 Secun denaxe  liegen.  Dies  wird  bewirkt  dirch  Stel- 
lung der  Platte  »c  mittels  der  vier  Stellschraube  unter 

. Prüfung  des  Sireneotons; 

4)  der  „Umdrehungspunkt“  muss  wirklich  ein  Punkt 
sein,  d.  h.  die  zwei  Verbindungslinien  0,  180  otid  10,  270 
der  tiefsten  Stellen  in  den  Vertiefungen  der  Stabblatte 
T müssen  sich  schneiden,  oder  die  vier  tiefsten  Stellen 

. i ip  , einer  Ebene  liegen.  Denn  w’ärc  z.  B.  (Taf.  I.  Fig.12.) 
bei  einer  Ausbiegung  der  Pendelstange,  etwa  nach  N»rd, 
x Umdrehungsaxe,  bei  der  nach  West  dagegen  y,  so 
würde  hei  der  „Kreisbewegung“  des  Schwerpunkts  (welci« 
streng  genommen  in  diesem  Falle  eigentlich  unmöglich  ist) 
die  Bahn  der  oberen  Pendelstangenspitze  schon  sehr 
merklich  vom  Kreise  abweichen.  In  Taf.  I.  Fig.  12.  ist 

. xN  = xP,  xs=trp^:  (l!.  . 

yW—yP.  yoszyp-, 

N und  H'  von  der  Ruhelage  Pp  gleich  weit  entfernt 
Die  vier  Punkte  in  eine  Ebene  zu  bekommen  wurde 
vom  Uhrmacher  möglichst  genau  zu  erreichen  gesucht. 


Digitized  by  Google 


vi:ä  Hemerkungm  über  /‘enonatdl/Tereut. 


11 


i 1 ! öj  Oh  die  vier  Vertiefungen  so  liegen , dass  die  Verbindungs- 
‘i  ■>!..  linien  13  und  24  «ich  genau  rechtwinklig  schneiden, 

■■■  ist  weniger  wichtig;  es  ginge  bei  bedeutender  Abu  ei 
<1/  I <-hung  vom  rechten  Winkel  nur  eiu  Tbeil  des  Raums  ver 
*•>!>  ' loren,  welchen  die  Pendelstange  erreichen  konnte,  in 
r '•  I I • Welchen  sie  aber  nie  zu  gelangen  braucht;  ebenso  braucht 
die  Verbindungslinie  der  Spitzen  p'  und  p",‘M n wie  q‘ 
i;  i uitfj  q" , nicht  genau  berizootal  zu  sein. 

' i.  <i)  Compensation  ist,  da  die  Uhr  nur  näherungsweise  Sccun- 
den  zu  schlagen  braucht,  natürlich  ganz  überflüssig. 

2(1)  Ist  das  Instrument  einmal  durch  Nivellirung  der  Oberplatte 
und  Stellung  der  Platte  re  regulirt,  so  bringt  man  die  Spitze  des 
Stilles  k (s.  26))  mit  der  untern  Spitze  der  ruhenden  Pendelstauge 
in  Coincidenz.  Dann  kann  man  das  Instrument  wochenlang  be- 
nutzen und  wieder  auf  heben,  und  hat  zur  jedesmaligen  Aufstellung 
nur  nüthig,  mittels  der  Fussschrauben  die  Pendelstangenspitze 
wieder  mit  der  Spitze  4 zusammenzubringen.  e 

i ;•«.!!  •.  • 

.1)  ‘tj'l. 

Fehler  des  Instruments  und  Grenzen  der  Genauigkeit 
■ ,,  , ..  seiner  Angaben. 

1)  Fehler  in  der  Zeitangabe  bei  bestimmten  Ton- 
schwankungen der  Sirene.  In  der  Beurtheilung  dieser  Un- 
sicherheit werden  einige  Beispiele  am  einfachsten  einen  ^ihalte- 
punkt  geben.  Theilen  wir  die  Secunde  z.  B.  in  Achtel,  so  müssen 
hei  gleichmässigem  Gange  des  Pendels  resp.  der  Sirene  in  jeder 
Achtelsecunde  124  Hundertel  des  Papierscheibenrandes  am  Zei- 
ger £ Vorbeigehen.  Gebe  nun  die  Sirene 

1)  in  den  ersten  4 Achteln  des  Intervalls  von  einem  Secun- 
|(.  dcuschlage  bis  zum  folgenden  den  Grundtou,  in  den  letz- 
r,  ten  4 Achteln  dessen  obere  Quinte  an  Dann  hat  man, 
da  während  des  Tüneos  der  Quinte  jmal  so  viel  Bogen- 
theile  vorübergehen,  als  beim  Auftreten  des  Grundtons, 
wegen  1 + 1 + 1 + 1 + 1+ 1 + j + 1 = 10  [=m]  den  Umfang 
der  Papierscbeibe  in  m=  10  gleiche  Stücke  zu  theilen , zu  je 
100 

—*—■8=  »es:  10  Bogentheilen,  und  es  w erden  in  jedem  der  * 

, fll  j 

ersten  4 Achtel  der  Secunde  l./>  = 10,  in  jedem  der  letz- 
ten 4 Achtel  aber  \pz=\’S  Bogentheile  am  Zeiger  vor- 
flhergehen.  Es  treffen  also  zusammen  mit 

derO  121  25  374  50  624  75  IDOtei.  Humiertelsecnnde. 
•mIIuc  derO  10  20  30  40  55  70  «5  FOOste  Bogentheil. 
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ü Hart  mann:  Einige  beoöachtungen 

' :nt  Die  grösste  Differenz  zwischen  der  regelmässig  und  der 
, ■"  unregelmässig  sich  drehenden  Papierscheibe  würde  sich 

.1  / > also  auf  4(125 ~ p)  — 10  Bogentheile;  da»  Maximum  des 

Fehler»  also  auf  10  Hundertelsecunden  belaufen.  (Die  Ab- 
weichung steigt,  wie  man  sieht,  bei  jedem  Achtel  des 
>>l  ••  Anfangstons  um  (125  — p)  und  geht  mit  jedem  Achtel  der 
\ : r Quinte  um  Qp — 12J)  Bogentheil  zurück. 

2)  Vertheilen  sich  die  4 Achtel  Grnndton  und  4 Achtel  Quinte 
anders,  z.  B.  3 Achtel  Grundton,  4 Achtel  Quinte,  I Achtel 
Grundtnn , so  werden  die  Differenzen  lauten : 

0 _ ‘>1  -5,0  —7,5  —5,0  -2,5  0 +2,5  0, 
die  grösste  Abweichung  beträgt  also  jetzt  nur  0",075. 

3)  Bei  der  Verkeilung-  1 Achtel  Grundton,.  1 Achtel  Quinte, 
i 1 Achtel  Grundton  u,  s.  w.,  von  Achtel  zu  Achtel  abwech- 
selnd, kann  sie  nicht  mehr  als  2,5  Hundertel  erreichen. 

4)  Dass,  wenn  Grundton  und  Quinte  im  Ganzen  jeder  eine 
halbe  Secunde  tönt,  die  Abweichung  sich  nie  auf  mehr 
als  4mal  (125  — p),  wie  im  Falle  I)  anhäufen  kann,  sieht 

' ' ‘ •'  man  leicht.  1 

5)  Theilen  sich  Grundton  und  Quinte  in  anderm  Verhältniss 
in  die  Secunde,  als  zu  halb  und  halb,  so  wird  zunächst 
das  m und  p ein  anderes,  z.  B.  bei  5 Achtet  Grundton, 
3 Achtel  Quinte  wird  in  — 0,5 , p = 10,5263.  Die  grösste 

* Abweichung  findet  in  diesem  Falle  statt,  wenn  die  5 Achtel 
Grundton  die  Secunde  beginnen,  dann  kann  sie  sich  auf 
5 X (12,5 — p)  oder  3x(j/(  — 12, 5)  = 9,87  Hundertelse- 
cunden  belaufen.  — Im  Falle  aber  Grundton  und  Quinte 
von  Achtel  zu  Achtel  wechseln,  beträgt  die  grösste  Dif- 
ferenz nur  3 bis  4 Hundertel.'  1 

6)  Bei  6 Achtel  Grundton,  2 Achtel  Quinte  kann  die  Ab- 
weichung bis  8.33;  bei  7 Achtel  Grundton , 1 Achtel  Quinte 
aber  nur  bis  5,145  Hundertel  steigen.  Liegt  aber  im  letzten 
’F^lle  das  Achtel  Quinte  in  der  Mitte,  so  beläuft  sich  die 
grösste  Differenz  nur  auf  4(12,5  — 11,765)  = 2,94. 

7)  Theilt  man  die  Secunde  in  Sechzehntheile,  so  ist  das 
Maximum  der  Abweichung,  wenn  Grundton  und  Quinte 
je  eine  halbe  Secunde  tönen,  wieder  =10,  wechseln  sie 
aber  zu  Sechzehnteln  ab,  nur  1,25  Bogentheile. 

An  diesen  Beispielen  übersieht  man  schon  i 

■ 1)  Das  Maximum  der  Abweichung  findet  statt,  w enn  der  Grund- 
tnn eine  halbe  Secunde  und  die  Quinte  ebenfalls  eine  halbe 
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•>l  i.  Secunde  anhSIt  und  zwar  von  Anfang  der  Secunde  an 

!•  ,»  i i I gerechnet.  . | /,  • • * an. 

2)  Die  Ali  »eichung  wird  kleiner,  wenn  die  beiden  Tönei 
deren  jeder  im  Ganzen  eine  halbe  Secunde  tönt,  während 

der  Secunde  ander*  vertheilt  sind. 

i • I . J i ■»  »*  „ * 

3)  Am  geringsten  ist  sie,  wenn  die  Töne  gleichsam  trillert 

• -,i-f  artig  regelmässig  abwechseln.  .1  , iciIhmm  , ,i  > 

4)  Sie  betragt  auch  weniger  als  obiges  Jlfaximum , Wenn  von 

/ 1 ■ den  beiden  Tönen  der  eine  langer,  /der  andere  kürzer 

•iA  1 dauert  als  eine  halbe  Secunde.  Am  grössten -ist  sie  in 
1 U.  -.t.  diesem  Falle  wieder,  wenn  die  Töne  nur  . einmal  wech- 
u.’i  11  sein,  der  eine  die  Secunde  beginnt,  der  andere  sie  schliessL 
. h ii  Sie  wird  um  so  geringer,  je  ungleicher  die  Dauer  der 
m>  uv  Töne  ist, Jam  geringsten  dabei,  wenn  der  kürzere  midie 
in..  ’ Mitte  der  Secunde  fällt,  u.  s;  w.  -i  , nnr.lt  ■ ' • 

..Ij,  , , . f 1 < . . - • > 

Zieht  man  ebenso,  wie  oben  die  Quinte,  auch  die  Quarte,  Terz 
und  Secunde  in  Betrachtung,  so  findet  man  die  möglichst  grosse 
Abweichung  ' j ’ . ' "/  ^ .Jt, 

bei  Gnindton  und  Quinte  =0",100  im  Falle  1),  bis  0*,0J2  im  Falle  7), 


,,  , ' „ Quarte  =0*,Ö7l  „ „ „ „ 0*,009  ,.  „ „ 

. '•Hill *» ;?  V*.’-  * 1 • "...  I \ ! f »f  Mtifr.i 

» 5 TeTf  =0",056  „ „ „ „ 0",007  „ 

■ii  ''  i,  Secunde=0",030  „ „ „ „ 0",004  „ „ 

, im  l|  , ..  - 1 : / . ...  4 . , / 

Ohne  diese  Untersuchung  genauer  und  allgemeiner  hier  aus- 
sufübren,  können  wir  doch  schon  die  nütbige  Anwendung  für  un- 
seren Zweck  machen.  Dg,  es,  wenigstens  bei  meinem  Instrumente, 
schwierig  und  zeitraubend,  vielleicht  unmöglich  ist,  die  Schwan- 
kung der  Sirene  vollkommen  wegzubringen,  — schon  wegen  des 
niefit  absolut  festen  Standes  auf  einem  Tische  im  Zimmer,  — so 
habe  ich  mir  eine  Schwankung  bis  zur  Secunde,  wenn  diese  nicht 
gerade  zu  halb  und  halb  mit  dem  Grundton  erschien,  ja  seihst 
bis  zur  Terz,  wenn  diese  nur  kurz  und  ziemlichin  der  Mitte  zwischen 
zwei  Schlagen  auftrat,  gefallen  lassen,  wobei  a|6o  die  Unsicher- 
heit 2 Hundertelaecunden  noch  nicht  überstieg. 

2)  Fehler,  dass  nicht  genau  mit  einem  Secunifen- 
schlage  die  Papierscheibe  anffingt,  an  der  Rotation 
Theil  zu  nehmen.  Möglichst  genau  in  der  Stellung,  wo  r auf 
r'  stüsst,  also  der  Ton  des  Secundenschlags  entsteht,  fällt  A von 
dem  es  vorher  stützenden  Arm  n herab  (bei  der  Belegung  wahr- 
scheinlich nicht  früher,  wie  man  des  Stosses  von  t »tuf  *\ea  Arm 
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if  wegen  glauben  könnte,  Weil  A mit  Reibung  auf  n ruht).  Die 
nun  freie  Spitze  a fällt  in  das  gerade  darunter  befindliche  Loch 
der  Löcherscheibe.  Die  Zeit,  die  dazu  erforderlich  ist,  ist  höchst 
wahrscheinlich  noch  geringer  als  0",003,  welche  beim  freien  Fall 
vergehen  würde,  weil  die  Spannkraft  der  Feder  den  freien  Fall 
noch  beschleunigt.  Möglicherweise  kann  eine  Unsicherheit  von 
höchstens  4 Huudertelseemide  entstehen,  wenn  0 nicht  genau  in 
ein  Loch,  sondern  zwischen  zwei  Löcher  fällt  und  also  von  dem 
konischen  Rande  emer  Oeffnung  etw  a»  vor-  oder  zurückgedrängt  wird. 

Beim  ersten  Anblick  scheint  freilich  eine  bedeutendere  Ver- 
spätung  des  Einfalls  vorzukommen.  Hat  man  nämlich  den  Ariu 
h so  gestellt,  dass  der  Zeiger  f z.  B.  auf  0 zeigt,  lässt  die  Ma- 
schine auf  gewöhnliche  Weise  das  Stellsystem  auslösen,  hält  dann 
den  Pendel  an,  ohne  die  Stellaxe  ausser  Verbindung  mit  dem 
Gehwerk  zn  bringen,  und  führt  das  Werk  in  die  Stellung  zurück, 
dass  das  Haromerende  p (Taf.  f.  Fig.  13.)  an  den  Absatz  der  archi- 
medischen Spirale  der  Secundenaxe  stösst,  von  dem  es  abgeglit- 
ten, so  zeigt  der  Zeiger  statt  auf  0,  auf  ca.  3,  überhaupt  immer 
ca.  3 Bogentheile  mehr;  der  Arm  h steht  dann  nicht  an  seinem 
richtigen  Platze,  sondern  etwa  in  der  Stellung  A'.  Es  scheint  also 
hier  eine  constante  Verspätung  des  Einfalls  um  0",03  vorzuliegen, 
als  wäre  im  Moment  der  Auslösung  der  Stift  0 nicht  in  das  gerade 
darunter  befindliche  Loch,  sondern  in  das  dritte  dahinter  gefallen, 
u“eil  die 'Löcherscheibe  in  der  Zeit  um  3 Hundertel- Umdrehung 
schon  weiter  gegangen.  — Bedenkt  man  indes«,  dass  nicht  der 
Angenblick  des  Ahgleitens  des  Hammerendes  p von  dem  Spira- 
lenabsatz der  des  Secundenschlags  und  der  Auslösung  ist,  son- 
dern der  des  Auftritts  von  r auf  r',  wo  p der  Secundenaxe  am 
nächsten  ist,  so  wird  man  sich  bald  Überreden,  dass  jene  0*,03 
die  Zeit  ist,  welche  p braucht,  um  vom  Gipfel  des  Spiralenab- 
satzes bis  auf  die  Secundenaxe  zu  gelangen,  wo  erst  der  Ton 
entsteht  und  die  Auslösung  erfolgt.  In  der  Tfaat,  lasst  man  das 
Uhrwerk  schnurren  (das  Pendel  nicht  mitgehen),  so  findet  sich, 
je  schneller  das  Werk  läuft,  die  Differenz  am  Zeiger  immer  grös- 
ser, wenn  man  p an  (len  Spiralenabsatz  bringt,  weil  jetzt  in  den 
3 Hundertelsecunden  die  Löcberscheibe  immer  mehr  und  mehr  als 
3 Hundertelumdrehung  macht.  Man  überzeugt  sich  auch  davon, 
wenu  map  auf  die  Spirale  ein  Blättchen  Papier  befestigt,  auf  des- 
sen Rand  p trifft  und  einen  sichtbaren  Eindruck,  macht.  Bringt 
man  das  Uhrwerk  so  zurück,  dass  p nicht  an  den  Absatz,  son- 
dern auf  diesen  Eindruck  stösst,  so  ist  der  Unterschied  in  der 
Stellung  am  Zpiger  fast  =0. 

■ ‘ Der  Unterschied  zwischen  der  Entstehung  des  Schalls  und  de« 
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Beginnens  der  Rotation  der  Rapierscheibe  möchte  also  wohl  auf 
nicht  htiber  als  1 Humlertelsecunde  anzusehlauen  sein. 

3)  Weiter  ist  zu  erwähnen' eitie  zufällige  Unsicherheit  gerade 
meines  Instruments  bis  zu  einer  Grösse  inn  fast  1 Hundertelsecunde 
Es  rührt  diese  her  von  einem  Theilungsfehler  im  Zwisrhenradp 
V zwischen  Secunden  - und  Stellaxe.  Nach  je  einer  vollen  Um- 
drehung der  Secundemixe  (den  Hammer  p immer  an  den  Absatz 
der  Spirale  gebracht)  zeigt  nämlich  die  Papierscheibe  z.  ß.  fol- 
gende periodisch  w iederkehrende  Nummern  am  Zeiger  ; 
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Dagegen  zeigte  die  Sirene  bet  32  Viertelumdrebungen  (m  einer  Um- 
drehung der  Secundenaxe)  nahezu  je  31  Hundertel  Fortgang  am 
Zeiger  mit  dem  Fehler  des  Zw  ischenrades  (so  dass  wenn  man 
von  10,5  anfing,  man  durch  7,4;  4,25;  1,1  u.  s.  w.  nicht  wieder  bis 
zn  10,5 , sondern  bia  zu  10,0  u.  s.  w.  gelangte) , wonach  also  das 
Rad  der  Secundenaxe;  C,  das  Getriebe  der  Sirenenaxe  u.  s.  w. 
keinen  beacbtungswerthen  Theilungsfehler  bat  •!,  Mn. 

4)  Die  Correction  wegen  der  Entfernung  Von  der  Schallquelle 
beträgt,  da  der  Beobachter  nur  ein  Paar  Fuss  vom  Instrumente 
absteht,  weniger  als  1 Hundertelsecunde. 

Nach  allem  diesem  ist  also,  wenn  die  Sirene  in 
kungen  nicht  über  die  oben  angegebenen  Grenzen  hinausgeht,  die 
Unsicherheit  in  den  Angaben  des  Instruments  iro  schlimmsten 
Falle  nicht  höher  als  0",03  bis  0",04  zu  schätzen,  und  könnte, 
wenn  es  nüthig  schiene,  bei  einem  zweckmässiger  eingerichteten 
uuef  noch  sorgfältiger  ausgeführten  Instrumente  auf  noch  weniger 
herabgebracht  werden. 


.*•  !•<*  ,U*»U.  , 

ihren  Schwan- 


• Hil  l 


*■  -? 


iWi*  ti‘>a.thiai‘>d i‘,  ,iv-  .pil-i  t.<«  , t-i'.  i’  if 

Erfahrungen  bei  den  Beobachtungen „1 


Im  Allgemeinen  stellte  sich  bei  verschiedenen  Personen  die 


Beobachtungen  mit  dem  Instrumente  anstellten  und  «och  nicht  biu- 
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«eichend  geübt  waren,  eine  grössere  oder  geringere  Unsicherheit 
heraus.  Dies»  sab ie n sich,  bei  solchen , die  abth  im  gewöhnlichen 
Leben  (eine  gewisse  Präcision,  Ruhe  uqd  Schärfe  bekundeten, 
eher  zu  verliereii.;  ;unter  Andern)  schien  auch . musikalisch^  Fertig- 
keit — also  ein  geübteres  Taktgefühl  — schnellem  Fortschritt  zu 
bedingen.  Uehrigeiis  war  die  Unsicherheit  an  verschiedenen  Tagen 
sehr  verschieden,  auch  schien  eine  erlangte  Fertigkeit  durch  lun- 
gere Unterbrechung  nieder  theilweise  verlöret!  werden  ,zu  können. 


Um  die  Beobachtungen  zu  erleichtern  und  schneller  ein  siche- 
reres Resultat  über  das  Schätzen  ider  Secundenbruchtheile  zu  er- 
halten, wurden  die  Beobachtungen  meist  so  angestcllt,  dass  die 
vollen  Secunden  unbeachtet  gelassen  und  nur  die  Zehntel  der 
Secunden,  bei  welchen  man  das  Phänomen  erschienen  glaubte, 
angegeben  wurden.  Ferner  wurde  oft  ein  und  derselbe  Stand  des 
Instruments  beibehalten,  und  das  Phänomen,  das  alle  8 Secunden 
in  derselben  Weise  wiederkehrt,  öfters  beobachtet.  Dabei  zeigte 
sich  besonders  die  Fehlerquelle  der  Ueberraschung,  denn  die  ersten 
Angaben  (gleichsam  die  Ablesungen  prima  vista)  waren  da  oft  ganz 
anders  und  erst  bei  der  spätem  consolidirte  sich  die  Ansicht,  wenn 
man  sich  das  Phänomen  genauer  und  ruhiger,  gleichsam  mit  Müsse 
betrachtet  hatte.  :ßei  LichtMitzen  wurde  erst  das  Rad. /i  entfernt, 
so  dass  jede  Secrinde  bei  demselben  Zehntel  der  Blitz,  erschien. 
Dadurch  gelangte  man  ue  verhält  nissmnssig  rascher  •*-  wegen  der 
Regelmässigkeit  der  Wiederkehr  — zu  einer,  vonUeberräschung 
freien  Ansicht  über  die  Zeit  des  Erscheinens.  Hat  sich  to.jse 
feste,  obgleich  noch  unrichtige  Ansicht  ^ehitddf,  und  man  erfährt 
dann  die  richtige  Angabe,  und  beobachtet  nun  immer  wieder  das 
selbe  Phänomen,  so  überzeugt  man  sich  leicht  von  dem  begange- 
nen Fehler;  es  überkümmt  einen  ein  ähnliches  Gefühl,  wie  wenn 
einem  eine  erst  unklare  $acbe  plötzlich  klar  geworden  ; es  fällt 
einem  wie  Schuppen  von  den  Augen  und  man  hegreift  nicht,  wie 

man  früher  anders  habe  schätzen  können.  ' . 

•>  :>  T ' ••  -Mb  ■••Uli  Iri  , n-t  uij 

Bei  Beobachtung  der  Appulse  unterschied  ich  vier  Arten  : 


1)  Man  betrachtet  den  burchgang  ähnlich  w ie'! einen  L'ichF 
btitz,  indem  man  in  Gedanken  die  Zelt  zwischen  zwei  Secunden- 
schlngen  elnfheilf  und  das  plötzliche  Phänomen  gehörig  einreiht. 
Nach  dieser  Art  müssen  auch  u.  A.  die  Durchgänge  des  Feder- 
pendels beobachtet  werden. 

Wenn  der  Stern  aber  mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  sich 
fortbewegt,'  wie  1 hei  wirkt iihen  Sterndurebgängen  im  Passage- 


Instrument  oder  bei  meinem  Instrument,  so  kann  man 

‘,7h  % i •*#  hfl  ihi*  Hi  ? . • mi 

.,ud3)  den.  wandernden  Stere  verfolgen,  den  Ort,  wo  er  vor  dem 
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Durchgang«  beim  Secundenschlage  stand,  und  den  Punkt,  tvo  er 
nach  dem  Durchgänge  beim  nächsten  Schlage  sich  befand,  fixiren 
und  diesen  Zwischenraum  in  Gedanken  in  10  Theile  tbeilcn  und 
nach  dem  Augenmaass  das  VerhSltniss  der  beiden  Entfernungen 
bis  zum  Faden  abschätzen.  Den  Raum  ahzuschStzen  halte  ich 
für  leichter,  als  die  Zeit,  daher  diese  Methode  für  sicherer  als  die  erste. 

3)  Leichter  noch  wird  diese  Bestimmung,  wenn  der  Stern  an 
einer  sichtbaren  Linie  herzieht,  weil  man  dann  die  beiden  Orte 
des  Sterns  bei  den  Secundenschlägen  nicht  so  weit  vom  Faden 
gleichsam  im  leeren  Raume  zu  fixiren  braucht. 

4)  Am  leichtesten  und  sichersten  endlich  ist  die  Beobachtung, 
wenn  der  Weg,  den  der  Stern  in  einer  Secunde  durchläuft,  gerade 
in  10  Theile  getheilt  ist,  er  also  an  einer  Scala  herwandert  wie 
Taf.  I.  Fig.  14.  Man  braucht  dann  nur  einmal  den  Scalentheil  ab- 
zulesen, wo  der  Stern  bei  dem  letzten  Schlage  vor  dem  Faden 
war.  Liest  man  auch  den  nächsten  Ort  nach  dem  Durchgänge  ab, 
welcher  genau  dieselbe  Zahl  gibt,  so  hat  mau  zwei  Bestimmungen, 
die  sich  controliren.  (Man  könnte  auch  einen  ganzen  eingetheil- 
ten  Kreis  über  dem  Rade  II  befestigen,  nur  müsste  dann  die 
Parallaxe  und  der  variabel«  Ort  des  Lichtpunktes  auf  der  Perle 
gehörig  berücksichtigt  werden ; man  hätte  d:4hn  bei  einer  Umdreh- 
ung vou  li  acht  Bestimmungen.) 

Der  Unterschied  für  die  Art  1)  und  4)  ist: 
beil)istd.  Ort,  wo  das  Phänom.  erscheint,  fest,  d.Zeit  wechselnd, 
„ 4)  „ „ „ „ „ „ „ wechselnd,  d.  Zeit  fest. 

Bei  dieser  letzten  Art  zu  beobachten  hatte  ich  eine  eigenthüro- 
liche  Erscheinung.  Wenn  ich  den  Scalenpunkt,  bei  welchem  der 
Stern  beim  Secundenschlag  sein  musste,  vorher  wusste,  so  glaubte 
ich  den  Lichtpunkt  doch  beim  Eintritt  des  Schlags  noch  etwa 
0,5  Scalentheile  (zwischen  0,3  und  0,8  wechselnd)  vor  dem  rich- 
tigen Ort  zu  sehen,  wodurch  also  die  Angaben  um  ca.  0",05  zu 
gross  ausfallen  würden.  Bemühte  ich  mich  namentlich,  recht  scharf 
zu  sehen  und  recht  aufmerksam  zu  sein,  so  schien  es,  als  wenn 
der  sich  stetig  nähernde  Stern  an  jenem  Punkte  einen  Moment 
still  stehe,  so  dass  ich  versucht  ward,  zu  meinen,  es  müsse  der 
Ort,  wo  der  Stern  beim  Eintritt  des  Schlags  stebe,  äusserst  scharf 
bestimmbar  sein.  Oftmals  aber  schien  der  Stern  auch  wieder  ohne 
Stillstand  in  stetigem  Flusse  während  des  Secundenschlags  fort- 
zugehen; er  flog  dann  während  des  Schlags  gleichsam  durch  den 
richtigen  Punkt  hindurch  und  die  Angabe  wurde  richtig.  Dies 
geschah  meist  am  Ende  einer  Beobachtungsreihe,  wenn  ich  gleich- 
sam schon  ermüdet  war,  oder  wenn  ich  die  Beobachtungen  etwas 
nonchalant  machte.  Dieselbe  Erscheinung  hatte  ich  auch  bei  noch 
Thcil  XXXI.  2 
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langsamerer  und  schnellerer  Bewegung,  z.  B.  bei  einem  schwar- 
zen Punkte  anf  der  Papierscheibe,  der  in  der  Secunde  8 par.  Zoll 
durchlief.  Der  anticipirte  Raum  war  auch  hier  derselbe,  ca. 
des  in  einer  Secunde  durchlaufenen  Wegs. 

Eine  Erklärung  dieser  Erscheinung  möchte  ich  noch  nicht 
wagen.  Es  ist  so,  als  widme  man  einmal  den  regelmässig  erfol- 
genden Secundenschlägen  überwiegende  Aufmerksamkeit.  Dadurch 
anticipire  man  einen  solchen  vielleicht  selbst,  wie  man  einen  er- 
warteten Stnss  gleichsam  früher  fühlt,  als  er  wirklich  erfolgt, 
während  man  den  wandernden  Stern,  den  man  weniger  beachtet, 
immer  an  einem  neuen  Orte  sich  zum  Bewusstsein  zu  bringen 
habe,  wobei  die  Seele,  der  es  schwer  halte,  zwei  heterogene 
Geschäfte,  zu  hören  und  zu  sehen,  zugleich  zu  verrichten,  gleich- 
sam in  der  Vorstellung  des  gesehenen  Lichtpunktes  nachhinke; 
bis  ein  andermal  man,  die  Schläge  weniger  beachtend,  den  wan- 
dernden Stern  mit  grösserem  Interesse  verfolge,  und  ihn  so  ohne 
Stillstand  in  freiem  Zuge  durch  den  Schall  hindurchiliegen,  ja  ihm 
sogar  vorauseilen  sehe. 

Für  Lichthlitze  hält  es  weit  schwerer,  eine  ähnliche  sichere 
Beohaehtungsmethode  einzurichten  *).  Etwas  ähnliches  sollte  man 
hier  vermuthen,  die  Secundenschläge  als  erwartete  Phänomene 
gleichsam  voraus,  den  Blitz  aber  als  eine  überraschende  Erschei- 
nung nach  zu  empfinden.  Dies  habe  ich  aber,  der  grösseren  Un- 
sicherheit dieser  Beobachtungen  wegen,  direct  nicht  constatiren 
können,  auch  stellte  sieb  indirect  aus  den  Beobachtungen  eine 
daraus  folgende  Verspätung  — zu  grosse  Angaben  der  Erschei- 
nuugszeiten  — nicht  bestimmt  heraus. 

Be  o b ac.h  tu  ngs- Beispiele. 

Als  Proben  und  theilweise  als  Belege  erlaube  ich  mir  einige 
ßeohachtungsreihen  hier  milzutheilen.  Ich  würde  mehr  oder  gar 
alle  Beobachtungen  vorlegen,  wenn  sie  dazu  dienen  sollten,  etwa 
eine  Grösse  definitiv  festzusetzen ; da  sie  aber  an  und  für  sich 
keinen  Werth  weiter  haben,  als  meine  vorläufigen,  subjectiven 

*)  'Wollte  man  auch  hier  die  Schätzung  der  Zeitbrnehtheile  durch 
Rnnmboobachtang  ersetzen  — etwa  dadurch,  das»  man  die  Lichtblitze 
in  einem  von  aussen  spiegelnden  cylinderartigen  Körper  betrachtete , der 
als  Grundfläche  einen  Kreis,  als  Deckflnche  aber  eine  Spirale,  wie  SS 
(Taf.  I.  Fig.  2.)  hätte,  und  sich  in  1 Secunde  um  seine  vertikale  Aze  drehte, 
wodnrch  die  Blitze  au  verschiedenen  Zehnteln  höher  oder  tiefer  erschie- 
nen . oder  auf  andere  Art,  — was  bei  wirklichen  Beobachtungen  etwa  mit 
Vortheil  geschehen  könnte,  — so  würde  man  den  eigentlichen  Charakter 
der  Beobachtungsweise  verwischen. 
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Erfahrungen  zu  bekunden,  so  lasse  ich  sie  der  Raumersparnis* 
wegen  weg. 

A.  Licbtblitze.  [Rad  R entfernt.  Jedes  Phänomen  öfters 
beobachtet,  um  die  Ueberraschung  zu  beseitigen,  aufgezeichnet 
erst,  weun  ich  mich  fest  überzeugt  zu  haben  glaubte.  Selbst  ge- 
stellt, ohne  Geholfen,  bei  I.,  II.  und  IV'.  geordnet  in  (a)  nach  den 
Nummern  des  Standes,  in  (b)  nach  den  Angaben.] 


I-  (a)  (a) 


»”  («r  I 

No.  der  Be- 
obachtung 

Stand  des 
Instru- 
ments (IV) 

Angabe 

(4) 

A=.  \V+ 

in  Hnnder- 
teln 

W 

um 

i = H'+ 

1» 

«",00 

«",00 

0 

n,00 

0 

20 

.01 

.00 

—1 

,10 

—3 

15 

.08 

.00 

-3 

,20 

+9 

4 

,07 

,05 

—2 

,30 

+« 

22 

,15 

.10 

—5 

,40 

+3 

8 

,16 

,25 

+9 

.50 

0 1 

; ,60 

+11  , 

10 

,27 

.30 

+3 

,70 

+12 

1 

,30 

.40 

+10 

,80 

+7 

18 

,38 

,45 

+7 

.90 

0 

11 

,3» 

,40 

+1 

~ 12 

,42 

,40 

o 

7 

,45 

,50 

+5 

i 

2 

,50 

,50 

0 

21 

,51 

.50 

—1 

«, 

,62 

,75 

+13 

14 

,65 

,75 

+10 

18 

.68 

,80 

+12 

t 

1« 

,77 

,90 

+ 18 

1 

5 

■84 

,85 

±1 

3 - 

,S0 

,90 

0 

in 

,94 

,95 

+ 1 

* 1 

;«■ 

,98 

,00 

+2 

Mittel  A = H' +-«>", 033. 

Mittlerer  Fehler  einer  Angabe*)  «J=0",056. 


*)  m 


-v; 


(*») 


jS.n.A.Geriing:  Auagleichnngirechnung  p.  3». 
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(«)• 

No. I (HO  (/!)  I 4=IV+ 


38  »",02  j »",95  —7 

19  _ .02  ,00  —2 

30  ,06  .00  — 6 

39  ,07  ,05  —2 

27  ,08  ,05  —3 

17  ,09  ,05  —4 

28  ,0»  ,05  —4 

7 ,09  ,10  +1 

2 ,12  .10  —2 


14  ,17  ,20  +3 

36  ,17  .25  +8 

26  ,22  ,25  +3 

24  ,25  ,80  +5 

' 1 ,27  ,35  +8 

5 ,27  ,35  +8 

16  ,28  ,35  +7 

6 ,32  ,40  +8 

28  ,34  _-40^  +6 

8 ,40  ,40  0 

10  ,42  ,50  +8 

43  ,47  ,50  +3 

34  ,50  .50  0 

23  ,54  .50  —4 

9 ,56  ,50  —6 

20  ,57  ,55  —2 

33  ,61  ,55  —6 

37  ,62  ,55  —7 

15  ,64  ,55  —9 

41  ,64  ,55 —9 

lÜT  ,69  ,70  -fl 

42  ,72  ,70  —2 

18_  ,75  ,70  —5 

~4Ö”  ,77  ,70  —7 

11  ,80  ,75 —b 

iS  .87  ,90  +3 

22  ,88  ,90  +2 

44  ,88  ,85  —3 

32  .90  ,90  0 

21  .90  ,95  +5 

8 ,91  ,90  — 1 

38  ,94  ,90  —4 

81  ,98  ,95  0 

T ,97  ,00  +3 

12  ,98  ,00  +2 

Mittel : 4=  IV— 0,004 
m = 0,05 


(a) 


(IV) 

um 

A = IV  + 

Gewicht 

», 00 

—1 

(4) 

,10 

—3 

(7) 

,20 

+ 5 

(4) 

,30 

+ 7 

(5) 

.40 

+ 4 

(*) 

.50 

• 0 

(3) 

.60 

—6 

(6) 

,70 

—2 

(3) 

,80 

—6 

(*> 

.90 

0 

(8) 

(b) 


3= 

II 

+ 

Gewicht 

»,00  +1 

(4) 

,05  +3 

(4) 

,10  0 

(2) 

,15  

,20  —8 

(1) 

,25  -5 

(2) 

,30  —5 

(i) 

,35  —8 

(3) 

,40  —5 

(3) 

,45  ..... 

,50  0 

(5) 

.55  +7 

(5) 

,60  

,65  

,70  +3 

(4) 

,75  +5 

(1) 

,80  

,85  +3 

(1) 

,90  0 

(5) 

>95  +1 

(3) 

Falls  etwa  die  Beobachtungsreihen  1.  oder  II.  zwischen  wirk- 
lichen Beobachtungen  gemacht  wären,  so  müssten  sie  ztjm  Gebrauch 
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etwa  wie  in  (b)  zusammengestellt  werden.  Ob  man  sie  aber  als 
Ganzes  benutzen,  also  für  I.:  W=A  — 0",033,  für  II.:  IV=A+ 0",004 
nehmen  solle,  oder  besser  thue,  sie  etwa  im  Einzelnen  zu  berücksich- 
tigen, also  (für  1.)  die  Angaben  ?i",2;  n",3;  n",4;  n",6;  n", 7;  rt"ß 
verkleinern,  die  n",l  vergrössern,  n",0;  n", 5 und  n", 9 aber  unverän- 
dert lassen;  bei  II.  aber  die  n", 2;  n*,3;  n",4  verkleinern,  n",8;  , 
n ",7 ; n".S;  n", 0 vergrössern,  die  n",l;  n",5;  n",9 uncorrigirt  beibe- 
halten solle  — würde  erst  noch  eine  specielle  Berücksichtigung 
der  Umstände  erheischen,  z.  B.  ob  die  Zehntel  in  den  Angaben 
der  wirklichen  Beobachtungen  ziemlich  gleich  vertreten  seien,  oder 
nur  einzeln  vorkämen  u.  s.  w. 

Ein  Gebülfe  würde  leichter  eine  bessere  Vertheilung  der  Stände 
herbeiführen  könne,  als  es  hier  der  blinde  Zufall  gethan.  Eine 
Beobacbtungsreihe,  bei  welcher  der  Gehülfe  etwa  blos  immer 
ganze  Zehntel  stellt  und  der  Beobachter  auch  nur  solche  angibt, 
sieht  viel  glätter  aus,  entspricht  aber  nicht  so  gut  der  Wirklich- 
keit; z.  B.  Cassel  mann  beobachtet,  geordnet  nach  dem  Staude : 

111. 


1 V 

A 

II 

5= 

+ 

n,  0 

n,  0 

0 

0 

,0 

0 

i 

,1 

0 

1 

,1 

0 

2 

,2 

0 

2 

,2 

0 

3 

,2 

— 1 

3 

.3 

0 

4 

,3 

-1 

4 

,4 

0 

5 

,5 

0 

5 

.5 

0 

6 

,6 

0 

6 

,7 

+1 

7 

,7 

0 

7 

,8 

+1 

8 

.8 

0 

8 

,9 

+i 

9 

,9 

0 

9 

,9 

0 

Mittel:  A = IV -f  0",005. 

B.  Appulse.  In  den  Beobachtungen  der  Appulse  nach  Art  1) 
fand  ich  noch  keinen  wesentlichen  Unterschied  von  den  Lichtblits- 
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beobachtungen  *).  Daher  möge  hier  nur  noch  ein  Beispiel  der 
Beobachtung  nach  Art  4)  folgen: 


IV. 


No. 

IV 

.1 

4=1 V + 

Iw 

-£ 

Ne. 

= !V  + 

31 

SB! 

»",05 

+ 2 

fc 

+ 

— 

21 

ml 

.10 

+ 4 

& 

1 

_ 

0 

32 

■R 

,05 

—2 

c 

o 

2 

3 

2 

,07 

,10 

+ 3 

•o 

2 

* 

3 

0 

1 

.10 

.10 

0 

D 

1 

0 

11 

,1# 

,20 

+ 4 

EC 

13 

aL 

.. 

5 

5 

3« 

.20 

,15 

+ 5 

m 

. i 

o 

>*■* 

6 

10 

8 

.20 

,20 

0 

* 1 

i 

GJ 

7 

0 

11 

.20 

.25 

+ 5 

*2 

£ 

£ 

00 

0) 

8 

18 

,21 

.25 

+ 4 

tß 

13 

13 

ÖC 

C 

9 

ü 

15 

,21 

.30 

+ « 

ei“ 

V 

10 

5 

5 

,25 

.30 

+ 6 

1 

+ 

+ 

£ 

B 

11 

5 

'10 

,26 

,30 

+ 4 

u> 

c 

es 

12 

5 

13 

,27 

,30 

+ 3 

3 

te 

3 

13 

5 

16 

.30 

,35 

+ 5 

13^ 

13 

13 

N 

14 

5 

7 

.43 

,45 

+ 2 

N 

ei 

oi 

O 

_tr, 

^3 

15 

5 

12 

,43 

,50 

+ 7 

1 

i 

T 

16 

5 

25 

,50 

,50 

0 

s 

c: 

a 

17 

5 

28 

,53 

.50 

—3 

o 

> 

5 

18 

5 

20 

,54 

.60 

+ 6 

3 

’S 

19 

5 

9 

,59 

,60 

+ 1 

0) 

N 

20 

5 

22 

,68 

,65 

—3 

c 

fas 

21 

5 

23 

,70 

,70 

0 

fas 

o 

22 

5 

27 

,74 

,70 

—4 

tta 

23 

0 

21 

,74 

,75  fl 

Q 

V 

24 

0 

17 

,75 

,80+5 

es 

c 

25 

0 

19 

,76 

,80 

+ 4 

4Ä 

_C 

•o 

26 

0 

26 

,82 

,80 

—2 

V 

e 

27 

5 

1 

,83 

,85 

+2 

M 

3 

28 

5 

8 

,83 

,90 

+ 7 

s 

29 

5 

6 

,87 

,95 

+ 8 

so 

30 

5 

29 

,92 

.95 

+ 3 

2 

31 

0 

33 

,96 

,95 

—1 

2 

32 

0 

CD 

0) 

83 

0 

Mittel:  A=lV  + 0",02 


m = 0*,036  ® 

Appulsbeobachtungen  ohne  Scale  nach  Art  2)  sind  lange  nicht 
so  sicher,  es  finden  sich  da  die  m zn  etwa  0",06,  bei  Primavista 


*)  Dagegen  zeigte  »ich,  A s tron.  N achri ch ten  1838.  No. 351  und  352, 
bei  Appulsbeobaehtungen  am  Passage -Instrument  die  Personaldifferenz 
weit  bedeutender  als  bei  Lichtblitzen.  Ke  scheint  dies  noch  einen  spe- 
cifischen  Grund  zu  haben,  o.  A.  vielleicht  das  längere  Verweilen  der 
Sterne  von  hoher  Declination  hinter  dem  Faden.  — Die  Federpendelbe- 
obschtungeti  rungirten  einmal  mit  dem  Passage-Instrument,  einmal  mit 
den  Lieh tbli tuen. 
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bi«  zu  0*,09.  Die  Unsicherheit  im  Schätzen  der  Entfernungen  rührt 
natürlich  zum  grössten  Tbeile  her  von  der  Schwierigkeit,  das  sich 
Bewegende  an  einem  bestimmten  Punkte  und  in  einem  vorgeschrie- 
beuen  Momente  zu  tixiren.  Bei  einem  ruhend eo  Punkte  ist  die 
Schätzung  viel  genauer.  Ich  zeichnete  z.  B.  auf  Papier  30  Linien 
von  der  Länge  eines  Zolls,  und  hinein  irgendwo  einen  Punkt, 
schätzte  die  Entfernung  desselben  von  den  Enden  nach  dem  Augen- 
maass  zuerst  mit  Müsse.  Als  ich  sie.  darauf  mit  Zirkel  und 
Maassstab  mass,  ergab  sich  : A — II'  -f  0,003  im  Mittel ; m= 0,009. 
Hernach  wurden  dieselben  Linien,  jede  nur  einen  Moment  be- 
trachtet, und  der  Gesamtnteindruck  aus  der  Erinnerung  aufge- 
scbrieben;  da  fand  sich  A=W — 0,06  und  m — 0,024. 

Darf  ich  nun  aus  den  Beobachtungen  *)  schon  jetzt  einen 
Schluss  ziehen,  so  scheint  sich  mir  Folgendes  herauszustellen: 

1)  dass  eine  grössere  Abweichung  (eine  oder  mehre  Zehn- 
telsecunden)  in  der  Angabe  eines  Beobachters  von  der  Wahr- 
heit nicht  darauf  beruhe,  dass  es  bei  demselben  etwa  einer  so 
viel  langem  Zeit  bedarf,  um  den  Schalleindruck  zum  Bewusstsein 
zu  bringen,  als  den  Lichteindruck,  oder  umgekehrt.  Ich  glaube, 
dass  Licht-  und  Schalleindruck  nach  einer  sehr  kurzen  Zeit  — 
in  weniger  noch  als  1 Hundertelsecunde  — und  wahrscheinlich  in 
gleicher  Zeit,  worauf  es  allein  ankommt**),  zum  Bewusstsein 
kommen  kann,  dass  also  eine  so  grosse  Personaldiflerenz  nicht 
etwa  in  der  Einrichtung  der  menschlichen  Organe  oder  der  Seele 
nothwendig  begründet  liege,  dass  vielmehr  ein  möglicher,  in  der 
Natur  begründeter  Unterschied  in  der  Receptionszeit  (zufällige, 
aber  gewiss  seltene  Abnormitäten  abgerechnet)  sich  höchstens  bis 
in  die  ersten  Hundertelsecunden  erstrecken.  — Weit  über  die  Hälfte 
der  einzelnen  Beobachtungen  (ohne  volle  Secunde  und  in  Müsse 
betrachtet)  weichen  nicht  mehr  als  0",05  von  den  Angaben  des 
Instruments  ab,  ebenso  liegen  die  Gesammtmitte!  der  Beobach- 
tungen (Abweichungen  einzelner  Beobachtungen,  grösser  als  0", 26, 
die  sporadisch  in  geringer  Menge  verkommen,  ausgeschlossen) 
fast  alle  innerhalb  der  Grenzen  A = W' Jf  0",Ü5  ; 


*)  Zahlreichere  Beobachtungsreihen  habe  ich  eigentlich  nur  noch 
von  Dr.  Caaselmann  (zu  Wiesbaden).  Bie  übrigen  Beobachter  beob- 
achteten nur  mehr  oder  weniger  gelegentlich;  dahec  die  Geübteren  nnd 
Sicheren  derselben  nur  durch  eine  geringere  Zahl  rnn  Beobachtungen 
vertreten  sind. 

’*)  .Vach  Heluthollz’s  Versuchen  pflanzt  sich  ein  Gefühl  znnt  Ge- 
hirn mit  einer  Geschwindigkeit  von  ca.  ISO  Fass  in  der  Secunde  fort. 
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-)  ‘lass  vielmehr  die  Abweichung,  um  die  es  sich  hier  han- 
delt, ihren  Grund  in  ungleicher  Aufmerksamkeit,  Ueberraschung, 
mangelhafter  Erinnerung  der  Folge  der  Licht-  und  Schallphäno- 
rneii  u.  s.  w.  finde,  ein  constanteres  Element  aber  unter  andern  von 
einer  unrichtigen  Angewöhnung  des  Anschauens  und  Schützens, 
oder  der  Fixirung  verschiedener  Momente  des  Licht-  und  Schall- 
eindrucks  u.  s.  w.  herrühre,  dass  daher  die  Personaldifferenz  durch 
Uehung  nach  einer  Methode,  die  die  begangenen  Fehler  erkennen 
lässt,  — wenn  Jemand  die  Zeit  und  Mühe  darauf  verwenden  wollte  — 
auf  ein  Minimum  reducirt  werden  könnte;  • . 

3)  dass  die  individuelle  Geneigtheit,  von  der  Wahrheit  abzu- 
weichen, nicht  unveränderlich  ist.  Es  fanden  sich  nicht  blos 
an  verschiedenen  Tagen  verschiedene  Mittel  aus  den  Beobach- 
tnngsreihen,  bald  A=W- f- , bald  A~JV — , sondern  die  Abwei- 
chung war  auch  im  Einzelnen  für  verschiedene  Zehntel  ver- 
schieden und  an  verschiedenen  Tagen  variabel. 

So  batte  ich  z.  B.  in  Probe  I.  entschieden  die  Geneigtheit,  die 
Stände  n,6;  n, 7;  n, 8 zu  hoch  anzugeben,  in  Probe  II.  dagegen 
taxirte  ich  dieselben  Stände  hartnäckig  zu  tief;  in  beiden  aber 
übereinstimmend  die  Stände  «,20;  n,30;  «,40  zu  hoch;  in  beiden 
scheine  ich  in  der  Angabe  die  n,6  gleichsam  ganz  vergessen  zu 
haben,  während  das  in  andern  Reihen  anders  ist,  u.  s.  w.  im 
Allgemeinen  ist  die  Abweichung  beim  Stande  n",0  entschieden  am 
geringsten , danach  kommen  die  geringsten  Abweichungen  bei  n" , 5 
vor.  Dann  lolgen  etwa  in  der  Richtigkeit  die  Angaben  des  Stan- 
des h,9  und  »,1.  Am  fehlerhaftesten  zeigten  sie  sich  bei  den 
Ständen  n,2;  «,3;  n,4  so  wie  «,6;  », 7;  «,8.  Dies  gilt  nament- 
lich . wenn  man  bei  der  Beobachtung  und  Schätzung  sieb  gleich- 
sam dem  Gefühl  überlässt,  wie  es  wohl  geschehen  muss,  wenn 
mau  die  vollen  Secunden  mitzuzählen  hat.  Lässt  man  die  vollen 
Secunden  unberücksichtigt  und  schlägt  in  Gedanken  gleichsam  den 
Takt,  d.  h.  zählt  man  in  jeder  Secunde  etwa  0,  1,  2,  3 (d.  h.  n,0; 
n,25;  «, 5;  w,73),  so  scheinen  diese  Stände  am  besten  beobachtet 
zu  werden;  doch  bleibt,  scheint’s,  der  hörbare  Secundenschiag 
immer  der  beste  Leiter  *). 

Diese  \ cränderlichkeit  der  Angabendifferenz  zu  verschiedenen 
Zeiten,  und  Verschiedenheit  und  Veränderlichkeit  für  verschie- 
dene Zehntel  findet  sich  auch  bei  wirklichen  Beobachtungen  von 


')  Hiernach  wäre  zu  erwarten,  daaa  man  mit  einer  halbe  Secunden 
■rhliigt ndeu  Uhr  sicherere  Beobachtungen  erzielen  könnte,  all  mit  einer 
gewöhnlichen  Serundenuhr. 
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Heliotrop-  und  Pulversignalen  von  Gauss  und  Goldschmidt; 
s.  Astron.  Nachrichten  a.  a.  O.  (1838,  No. 351  und  352).  Hier 
ergibt  sich  im  Mittel: 

(• 


am  25.  August,  Gauss  = Gol d sch nii d t, 
6.  Septbr.  „ „ 

• 7 1 

» 1 • » »»  >» 


„ 8*  „ ,» 

» 9.  „ ,, 


M 

n 


+ 0",I4,  m=0',,29; 
+ 0",19,  7i.=ü",25; 
-r,06,  n»=0*,2S; 
+ 0",06,  m=0',23; 
— 0",03,  m=0",26. 

• .*>  ,■  ■ i . 1 1 


Am  25.  August  finden  sieb  (zufällig)  nur  die  Goldschmidtschen 
mit  4,  5,  6,  7,  8,  9 Zehnteln  *)  bezeichneten  Beobachtungen  ver*- 
treten  ; bei  diesen  allen  findet  sich  vorwaltend : Gauss  (G)  = Gold- 
schmidt (@)  + 


Am  7.  Sept.  findet  sieb  bei  den  @schen  Angaben  8, 9,0Zehntel:G=®  1- 

2, 3, 5, 6, 7 ,,  ,,  „ — * 

1,  4 „keinZeich. 

„ 8.  „ „ »,  „ „ „ „ 1,2, 3, 5, 8 „ G=@4- 

8,  0 „ ,, 

4,  7,  9 „keinZeich. 

„ 9.  „ ,,  „ „ ,,  „ „ 3,  6 „ G=@— 

1, 2, 4, 5, 7, 8, 9„  kein  Zeich. 

entschieden  vorwaltend. 


Durch  die  galvanisch  registrirenden  Uhren  (von  Locke  und 
Lamont)  — die  ich  leider  noch  nicht  aus  eigner  Erfahrung  ken- 
nen zu  lernen  Gelegenheit  hatte  — wird  die  Sicherheit  der  Beob- 
achtungen ohne  Zweifel  bedeutend  gesteigert,  weil  durch  den 
Wegfall  der  Aufmerksamkeit  auf  die  Zeit  die  geistige  Thätigkeit 
bei  der  Beobachtung  viel  einfacher,  diese  also  sehr  erleichtert 
wird.  (Aehnlich  wie  bei  der  „Art  4)  Appulse  zu  beobachten.“) 

Eine  Persoualdifferenz  wird  aber,  wenn  auch  in  engere  Gren- 
zen eingeschlossen,  doch  bleiben,  namentlich  in  so  weit  sie  ihren 
Grund  hat  in  Auffassung  verschiedener  Momente  des  Lichtein- 
druckes, in  Ueberraschung  und  ungleicher  Aufmerksamkeit.  Die 


*)  Welche  Zehntel  es  in  den  Original  - Beobachtungen  waren,  int 
nicht  mehr  zu  sehen,  da  diese  hier  srhnn  mit  der  Correction  des  Uhr- 
gangs u.  s.  w.  versehen  sind. 
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Quelle  der  verschiedenen  Zeitschätzung  und  Fixirung  verschiede- 
ner Momente  des  Scballeindrucks  wird  Wegfällen,  — dadurch  na- 
türlich auch  die  Veränderlichkeit  für  verschiedene  Zehntel,  — die 
„absolute“  Differenz  aber  wird  grösser  sein,  als  sie  bei  den  Be- 
obachtungen „aus  freier  Hand“  zu  sein  braucht,  weil  es  bei  die- 
sen nur  der  Zeit  bedarf,  bis  der  Gesichts-  und  Geböreindruck  sich 
bis  zum  Gehirn  fortpflanzt,  dort  aber  noch  die  — wahrscheinlich 
bei  verschiedenen  Individuen  und  in  verschiedenen  Gemütbs Ver- 
fassungen mehr  veränderliche  — Zeit  hinzukommt,  die  vom  Augen- 
blick des  Bewusstwerdens  des  Gesichtseindrucks  vergeht,  bis  die 
Hand  die  Taste  berührt,  und  da  nach  Heliuhoitz  bis  zu  etwa 
2 Zehntelsecunden  gehen  soll. 


Schliesslich  kann  ich  nicht  umbin,  den  Wunsch  auszuspre- 
chen, dass  Männer,  die  in  solchen  Beobachtungen  geübt  sind, 
auch  eiomal  an  einem,  dem  besprochenen  ähnlichen  Instrumente 
Beobachtungen  austellen  möchten.  — Das  roeinige  würde  natür- 
lich gern  zu  Gebote  stehen,  um  vorläufig  Erfahrungen  zu  machen. 
Zu  genaueren  Versuchen  aber  (die  meine  Ansichten  bestätigen 
und  erweitern,  modificiren  oder  verwerfen  würden),  wäre  es  wün- 
schenswert!], dass  der  Eine  oder  Andere,  dem  hinreichende  Fonds 
zu  Gebote  stehen,  sich  ein  eigenes,  von  den  Mängeln  des  inei- 
nigen freies  Instrument,  namentlich  auch  für  „galvanische“  Uhren, 
anfertigen  lasse.  Ich  selbst  hoffe  auch  im  Laufe  der  Zeit,  so 
weit  es  meine  Kräfte  und  Mittel  gestatten,  diese  Beobachtungen 
fortsetzen  zu  können,  um  über  noch  manchen  Punkt  nähern  Auf- 
schluss zu  erhalten. 


1 


\ 

i 

l 


Digitized  by  Google 


Grnnert:  Leb.  einige Sdttc  r.  den  gqn*.  raUunal.  algebr.  Funct.  27 


. . ■ .t 


t 


II. 

Ueber  einige  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  alge- 
braischen Functionen , nach  „Resümee  analytiques 
par  M.  Augustin  Cauchy.  A Turin.  1833.  p.  14.“ 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  oben  genannten , vieles  Schöne  enthaltenden  Werkchen 
bat  Cauchy  für  den  bekannten  Elementar -Satz,  dass  jede  ganze 
rationale  algebraische  Function  von  i,  welche  für  x—a  verschwin- 
det, durch  x — a ohne  Rest  theilbar  ist,  einen  einfachen  Beweis 
gegeben,  der  bekannter  zu  sein  verdient,  als  er  zu  sein  scheint; 
zugleich  aber  hat  der  leider  uns  durch  den  Tod  entrissene  grosse 
Mathematiker,  dem  die  Wissenschaft  so  ungemein  Vieles  verdankt, 
daran  verschiedene  Folgerungen  geknüpft,  welche  zu  Sätzen  führen, 
die  zur  Abkürzung  mancher  Beweise  sehr  geeignet  sind.  Wenn  auch 
Einiges  hiervon  schon  in  der  Analyse  aigebrique.  Chap.  IV. 
vorkommt,  so  scheint  uns  die  in  dem  oben  gesaunten  neueren 
Werkchen  gegebene  Darstellung  bemerkens werth  genug  und  na- 
mentlich von  Werth  für  den  Unterricht  zu  sein,  so  dass  wir  es 
für  zweckmässig  halten,  auf  dieselbe  io  den  folgenden  Mitthei- 
lungen aufmerksam  zu  machen. 



; . 1 • .u  • 

I. 

Wenn 

X=A0x*+  Alx*~i  f /fj-r"-2  -f-  — + A„-ix  + An 

,'t  • • . t i 

eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  nten  Grad««  von 
x ist,  und  man  setzt  in  derselben  y + a für  x,  so  erhält  map 
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nach  gehöriger  Entwickelung  der  Potenzen  voo  y + « für  X offen- 
bar einen  Ausdruck  von  der  Form 


X = + B\>r~ 1 + ßzy"-*  + — + ß«> 

wobei  zugleich  aus  der  Natur  dieser  Entwickelung  auf  der  Stelle 
ganz  von  selbst  ersichtlich  ist,  dass  jederzeit  A0=  B0  ist.  Führt 
man  nun  in  den  letzteren  Ausdruck  von  X für  y seinen  Werth 
x — o ein,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  X: 


X = B0(x — a)*  + ß,  (x — a)n_1  -f  Bt(x — a)B_a + ....  -f  ß«-i  (x-a)+Bm 

der  sich,  weil  nach  dem  Obigen  A0=B0  ist,  auch  unter  der  Form 

' •/  . ’ . . * * * »’  • 

X^A0{x—  a){(.x-a)'~'+  ~ (x  - a)— H 

+-’p(*-a)  + ^pl 


A 


oder  der  Kürze  wegen  unter  der  Form 


B„ 


X = A0(x  — a)X,  + A 


darsteilen  lässt,  wo  Xt  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  («— *l)sten  Grades  von  x bezeichnet,  in  welcher  der  Coefff- 
cient  des  höchsten  Gliedes  offenbar  die  Einheit  ist.  Wenn  nun 
die  Function  X so  beschaffen  ist,  dass  sie  für  x—a  verschwin- 
det, so  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  wenn  man  in  der- 
selben a für  x setzt,  unmittelbar 

M «,  ,«  • ...  • * * »•-**•* 


.•  *•  ‘ -tl 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  diese  Grösse  natürlich  von  x 
ganz  unabhängig  ist;  und  es  ist  also  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung für  jedes  x : 

X=  A0(x— a)X,, 

wo  nach  dem  Obigen  .X,  eine  ganze  rationale  algebraische  Fnnc- 
tion  des  (n  — l)sten  Grades  von  x ist,  deren  höchstes  Glied  die 
Einheit  zum  Coefficienten  hat. 
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* *»*l  • 4 • •!*  *>•  '*  II.  • . * - / 1114 

# ! # \ ■ • -h!» 

Wir  wolleu  nun  annehmen,  dass  die  Function  X für  jeden 

der  Ti  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe 

. ' 
flp  ffj»  Oj»  fl4>  ••••  fln 

*.'•»,  i t . * , • » • 

von  x verschwinde,  so  ist  nach  I.  zuerst 

X = A0(x  — Oj)  , 

wo  Xj  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (n — l)sten 
Grades  von  x bezeichnet,  in  welcher  der  CoefGcient  des  höchsten 
Gliedes  die  Einheit  ist.  Weil  nun  aber  X,  und  folglich  auch 

A0(x — ai)  ^1 

...  .1 

für  den  Werth  a2  von  x verschwindet,  für  diesen  Werth  von  x 
aber  x — «,  nicht  verschwindet,  weil  nach  der  Voraussetzung  ut 
und  a2  ungleich  sind,  so  muss  nothwendig  V,  für  den  Werth 
os  von  x verschwinden,  und  nach  I.  ist  folglich: 

Xl=(x  — a^Xi,  f,.,u 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

X = A0  (x  — o, ) (x — Ua)  X2 , 

wo  X2  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (n — 2)ten 
Grades  von  x bezeichnet,  in  welcher  der  CoefGcient  des  höchsten 
Gliedes  die  Einheit  ist.  Nun  verschwindet  X,  also  auch 

A0(.x  — ai)(x  — aa)  Xt, 

ferner  für  den  Werth  a3  von  x;  weil  aber  nach  der;Voraussetzung 
die  Grössen  «1(  o2,  a3  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind, 
so  verschwindet  ( x — ut)  (x  — o4)  für  den  Werth  a3  von  x nicht, 
und  es  muss  also  X*  für  diesen  Werth  von  x nothwendig  ver- 
schwinden, woraus  sich  nach  I. 

Xt  = (x  — a3 ) X3 , 

also 


X=A0(x  -at)(x-at)(x—a3)Xt 


ergiebt,  wo  X3  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
(n — 3)ten  Grades  von  x bezeichnet,  in  welcher  der  CoefGcient 
des  höchsten  Gliedes  die  Einheit  ist.  Wie  man  auf  diese  Art 
weiter  geben  kann , ist  klar.  Endlich  gelangt  man  zu  der  Gleichuag 

Xsk  A0(x  — a{)  (x ar)  (*— a3) . ...  (*— o«-i) X«Lj , 
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wo  Xn-i  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  lsten  Gra- 
des von  x bezeichnet,  in  welcher  das  höchste  Glied  die  Einheit 
zum  Coefficienten  hat.  Nun  verschwindet  aber  X,  also  auch 

A0  (x  — a, ) (x — at)  (x  — a3) . . . . (x — a«_  1)  Xn-i , 

auch  für  den  Werth  an  von  x\  und  da  die  Grössen  alf  oz,  03 

....  On-i,  o n nach  der  Voraussetzung  sämmtlich  unter  einander  un- 
gleich sind,  so  verschwindet  das  Product 

(x — a, ) (x  — u»)  (x — a3) . . . . (x — an-x) 

för  den  Werth  «»  von  x nicht,  woraus  sich  ergiebt,  dass  Xn— 1 
für  diesen  Werth  von  x verschwinden  muss.  Nach  dem  Obigen 
ist  aber  JI.-1  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
lsten  Grades  von  x,  in  welcher  der  Coefficient  des  höchsten  Glie- 
des die  Einheit  ist,  woraus  sich  ergiebt,  dass  diese  Function, 
welche  für  x — an  verschwindet,  nur  von  der  Form  x — an  sein 
kann,  so  dass  also 

Xj$ — 1 = X — Qn  , 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

X=  A0(x—aI)(x  — ai)(x—aa)  ....  (x  — uB_i) (x  — a„) 
ist. 

Hiernach  sind  wir  also  berechtigt,  den  folgenden  Satz  auszu- 
sprecben : 

Wenn  die  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  nten  Grades  von  x: 

X = AqX*  + AtX"-1  + A^x—2  + ....  + An— IX  + An 
für  die  n sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe 
Qu  Qj»  er*,....  au 

verschwindet,  so  is.t  immer: 

X — A0  (x  — a, ) (x  — a a)  (x  — ns) . . . . (x  — «*) . 


III. 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz: 

Oie  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
nten  Grades  von  x: 

AoXm-b  AfXn~ * -f  + -f-  An— IX  -f-  An 
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kann  buchsten«  für  n ungleiche  Werthe  von  x ver* 
schwinden. 

Denn  verschwände  X für  die  « + 1 ungleichen  Werthe 

Cfj  , flj,  0*3,  O4«  •••«  <1n%  ö 

von  x,  *0  wäre  nach  II. 

X—  A„(x  — c,)  (x~at)  (x—a3) ....  ( x — o«), 

. i » 

und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  X auch  lÜr  x = « 
verschwindet: 

^u(n  — n,)(o— UjJfo  — — o«)  = 0, 

was  ungereimt  ist,  da  nach  der  Voraussetzung  keiner  der  Faeto- 
ren  des  Products  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens 
verschwindet. 

IV. 

Wenn  zwei  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
nen des  nten  Grades  von  x; 

A0X*  + Atx*~l  + A2x*~2  + ....+  Am- IX  + Am, 

B0x*  f Bl  x*—1  +....  + Ba-ix  -f  B. 

für  mehr  als  n ungleiche  Werthe  von  x gleiche  Werthe 
erhalten,  so  sind  diese  beiden  Functionen  Identisch 
gleich;  d.  h.  die  sämmtlichen  Coelficienten  gleichhoher 
Potenzen  von  x sind  in  beiden  Functionen  dieselben, 
oder  es  ist: 

Aq^xzBq,  Ai  — Bi  , A2  ~ /?2 , . • • • An— 1 — Bn — 1,  An  ■ — - Ba- 
Wären  die  Gleichungen 

Aq—Bq,  Ai~Bi,  A2~  B2, ....  An — 1 ~ Bm~  1 , Am rz ßm 

nicht  8ämmtlich  erfüllt,  so  würde  in  allen  Fällen 

(A0  -B0)x*  + ( Ai  - Bx ) 1 + ....  + (An- 1 - B,-i)x  + A,—Bn 

nach  der  Voraussetzung  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
von  x sein , welche  für  eine  ihren  Grad  übersteigende  Anzahl  un- 
gleicher Werthe  von  x verschwände,  was  nach  III.  ungereimt  ist. 


V. 

Zwei  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von 
x sind  Identisch  gleich,  wenn  sie  für  eine  den  Grad 
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einer  jeden  übersteigende  Anzahl  ungleicher  Werthe 
von  x gleiche  Werthe  erhalten. 

Sind  die  beiden  Functionen  von  gleich  hohem  Grade,  so  folgt 
der  Satz  unmittelbar  aus  IV. ; sind  dieselben  dagegen  von  un- 
gleichem Grade,  so  kann  man,  sich  die  Function  des  niedrigeren 
Grades  durch  Hinzufügung  einiger  Glieder  mit  verschwindenden 
Coefficienten  jederzeit  zu  einer  Function  von  gleich  hohem  Grade 
mit  der  Function  des  höheren  Grades  ergänzt  denken,  und  hat 
dann  wieder  den  ersten  Fall. 

Anmerkung.  Freilich  würde  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  Function  des  höheren  Grades  eigentich  immer  nur 
scheinbar  von  einem  so  hohen  Grade  sein,  da  ja  eben  der  Satz 
aussagt,  dass  sie  mit  der  Function  des  niedrigem  Grades  iden- 
tisch ist,  also  nothwendig  einige  ihrer  Anfangsglieder  verschwin- 
den müssen. 


VI. 

Wenn  zw;ei  ganze  rationale  algebraische  Functio- 


nen  zweier  veränderlicher  (frü&sen  x,  y,  die  im  Allg 
meinen  von  der  Form 

0 0 0 
A0xn  + A,xn~l  + Atx”~z  + . . . 

0 0 
• + An— IX  -f  An 

+ (AoXn  + Aix"-1  + A2xn~*  + . • 

1 1 
..  + An-lX  + An)y 

+ (A0x"  + + Atx”~*  +... 

■ -f  An- ix  + A,)yz 

11.  s».  w. 

t 

+ (A^x"  + Atx”-1  i AtX*-*  f ... 

in  m 

• d-  An- IX  d An)ym 

und 


H--I 


-«II» 


B0Xn  -f-  Btx”-' * + ....  + Fin-lX 

».» 

+ ßi*"-1  + 4-r"-2  + ....  t &h-\x  + &.)y 

^{B0xn  + Bxxn~l  + + ....  + Bn-ix  + Bn)y‘l 


u.  s.  w. 

+ + S,*—1  + B**-*  + ....+  Bn-lX  + ßn)  tr 

rt * ' • • ; ’ ' * ' 

find»  für  eine  n übersteigende  Anzahl  ungleicher 


/ 
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Werthe  von  x,  und  für  eine  m übersteigende  Anzahl 
ungleicher  Werthe  von  y,  wie  man  auch  diese  Werthe 
von  x und  y unter  einander  combiniren  mag,  gleiche 
Werthe  erhalten;  so  sind  die  beiden  Functionen  jeder- 
zeit einander  identisch  gleich. 

Wenn 

al  * fl*»  ÖJi  u4»  fl*»  i 

blt  b2 , b3,  64 , b3,  .... 

respective  die  Werthe  von  x,  y sind,  für  welche  die  beiden 
Functionen  gleiche  Werthe  erhalten,  so  kann  man  sich  zuerst  für 

x den  Werth  at,  für  y alle  Werthe  6,,  62,  b3,  bt,  (t ; dann 

für  x den  Werth  o2,  für  y alle  Werthe  blt  bt,  b3,  b4,  b3 

für  x ferner  den  Werth  a3,  für  y alle  Werthe  ft,,  b2,  b3,  b4, 
b5,....;  u.  s.  f.  gesetzt  denken,  und  schliesst  dann  aus  IV.  un- 
mittelbar, dass  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  y in 
den  beiden  obigen  Functionen  sämmtüch  gleiche  Werthe  erhalten, 
wenn  man  für  x die  Werthe  at,  o2,  a3,  a4,  a3,....  set2t,  woraus 
dann  ferner  wiederum  nach  IV.  folgt,  dass 


0 Ü 

dn  — "0» 

II 

II 

0 

:.,An 

II 

II 

o*- 

At  — h3. 

X=h2... 

• • • * An 

II 

«53 

II 

o 

2 2 
Al=Bl, 

X=K 

2 

» * An 

^55 

II 

u. 

8.  W. 

m m 

m m 

m m 

Tfl 

m 

A0  = H0, 

Ai  — Bi , 

A2=  Bt,.. 

An 

= B„ 

ist,  die  beiden  Functionen  also  identisch  gleich  sind,  wie  be- 
wiesen werden  sollte. 

Wenn  also  etwa  die  beiden  obigen  Functionen  für 
alle  positiven  ganzen  Werthe  von. rund  »/  gleicht»  Werthe 
erhalten,  so  sind  sie  identisch  gleich,  und  erhalten 
also  gleiche  Werthe,  was  man  auch  für  Werthe  den 
Grössen  x und  y beilegen  mag. 

Auch  wenn  die  beiden  obigen  Functionen  nur  für# 
alle  positiven  ganzen  Werthe  von  x,  y,  welche  grös- 
ser sind  als  eine  gewisse  endliche  positive  Grösse, 
gleiche  Werthe  erhalten,  sind  sie  identisch  gleich, 
und  erhalten  also  gleiche  Werthe,  was  man  auch  für 
Werthe  den  Grösssen  x und  1/  beilegen  mag. 

Thcil  XXXI.  3 
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Anmerkung.  Die  keiner  Schwierigkeit  unterliegende  kr  Wei- 
terung des  obigen  Satzes  auf  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tionen mit  mehr  als  zwei  veränderlichen  Grössen  kann  hier  füglich 
dem  Leser  überlassen  werden. 

VII. 

Ein  lehrreiches  Beispiel  für  die  Anwendung  der  vorhergehen- 
den Sätze  liefern  die  folgenden  Betrachtungen. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsätze  für  positive  ganze  Expo- 
nenten ist,  wenn  A und  p positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  wie 
in  den  Elementen  gelehrt  wird: 

(]+*)*  = 1 + Wi*+  W***  + Ws**  +••••  + WA**, 

- (1  +*>“  = 1 + Wi*  + Wa**  + Wa**  + ••••  + Wa**'*- 

Weil  aber  bekanntlich  die  Binomia!  - Coefficienten 

Wa+1  . Wa+*  » Wa+s  » (A)A-f  4 , .... ; 

W/<+»>  (ck« 

sümmtlich  verschwinden,  so  kann  man  diesen  Reihen  immer  respec- 
tive  eine  beliebige  Anzahl  der  Glieder 

(A)j4.ix*+1,  Wa+**,+*.  Wa+3^+*.  Wa+4*j+4.  • • • • ! 
(p)Ac+ia^+1,  (p)u+w“+2,  Wh*®“+#»  (p)/1+4*u+4, 

beifügen , ohne  die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichungen  im  Gering- 
sten zu  stören,  und  übersieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  man  sich 
immer  so  viele  dieser  Glieder  noch  beigefügt  denken  kann,  dass, 
wenn  man  das  Product 

(1  +*)*(!  + a:)#* 

bildet,  darin  für  jedes  positive  ganze  k das  Glied 

I w*+ W*-1  (/*).  + W*-*W.+.  • • • + Wi  (/*)*-»+ W*)** 

wirklich  vorkommt,  oder  dass  man  immer  die  für  jedes  x beste- 
hende Gleichung 

(]  +*)*(!  +*)>* 

= 1 

+ IW1  + W1!* 

• + 1 Ws + Wi  Wi  + WaU* 

+ 1 W,  + W*  Wi  + Wi  W*  + W.  I ** 

U.  8.  W.  ' 

+ ! W* + W*-»  Wi  + W*-*  (#*)* + • ■ • • + Wi  W*-t +■ W* ! ** 

+ 
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hat,  wo,  wie  gesagt,  k jede  positive  ganze  Zahl  bezeichnen 
kann. 

Nadh  dem  binomischen  Lehrsätze  für  positive  ganze  Expo- 
nenten ist  ferner  für  jedes  x : 

(1  +*)*+"= 1 + + (A+f*)z**  + (l+p)sx*+ ....  + 

Weil  aber  die  Binomial-Coefficienten 

(1  + f*)*+A+> . (1  -f  (1  -f  

sämmflich  verschwinden,  so  kann  man  auch  setzen: 

(1  +*)*+/-  = l + (l+p),x+ (i+f*)***+ (*+/*)«*•+-.. +(i+f*)M:i+ ..... 
wo  wieder  k jede  positive  ganze  Zahl  bezeichnen  kann. 

Nnn  ist  aber  ffir  jedes  x bekanntlich 

(1  + ar)Hs  = (l  + X)l  (1  + xy,, 

und  inan  hat  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  für  jedes  x 
geltende  Gleichung: 

1 + (i  + fOi  » + (*+ fO*** + (A + p),  **  + ....  + (A  +£)«*+ .... 

= 1 

+ IWi  +(fOil* 

+ I (*>»  + (*)i  (ft)i  -f  (ft) i } x * 

+ I (I3)  + (1)*  (f»)i  -f  (A),  (p)a  -f  (p)j } x* 

U.  8.  W. 

+ ((A)*  + W*-i(f*),  + (A)i— * (p),  + ....  -f  (A)t  (/»)*_!  -f  (p)t|x* 

+ •••. 

9 

also  ist  nach  den  in  IV.  und  V.  bewiesenen  Sätzen,  da  diese 
Gleichung  für  jedes  x gilt: 

(i  + f*)t=(l)i  +«,, 

(*  + f*)*— M*  + (A)i  (f»i)  + 

(*  + fO*  *=  (l)a  + (l)z  (f*)i  + Wi  (f*)s  + (p)j, 

u.  s.  w. 

(i+F)k=(X)k  + (l)i-i(ft)l  + (A)t_*(p)#  + ,...  + (A),  + (p)k, 

n.  s.  w. 

wo  l,  fi,  k alle  positiven  ganzen  Zahlen  sein  können. 
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Setzen  wir  nun  aber  in  der  Gleichung 
(*+  f*)t = (A)*  + (A)i-i  (f*)r  + (*)*-*  (p)*+  + (f*)*— i + (p)* 

für  alle  Binomial-CoefDcienten  ihre  entwickelten  Werthe,  so 
nimmt  diese  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an : 

(A+H)  (A  + p-l)(A  + p-2)....(A  + p-&  + l) 

1.2.3 k 

_A(A-l)....(A-,ft-H)  A(A-l)....(A-A-f2)  p 

~ J....A  + l....(A — 1)  1 

. A (A  — 1) ....  (A  — & -f  3)  #*(#*  — !) 

+ l....(Ä— 2)  1.2 

. A(A — 1)  ....  (A — A-f  4)  p(p — 1)  (p — 2) 
+ 1 (Ä — 3)  ' “ 1.2.3 

u.  s.  w. 

A r(fi-i)....(li~&  + 2) 

' +r  i (ä — i) 

. — 1)  ••••  (f*— Ä + 1) 

+ T 17“*  ’ 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  die  Grössen  auf  den  bei- 
den Seiten  des  Gleichheitszeichens  in  dieser  Gleichung,  wenn 
man  A und  p als  veränderliche  Grössen  betrachtet,  unter  der  Form 
der  in  VI.  mit  einander  verglichenen  Functionen  von  x und  y ent- 
halten sind,  oder  wenigstens  nach  gehöriger  Entwickelung  immer 
auf  diese  Form  gebracht  werden  küDnen.  Also  gilt  die  obige 
Gleichung  nach  VI. , weil  sie  für  alle  positiven  ganzen  Werthe 
von  A und  p gilt,  für  alle  ganz  beliebigen  Werthe  von  A und  p, 
und  es  ist  daher  für  jedes  A und  p,  und  für  jedes  positive  ganze  k: 

( A + p)*  = (A)t +(A)  1,-1  (p),  + (A)*-*  (p)*  + + (A),  (p)*-i  + (p)t.  • 

Die  Bedeutung  dieser  für  jedes  A und  p gültigen  Gleichung  *) 
für  den  Beweis  des  allgemeinen  binomischen  Lehrsatzes  ist  be- 
kannt genug  und  braucht  daher  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden. 

i : 

Es  kam  hier  bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  wie  mittelst  der  im 
Obigen  bewiesenen  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  oft  Sätze,  die  für’s  Erste  bloss  unter  gewissen  Ein« 


*)  Einen  allgemeinen  Bewein  dieser  sehr  wichtigen  Gleichung  durch 
Rechnung  «.  m.  x.  B.  in  meinem  Aufsatze  Thl.  1.  Nr.  X. 
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Schränkungen  oder  unter  Voraussetzung  der  Erfüllung  gewisser 
besonderer  Bedingungen  bewiesen  worden  sind,  oft  ohne  Weite- 
res zu  völliger  Allgemeinheit  erhoben  werden  können,  was  zur 
Vereinfachung  der  analytischen  Betrachtungen  nicht  selten  wesent- 
lich beiträgt  und  der  Abkürzung  des  Vortrags  förderlich  ist. 


111. 

Stereometrische  Sätze  entsprechend  den  planimetri- 
schen  Sätzen  oder  harmonische  und  anharmonische  Pro- 
portionen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Heis 
zu  Münster. 


].  Fünf  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Strahlen  mögen  die 
beliebigen  Ebenen  (Taf.  II.  Fig.  1.)  ABCD  und  abcd  in  den  Punk- 
ten A,  ß,  C,  D,  E und  a,  b,  c,  d,  e treffen.  Verbindet  man 
den  Punkt  E mit  den  Eckpunkten  des  Vierecks  ABCD  und  c mit 
den  Eckpunkten  des  Vierecks  abcd,  so  ist: 

i AED.  4 BEC \aed.  \bec 

\AEB.\DEC  \aeb.  \dec' 

A AED.  A BEC  Pyr.  SAED.  Pyr.  SB  EC 
B e w c . s.  A AEB.±DEC~  Pyr.  SAEB . Pyr.  SDEC ’ 

A «ed . A bec Pyr.  Saed.Vyr.  Sbev 

A ncb. \<lcc  Pyr.  Saeb.  Pyr.  Sdec' 
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Nach  einem  leicht  geometrisch  zu  beweisenden  Satze,  „dass 
zwei  dreiseitige  Pyramiden,  welche  einen  gleichen  Kürperwinkel 
haben,  sich  dem  Inhalte  nach  wie  die  Products'  aus  den  an  den 
gleichen  Körperwinkeln  zusammenstossenden  Kanten  verhalten“,  ist: 

Pyr.  SAED 
Pyr.  Saetl 

Pyr.  SB  EC 
Pyr.  Sbec 

Pyt.SAEB  SA.SE.  SB 
Pyr.  Stieb  Sa.Se.Sb  ’ 

. Pyr.  SDEC  _SD.SE.SC 
Pyr.  Sdcc  Sd.Se.Sc 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  nach  gehöriger  Reduction : 

Pyr.  SAED.  Pyr.  SBEC  _ Pyr.  Sned.  Pyr.  Sbec 
Pyr.  SÄEB. Pyr.  SDEC'  Pyr.  SoeA.Pyr.  Sdec~  1:1, 

somit : 

A AED  . \ BEC A aed.  \ üec 

A AEB  . A DE C i\aeb . \dec' 

s . 

Leicht  lässt  sich  einsehen,  dass  wenn  an  die  Stelle  des  Vier- 
ecks ein  2nEck  tritt,  und  sowohl  durch  Eckpunkte  des  2nEcks, 
als  durch  einen  beliebigen,  in  der  Ebene  des  2nEcks  liegenden 
Punkt  2« + 1 Strahlen  gelegt  werden,  dass  alsdann  für  beliebige, 
die  Strahlen  durchschneidende  Ebenen  das  Product  der  abwech- 
selnd liegenden  n Dreiecke  des  2«Ecks,  dividirt  durch  das  Pro- 
duct der  übrigen  Dreiecke,  constant  ist. 

2.  SABC  (Taf.  II.  Fig.  2.)  sei  eine  beliebige  Pyramide,  in  die 
(Grundfläche  sei  ein  Dreieck  DEF  eingeschrieben;  nach  D,  E,  F 
seien  die  Strahlen  SD,  SE,  SF  gezogen  und  sämmtliche  sechs 
Strahlen  durch  eine  zweite  beliebige  Ebene  geschnitten,  welche 
dieselben  in  deu  Punkten  a,  b,  c,  d,  e,  f treffen  möge;  als- 
dann ist : 

A ADF.  \BED  .\  FEC  _ A «df.  A bec . A fee 
\ABC.{±DEF)'  35  \abc.(\def)*  * 


_ SA . SD. SE 
Sa . Se . Sd  ' 

SB.  SE  . SC 
Sb.Se.Sc  * 
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Es  ist  also  das  Product  der  äussern  Dreiecke,  dividirt  durch  das 
ganze  Dreieck  multiplicirt  mit  dem  Quadrate  des  inuern  Dreiecks 
coustaut.  Der  Beweis  ergieht  sich  leicht  nach  obiger  Anleitung. 

Der  folgende  Satz  ergiebt  sich  ebenfalls  ganz  leicht:  „Ist 
dem  Dreiecke  abc  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ein  anderes  bdf  eingeschrieben, 
diesem  ein  drittes  ghi,  zieht  man  alsdann  durch  die  Eckpunkte 
der  einzelnen  Dreiecke  die  neun  Strahlen,  durchscbneidet  diesel- 
ben durch  eine  beliebige  Ebene  und  construirt  die  den  gegebenen 
Dreiecken  entsprechenden  Dreiecke,  so  ist  der  Quotient 

A abf- A bcd  ■ \ efd.j&ghi)* 

A bgh . A gif • A dhi.  A oce . A bfd 

für  alle  entsprechenden  Dreiecke  constant.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  noch  erweitern.  Zu  bemerken  ist,  dass 
wenn  man  in  obigen  Quotienten  die  Buchstaben  a,  b,  c u.  s.  *v., 
welche  zur  Bezeichnung  der  Ecken  der  Dreiecke  dienen,  als  Zah- 
len betrachtet,  abf  u.  s.  w.  als  Producte,  dieser  Quotient  = 1 wird. 
Auf  diesen  Umstand  achtend,  wird  man  leicht  auch  für  zusam- 
mengesetztere Figuren  die  constanten  Quotienten  aufstellen  können. 


I 

IV. 


Erweiterung  der  Sätze  über  harmonische  und  anharmo- 
nische Proportionen. 


ton 

Herrn  Professor  l)r.  Heis 
zn  Münster. 


Zwei  beliebige  gerade  Linien  BG  und  hg  (Taf.  II.  Fig.  4.) 
mögen  von  sechs,  von  A ausgehenden  Strahlen  in  den  Punkten 
B,  C,  Dt  E,  F,  G;  b,  c,  d,  e,  f,  g getroffen  werden.  Die  auf 
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einander  folgenden  Winkel  der  Strahlen  seien  ct,  ß,  y,  d,  r.  Als- 
dann ist:  i . 

BC.DE.FG  _ A ABC.\ADE.\AFG 
CD.EF.BG  ~\ACD.&.  AEF.  A ABG 

[AB. ÄC.  sine . \AD.AE . sin y. \AF.  AG . sine 

iAC.AD.s  in  /?.  i AE.AF.  aini.j/16'.  /IÄ.sin(a-J-  jS-fy-f  d-J-t) 

sin  a.  sin  y.  sin  r • «■« 

sin/i.  sind,  sin  {a  + ß + y + d +*)'  •» ' 

Gs  folgt  also  hieraus,  dass 


BC.DE.FG  bc.de.  fg 
CD.  EF.  BG  ~ cd.ef.bg’ 

so  nie 

A ABC.  &.ADE . \ A FG  \ubc . \ ttde . \afg 

I A CDA . A EF A. & BGA  \cdu. \efu.\bgn' 


Ist  .also: 


BD . EC.  FG  = CG . DF.  EF, 


so  ist  auch 


bd.ec.fg  = cg.df.eb. 


Leichtest  einzusehen,  dass  der  Satz  auch  für  8,  10  u.  s.  w. 
Strahlen  gelte. 

Werden  also  2»  Strahlen  von  zwei  beliebigen  Geraden  geschnit- 
ten, so  ist 'das  Product  der  n abwechselnd  liegenden  Stücke  der 
Linien  dividirt  durch  das  Product  der  übrigen  n — 1 abwechselnd 
liegenden  Stücke  und  der  ganzen  Linie  constant. 


Für  fünf  Strahlen,  welche  zwei  beliebige  Linien  in  den 
Punkten  BCDEF,  bedef  treffen,  findet,  wie  sich  leicht  beweisen 
lässt,  folgender  Satz  Statt: 

BC.DE.FD  bc.de.fd 
CD.  EF.  DB  cd.  ef.db 


Ein  ähnlicher  Satz  lässt  sich  für  7 überhaupt  2«  — 1 Strahlen 
aufstellen. 
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Siip/e  über  das  irreguläre  Tetraeder  *). 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Heil  : 

EU  Münster. 


H 


i 


J.  Satz.  Stehen  iti  einem  beliebigen  Tetraeder  zwei  Paar 
gegenfibersteheuder  Kanten  auf  einander  senkrecht,  so  stellt  auch 
das  dritte  Paar  gegenüberstehender  Kanten  auf  einander  senkrecht. 

Beweis.  Es  sei  AB y DC,  ACf  Bi).  (Taf.  II.  Fig.  5.)  Um 
zu  beweisen,  dass  AD T BC  sei,  falle  man  von  A und  B auf  DC 
und  von  A und  C auf  BD  Senkrechte.  Aus  der  Eigenschaft, 
dass  AB T DC,  ergibt  sich,  dass  die  ersteren  Senkrechten  in 
einem  Punkte  E der  Linie  DC  Zusammentreffen,  und  ebenso 
ergibt  sich,  dass  die  andern  Senkrechten  in  einem  Punkte1  G auf 
der  Linie  BD  zusaminenstossen.  Verbindet  man  A mit  dem 
Durchschnitte  O der  Linien  BE,  CG,  so  ist  AO  der  Durchschnitt 
der  beiden  auf  BDC  senkrecht  stehenden  Ebenen  AGC  und  AEB, 
mitbin  steht  AO  auf  der' Ebene  BDC  senkrecht.  Verlängert 
man  nun  noch  die  Linie  DO  bis  zum  Durchschnitte  U mit  BC, 

. so  ist,  da  DH T BC,  auch  AH T HC.  Die  Linie  BC  steht  also 
auf  der  Ebene  des  Dreiecks  AD11  senkrecht,  somit  BCf  AD. 

*2.  Satz.  Stehen  in  einem  Tetraeder  ABCD  zwei  gegenüber- 
stehende  Kanten  auf  einander  senkrecht,  so  schneiden  sich  jedes- 
mal die  von  den  beiden  Endpunkten  einer  der  Kanten  auf  die  gegen- 
überstehenden Seitenflächen  gefällten  Senkrechten  in  einem  Punkte. 


*)  Am  (Irr  in  Kürze  erscheinenden  „Stereometrie  von  Hei« 
und  E»ch  wei  ler.  “ 
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Steht  AC  (Taf.  II.  Fig. 5.)  auf  BD  senkrecht,  so  werden  die 
Perpendikel  von  >A  und  C auf  BD  diese  BD  in  einem  Punkte 
G treffen.  Leicht  ist  hiernach  einzusehen,  dass  die  Ebene  des 
Dreiecks  AGC,  welche  auf  BD  senkrecht  steht,  sowohl  das 
Perpendikel  von  A auf  DBC,  als  von  C auf  ADB  enthalten 
müsse,  dass  also  die  beiden  Perpendikel  sich  noth wendig  schnei- 
den müssen.  Ebenso  werden  sich  die  beiden  andern  von  B auf 
ADC  und  von  D auf  .dIZICgefällten  Perpendikel  für  sich  schneiden. 

3.  Satz.  Durchschneiden  sich  die  von  den  Endpunkten  einer 
Kante  auf  die  gegenüberstehenden  Seitenflächen  gefällten  Per- 
pendikel in  einem  Punkte,  so  steht  jene  Kante  auf  der  gegen- 
überliegenden Kante  senkrecht. 

4.  Satz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Tetraeder  zwei  Höhen- 
perpendikel,  so  schneiden  sich  auch  die  beiden  übrigen.  — Leichte 
Umkehrung  des  vorhergehenden  Satzes. 

5.  Satz.  In  einem  Tetraeder,  dessen  gegenüberstehende 
Kanten  paarweise  aufeinander  senkrecht  stehen,  durchsehneiden 
sich  sfimmtliche  Höhenperpendikel  in  einem  Punkte. 

6.  Satz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Tetraeder  drei  Höhea- 
perpendikel  in  einem  Punkte,  so  geht  das  vierte  Höhenperpen- 
dikel durch  denselben  Punkt  *). 

Beweis  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Sätze  leicht. 

7.  Satz.  Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  E und  F 
(Taf.  II.  Fig.  6.)  zweier  gegenüber  stehender  Kauten  AB,  CD  eines 
Tetraeders  halbirt  jede  durch  dieselbe  und  durch  zwei  andere 
gegenüber  stehende  Kanten  gehende  Gerade. 

Beweis.  Die  Linie  HG  treffe  die  Verbindungslinie  EF  der 
Mittelpunkte  E,  F der  Seilen  AB,  DC  in  Ö,  die  gegenüber- 
stehenden  Kanten  in  G und  H.  Zum  Beweise,  dass  GO=OH 
sei,  denke  man  sich  durch  die  beiden  windschiefen  Kanten  AC, 
BD  Parallelebenen  construirt.  Legt  man  nun  durch  einen  der 
Halbirungspunkte,  etwa  E,  eine  parallele  Ebene  mit  jenen  beiden. 


*)  Im  zweiten  Bande  de«  Crelle’achen  Journal»  findet  «ich  auf 
Seite  9T.  der  von  Steiner  aufge»telite  Satz:  „Fället  man  au»  den 

Ecken  eine»  beliebigen  Tetraeder»  auf  die  gegenüberliegenden  Selten- 
ebenen  Lothe,  »o  »chneiden  die*e  vier  Lothe  einander  im  Allgemeinen 
nicht.  Schneiden  »ich  aber,  in  einem  be»onderen  Falle,  irgend  zwei 
derselben , »o  »chneiden  bIIc  vier  einander  in  einem  und  demselben 
Punkte.“  Dieser  allgemein  anfgeotellte  Satz  i»t  offenbar  unrichtig. 
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so  muss  dieselbe  offenbar  auch  durch  den  andern  Halbirungspunkt 
F gehen.  Es  geht  somit  diese  Ebene  sowohl  durch  die  Linie 
EF,  als  auch  durch  den  Punkt  O und  halbirt  also  auch  die  GH 
in  O. 

Zusatz.  Legt  man  durch  die  Verbindungslinie  EF  eine  be- 
liebige Ebene,  so  halbirt  jene  Linie  das  durch  den  Durchschnitt 
mit  den  Seiten  entstehende  Viereck.  — Der  Beweis  leicht. 

Bemerkung.  Der  obige  Satz  lässt  sich  auch  so  ausdrücken: 
Durchschneidet  in  einem  windschiefen  Vierecke  eine  gerade  Linie 
die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zweier  gegeniiberstehender 
Seiten  und  zugleich  die  beiden  andern  gegenüberstehenden  Seiten 
des  Vierecks,  so  wird  dieselbe  von  jener  Verbindungslinie  halbirt. 

8.  Satz.  Jede  durch  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  E 
und  F (Taf.  II  Fig.  7.)  zweier  gegenüber  stehender  Kanten  eines 
Tetraeders  gelegte  Ebene  GEHE  halbirt  das  Tetraeder. 

Beweis.  Man  verbinde  B und  C mit  E,  A und  D mit  F. 
Da  die  von  den  Endpunkten  der  in  £ haibirte»  Linie  AD  auf  die 
durch  £ gehende  Ebene  GEHF  gefällten  Perpendikel  einander 
gleich  sind,  so  haben  die  beiden  Pyramiden  AEHF  nnd  UGEF 
gleiche  Höhen,  und  da  sie  nach  dem  vorhergehenden  Satze  auch 
noch  gleiche  Grundflächen  EHF  und  GEF  haben,  so  ist: 

(I)  Pyramide  AEHF—  GDEF, 

ebenso  ist: 


(2)  Pyramide  BEFG  — ECIIF. 

Es  ist  aber  Pyramide  AFDB  = \ACDB  = BDCE,  folglich,  wenn 
man  von  der  ersten  und  dritten  das  gemeinschaftliche  Stück  BEFD 
wegnimmt : 

(3)  Pyramide  AEFB  DEFC. 


Durch  Addition  von  (I),  (2),  (3)  erhält  man: 

ABGEIH—  CDGEFH, 

Oder  einfacher : 

J ABCD=  ABDF  = ABEFG  + EFDG  = ABEFG  + EFHA 
= AHFGB, 


also : 


AHFGB  = i ABCD. 


Digitized  byKjOOgle 


44  Weiler:  Zur  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 


\ 

% 


VI. 


Zur  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 


dmz  „ dm z 
a.m  j — = x*™  -j—  ■ 
dV"  dxm 


Von 

Herrn  Doctor  A.  FVeiler, 

Lchrrr  der  Mathematik  an  der  höheren  Rürgenchule  *u  Mannheim. 


Im  dreissigsten  Theile  dieses  Journals  (S.  335.)  hat 
Herr  Spitzer  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differential- 
gleichung 


d’*. 

fix 


entwickelt.  Dies  Integral  .zeigt  sich  in  der  Form 


wo  fi  aus  der  Gleichung  pm  — I zu  bestimmen  ist.  Ich  möchte 
hier  ein  anderes  Verfahren  in  Erinnerung  bringen,  was  vielleicht 
noch  schneller  die  angegebene  Integralform  liefert  und  doch  auch 
in  unzähligen  anderen  Fällen  eine  Anwendung  zulässt,  wo  der 
von  Herrn  Spitzer  eingeschlagene  Weg  nicht  mehr  zum  Ziele 
führen  würde. 

leb  setze  zunächst  z — xm~l . tj , wo  ij  eine  Function  von  t 
und  Xi  — — - sein  soll.  Daraus  findet  man : _ 
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dz  dz, 

di  =*”  di, 

~t  = + 2(m  -2).zm-*^-  +(m— 1)  (m— 2)a 


dx, 


d*z  yd*z, 

d^=xm  di?*30" 


-3) 


f (m — 1)  (m — 2)  (m — 3)ar"-4i,, 


lind,  wenn  man  so  fortfährt,  endlich  auch: 

dmi  , dmz. 

dxm  dx, m 

Die  angegebene  Transformation  verwandelt  demnach  die  vorlie- 
gende lineare  Differentialgleichung  in  eine  andere,  deren  Coeffi- 
zienten  beständig  sind.  Man  erhält  nämlich: 


„m 


dmz, dmzx 

dtm  dx j™ 


Das  Polynom  amtm  — — 0 lässt  sich  in  m verschiedene 

Faktoren  von  der  Form  a/it — x,  zerlegen.  Daraus  folgt  bekannt- 
lich, dass  man,  um  die  transformirte  Gleichung  zu  integriren,  die 
Summe  aller  Integrale  zu  nehmen  habe,  welche  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung:  > 


dz  j dz, 

dt  dx. 


entsprechen,  wenn  die  m Wurzeln  der  Gleichung  fi"=l  nach 
und  nach  an  die  Stelle  von  n treten.  Als  Integral  hat  man  hier: 


+ 0,*er  Z — x”-x.<p{t~  -?), 

X>  i! 

und  so  gelangt  man  dann  wieder  zu  der  obigen  Integralform: 


z = x”-1 . (<p,  ( t - 'j)  + tp,(t—  —)  + ....  + <pm  (t  — “))• 


afix 


a{im 


t ' • 
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I 

VII. 

. * 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Doctor  Paul  Escher, 

1‘rivntdoccntPii  Her  Mathematik  am  •chweizertacheo  Polytechnikum 
zu  Zürich. 


Aufgabe. 

Durch  eine  Ecke  C eines  gegebenen  Dreiecks  ABU 
(Taf.  11.  Fig.  8.)  eine  Gerade  so  zu  legen,  dass  die  auf 
sie  von  den  beiden  andern  Ecken  A and  B gefällten 
Perpendikel  mit  ihr  und  mit  den  in  der  ersten  Ecke 
zusammenstossenden  Seiten  AC  und  BC  beziehungs- 
weise gleichgrosse  Dreiecke  einschliessen. 

Vorbemerkung.  Im  Februarhefte  1858  der  „Nouveiles 
annales  de  mathematiques“  findet  sich  diese  Aufgabe  mit 
der  folgenden,  von  Herrn  Legrandais  aufgestellten  Lösung; 

„Man  ziehe  in  die  Mitte  1)  der  Seite  AB  die  Transversale 
CD,  mache  DE=^DF—DC  und  ziehe  endKch  CE  und  CF,  so 
stellt  jede  der  beiden  letzteren  Linien  eine  Lage  der  gesuchten 
Geraden  vor.“ 

Diese  Lösung,  welehe  in  dem  Fall,  wo  der  Winkel  A CB  ein 
rechter  ist,  kein  eigentliches  Resultat  liefert,  führt  sonst  mr 
auf  zwei  der  gesuchten  Geraden  entsprechende  Linien,  und  zwar 
auf  zwei,  die  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  die  beide  zu- 
gleich ausserhalb  oder  innerhalb  des  Winkels  ACB  fallen,  je 
nachdem  letzterer  eia  spitzer  oder  stumpfer  ist. 

Dass  ausser  den  so  gefundenen  Geraden  aber  noch  zwei  der 
Aufgabe  entsprechende  existiren  können,  welche  auch  senkrecht 
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auf  einander  stehen,  wovon  jedoch  die  eine  ausserhalb,  die  andere 
innerhalb  des  Winkels  ACB  au  liegen  kommt,  — davon  überzeugt 
man  sich  leicht,  indem  man  zwei  dem  Inhalte  nach  gleiche  Recht- 
ecke ADCJ  und  CEBG  ho  an  einander  fügt,  wie  es  in  Taf.  II. 
Fig.  9.  geschehen,  und  nun  noch  die  Geraden  AB,  AC  und  BC 
zieht,  wodurch  das  Dreieck  ABC  entsteht,  für  welches  die  durch 
die  Spit2e  C gehenden  und  auf  einander  senkrechten  Geraden 
JC  und  DG  ebenfalls  die  in  unserer  Aufgabe  ausgedrückte  Eigen- 
schaft besitzen. 

Allem  Anscheine  na*h  lässt  sich  aber  dieses  zweite  System 
von  Geraden  nicht  so  leicht  aufßndeu , wie  das  erste.  Auch  zeugt 
hievon  die  im  Januarhefte  1858  der  „Nouvelles  annales  de 
Mathdmatiques"  von  Herrn  Challiot  gegebene  Construction, 
welche,  auf  eine  trigonometrische  Betrachtung  gegründet,  eine 
Linie  des  zweiten  Systems  liefert.  — Leider  ist  diese  Construction 
nicht  richtig  vollendet  worden,  indem  sich  schliesslich  in  dieselbe 
ein  kleiner  Fehler  eingeschlichen  bat;  gleichwohl  bietet  sie,  rich- 
tig vollendet,  — wodurch  sie  in  wenig  complicirterer  Form  er- 
scheint — einen  abermaligen  Beleg  dafür,  dass  selbst  die  Lehren 
der  Trigonometrie  in  der  geometrischen  Analysis  eine  schöne  An- 
wendung linden  können. 

Auf  eine  andere  trigonometrische  Betrachtung  gestützt,  habe 
ich  die  nämliche  Aufgabe  zu  lösen  versucht  und  eine  Construction 
erhalten,  welche  beide  Systeme  von  Geraden  zugleich  gibt. 

Bevor  wir  aber  zu  dieser  Construction  übergehen,  wollen  wir 
zunächst  annehmen,  dass  der  Winkel  ACB  unseres  gegebenen 
Dreiecks  ein  Rechter  sei.  Fällen  wir  alsdann  (Taf.  II.  Fig.  10.  und 
Fig.  11.)  auf  eine  beliebig  durch  C innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Winkels  ACB  gezogene  Gerade  von  A und  B aus  die  Senkrech- 
ten AD  und  BE,  und  bezeichnen  die  spitzen  Winkel,  welche  die 
Seiten  AC  und  BC  des  Dreiecks  ABC  mit  jener  Geraden  bil- 
den, durch  a und  ß,  so  linden  wir,  weil 

a + |3  = 90°,  also  2o  + 20=180°, 

dass 

sin  2a  »sin  20 

ist.  Da  ferner 

der  Inhalt  vom  Dreieck  ACD=\ACt.am2a 
und  „ „ „ „ BCE=  [BC2. ein2ß 

so  folgt  hieraus,  dass  nur,  wenn  AC—BC,  d.  h.  das  Dreieck 
ABC  zugleich  gleichschenklig  ist,  — dann  aber  stets  — die  Drei- 
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ecke  ACD  Und  BCE  einander  gleich  sind.  Somit  wird,  wenn 
Winkel  ACB  ein  Rechter  ist,  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  keine 
Lösung  Anlassen , in  dem  besonderen  Falle  jedoch,  als  das  Drei- 
eck ABC  zugleich  gleichschenkelig  ist,  jede  durch  C gelegte  Ge- 
rade unserer  Aufgabe  genügen. 

Ebenso  leicht  lässt  sich  beweisen,  dass  wenn  Winkel 

und  ausserdem  AC=  BC  ist,  die  vier  durch  C gehenden  Gera- 
den DE,  FG , HJ  und  KL  (Taf.  II.  Fig.  12.),  welche  den  vollen 
(d.  h.  aus  vier  Rechten  bestehenden)  WiÄkel  bei  C in  acht  gleiche 
Theile  zerlegen  und  wovon  eine  zugleich  den  Winkel  ACB  hal- 
birt,  unsere  gesuchten  Linien  sind.  Es  braucht  somit  unsere 
Aufgabe  nur  noch  unter  der  Voraussetzung  gelöst  zu  werden,  wo- 
nach weder  Seite  AC=  BC,  noch  Winkel  ACB—  90°  ist.  Unter 
dieser  Voraussetzung  bedienen  wir  uns  aber  folgender 

Construction.  (Taf.  III.  Fig.  1.)  Beschreibe  um  die  grös- 
sere der  Seiten  AC  und  BC  (hier  AC)  als  Durchmesser  einen 
Kreis , verlängere  — wenn's  nüthig  ist  — die  kleinere  Seite  (hier  BC) 
so  weit,  bis  sie  die  Kreislinie  in  einem  weiteren  Punkte  E *) 
trifft,  ziehe  Halbmesser  DE  und  mit  ihm  durch  C eine  Parallele 
FG,  beschreibe  ferner  aus  C mit  Halbmesser  BC  einen  Kreis 
bogen,  welcher  die  vorhin  gezeichnete  Kreislinie  in  den  Punkten 
# //  und  J schneidet,  ziehe  sodann  die  Gerade  //./,  welche  die 

AC  in  einem  Punkte  K schneidet,  beschreibe  hernach  mit  Halb- 
messer CK  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Gerade  FG  in  den 
Punkten  L und  M schneidet,  ziehe  AL  und  AM  und  parallel  mit 
letzteren  beiden  Geraden  die  Durchmesser  A'O  und  PQ  und  lege 
endlich  durch  C die  vier  Geraden  NR,  OS,  PT  und  QU  so, 
dass  sie  ausserdem  noch  beziehungsweise  durch  die  Punkte 
Pi,  O,  P und  Q geben,  so  wird  jede  dieser  vier  Geraden  unse- 
rer Aufgabe  genügen. 

' ".!•■.  .1  . 

Beweis.  I.  Um  darzuthun,  dass  die  Linie  NR  unserer  ge- 
suchten Geraden  entspricht,  dürfen  wir  nur  die  Geraden  JC  und 
AN  ziehen  und  BV  parallel  zu  AN  machen,  wodurch  die  recht- 
winkligen Dreiecke  ACN  und  BCV  entstehen,  deren  hei  C lie- 
gende Winkel  wir  der  Kürze  wegen  durch  a und  ß bezeichnen 

wollen.  Alsdann  verhält  sich  : 

' I 


*)  Wäre  in  unserer  Figur  der  Winkel  ACB  stumpf,  so  müsste  die 
Seite  BC  über  C hinaus  verlängert  werden,  um  die  Kreislinie  noch  in 
einem  weiteren  Punkte  schneiden  zu  können. 
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AV* : BC*=AC* ■.  CJ 4 = AC-.  CK=AC : CL 

=sin  ALC:  sin  Z,CAL  = «in  DE  :sin  Z.ADN 

= sin  2(3 : sin  2« ; 


folglich  ist 
also  auch 


A C* . si  n 2a  = BC* . sin  2(3 , 


oder 


iAC*.  sin  2a  = ±BC*.  sin  2(3 

\ACN=z  ABCF, 

w.  z.  b.  w. 


II.  Um  zu  zeigen,  dass  die  Linie  PT  die  in  unserer  Auf- 
gabe ausgedrückte  Eigenschaft  besitzt,  ziehen  wir  ferner  AP  und 
machen  BX  parallel  zu  AP,  wodurch  wir  die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ACP  und  BCX  erhalten,  deren  hei  C liegende  Winkel  wir 
durch  y und  6 bezeichnen  wollen.  Alsdann  verhält  sich  wiederum: 

AC*-.BC'=AC*.CJl  = AC-.CK—  AC-.CM 

= 8in^,AlMC:sins£CAJU=8\n^.PDE:sinj£ADP') 

= sin2d:sin2  y, 

folglich  ist 

ACt.s\n2y  = BC*.  sin2d, 

also  auch 

iAC’2.sin2)'=  ifiCä.sin2d 

oder 

, , XACP=\BCX. 

III.  und  IV.  Dass  endlich  OS  und  VQ  zwei  unserer  gesuch- 

ten Geraden  entsprechende  Linien  sind,  können  wir  ehtweder 
ähnlich  den  in  Nr.  I.  und  II.  geführten  Beweisen  darthuir  oder  e'm; 
facher  dadurch,  dass  wir  uns  auf  diese  bereits  geführten  Beweise 
stützen.  , 

Ziehen  wir  nämlich  die  Geraden  AO  und  AQ  und  diesen  paral* 
lei  die  Linien  BMV  und  BY,  so  sind  die  dadurch  entstehenden 
rechtwinkligen  Dreiecke  ACO  und  BCW  einander  gleich,  weil 
sie  beziehungsweise  den  nach  Nr.  I.  einander  gleichen  Dreiecken 
ACN  und  BCV  congruent  sind.  Ebenso  sind  die  weiter  dadurch 


*)  Ci  ist  nüuilirli  »in  ALPDE‘=»\n ^LiVC, "weil  PDE -|-,4.tf£'=180'>. 

Thell  XXXI.  * 
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entstehenden  rechtwinkligen  Dreiecke  ACQ  und  BCY  einander 
gleich,  weil  sie  beziehungsweise  den  nach  Nr.  II.  einander  glei- 
chen Dreiecken  ACP  und  BCX  cnngruent  sind. 


VIII. 

Berichtigungen. 

Von 

Herrn  Professor  Stephan  von  Krusper 

xn  Ofen. 


I.  Im  24sten  Theile  dieses  Archivs  hat  Herr  Professur 
Brey  mann  ein  Verfahren  bekannt  gemacht,  die  Lage  eines 
Punktes  auf  dem  Felde  gegen  zwei  andere  gegebene,  aber  unzu- 
gängliche Punkte  zu  bestimmen.  Der  Verfasser  beweist  zufürderst 
folgende  zwei  Sätze : 

1)  Wenn  man  in  einem  \ABC  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht,  nicht  parallel  zu  AB,  dann  die  Linie  DE  hal- 
birt  in  F , und  die  Linien  AE,  DB  und  CF  zieht,  so  schneiden 
sich  diese  nicht  in  einem  Punkte. 

2)  Wenn  man  in  einem  A ABC  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht,  parallel  zu  AB,  die  Linie  DE  halldrt  in  F, 
und  die  Linien  AE,  BD  und  CF  zieht,  so  schneiden  sich  diese 
in  einem  einzigen  Punkte. 

Dann  macht  der  Verfasser  von  diesen  Sätzen  fär  die  Auf- 
nahme mit  dem  Messtische  folgende  Anwendung : 

Wenn  AB  irgend  eine  unzugängliche  Linie,  auf  dem  Felde, 
DE  das  verjüngte  Bild  derselben  auf  dem  Messtische  und  C irgend 
einen  Punkt  auf  dem  Felde  bedeutet,  dessen  Position  auf  dem 
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Messtische  bestimmt  werden  soll,  so  stelle  man  den  Messtisch 
in  C auf,  so,  dass  DE  nach  Aogenmaasse  mit  AB  parallel  sei, 
halbire  DE  in  F,  visire  über  D nach  A,  über  £ nach  B,  ziehe 
die  Strahlen  in  beiden  Richtungen  rückwärts,  bis  sie  sich  in 
irgend  einem  Punkte  des  Messtisches  durchschneiden,  verbinde 
diesen  Durchschnittspuukt  mit  dem  Punkte  F mittelst  einer  Ge- 
raden und  ziehe  die  Visirlinien  über  D nach  B und  über  £ nach 
A auf  dem  Papiere ; dann  entsteht  in  der  Regel  ein  Fehlerdrei- 
eck, welches  anzeigt,  dass  die  Linie  DE  auf  dem  Papiere  mit 
der  correspondirenden  Linie  AB  auf  dem  Felde  nicht  parallel, 
folglich  der  Tisch  nicht  richtig  orientirt  ist  Um  den  Fehler  zu 
entfernen,  drehe  man  den  Messtisch  nach  der  geeigneten  Rich- 
tung und  wiederhole  die  angegebene  Construktion  so  lange,  bis 
das  Fehlerdreieck  ganz  verschwunden  ist.  Nach  ein  Paar  Ver- 
suchen wird  dies  in  hohem  Grade  gelingen,  die  richtige  Orienti- 
rung  wird  hergestellt  und  der  zuletzt  erhaltene  Dnrchschnittspunkt 
der  Visirlinien  DA  und  EB  auf  dem  Papiere  ist  das  verjüngte 
Bild  des  Standpunktes  C auf  dem  Felde. 

So  richtig  auch  jene  Sätze  in  der  Theorie  sind,  so  unstatt- 
haft ist  in  der  Praxis  die  Anwendung  derselben  auf  die  Aufnahme 
mit  dem  Messtische  aus  folgender  Ursache: 

In  der  Praxis  wird  bei  Aufnahme  ganzer  Gemeinden  mit  dem 
Messtische,  — bei  welcher  Arbeit  di»  vorliegende  Aufgabe,  das 
Pethenot’sche  Problem,  überhaupt  die  complicirteren  Aufgaben 
der  Intersektionsmethode  zur  Anwendung  kommen,  — stets  eine 
starke  Verjüngung  gebraucht.  Beim  Österreichischen  Kataster 
repräsentirt  1 dd  Zoll  am  Papier  40  Klafter  auf  dem  Felde,  was 

eine  Verjüngung  von  ausmacht.  Es  sind  zwar  Fälle  bei 

Aufnahmen  von  Städten,  in  welchen  1"  zu  10°  gerechnet  wurde, 
was  einer  Verjüngung  von  gleichkömmt ; aber  bei  Vermes- 
sungen von  Städten  kann  von  der  Intersektionsmethode  kein  Ge- 
brauch gemacht  werden,  indem  eine  freie  Aussicht,  das  wesent- 
lichste Element  dieser  Methode,  nicht  vorhanden  ist.  Auch  einzelne 
Baugründe  und  einzelne  Grundstücke  werden  zu  besonderen  Zwecken 
in  einem  grosseren  Maasstabe  aufgenommen ; allein  bei  einer  sol- 
chen Aufnahme  von  geringer  Ausdehnung  reicht  man  mit  dem 
Vorwärtsabscbneiden  aus  ein  Paar  Standpunkten  immer  aus,  so 
dass  man  nie  in  die  Lage  kommt,  von  den  complicirteren  Stand- 
bestimmungen, die  jedenfalls  mehr  Zeit  und  Mühe  in  Ansproeh 
nehmen,  Gebrauch  machen  zu  müssen.  Wenn  aber  DE  gegen 
AB  sehr  klein  angenommen  wird,  dann  wird  auch  CD  gegen  CA 

4* 
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und  CE  gegen  CB  sehr  klein , folglich  wird  DB  mit  CB,  und 
EA  mit  CA  nahe  parallel,  und  CDOE  von  einem  Parallelogramme 
sehr  wenig  verschieden ; demnach  geht  die  Linie  CF  verlängert 
sehr  nahe  bei  O vorbei,  und  das  Fehlerdreieck  wird  sehr  klein, 
selbst  dann,  wenn  der  Winkel  zwischen  DE  und  AB  viele  Grade 
beträgt.  Ist  die  Verjüngung  so  gross,  wie  man  sie  in  der  Praxis 
gewöhnlich  anwendet,  so  schrumpft  das  Fehlerdreieck  vollends 
zu  einem  Punkte  zusammen;  folglich  ist  es  durchaus  nicht  geeig- 
net, den  Fehler  in  der  Orientirung  des  Messtisches  zu  erkennen 
zu  gehen. 

Um  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  zu  beweisen,  wollen  wir 
aus  O (Taf.  IV.  Fig.  3.)  auf  die  verlängerte  Wein  Loth  OP  ziehen 
und  die  Länge  desselben  berechnen.  Es  seien  a,  b,  c,  A,  B,  C 
Seiten  und  Winkel  des  &ABC,  ebenso  a' , 6',  c' , A' , B' , C* 
die  gleichliegcnden  Bestandlheile  des  A CDE,  wobei  zu  bemer- 
ken ist,  dass  C in  beiden  Dreiecken  gemeinschaftlich  ist;  ausser- 
dem seien  z,  a,  ß,  m,  n,  u,  c die  in  der  Zeichnung  bezeiehue- 
ten  Winkel,  endlich  DO—M,  CO  = r,  und  wenn  DO'\\CE 
gemacht  wird,  CC  =r' , so  hat  man  aus  dem  &ABC: 


% 

Sin  A 

Sin  B 

a — cS fiTC’ 

b = 

cSin  C’ 

ferner  ist 

* 

II 

+‘ 

N 

Z?  = 

-B-x, 

und  aus  dem 

\CDE: 

. . Sin  A* 

, Sin  B' 

n = r — 7?, 
Sm  C 

C Sin  C ’ 

ferner  ist  aus  dem  \ACE  und  &BCD: 

o'SinC  A 0 b'SmC 
tgß_6— o'CosC”  tsß~  a-b' Cos  C’ 

dann  ist 

m = A'  — a,  n = B'  — ß, 
und  aus  dem  \DEOi 

, Sin  m _ 
c Sin  (m  + n)  * 

ferner  ist  aus  dem  \ CDU  und  A CDO' : 


tgu=jj 


^Sin(/l'  + n)  a'  Sin  C lMSii,(A'+n) 

b' - MCos(A' +n)'  6'-fo'  CosC‘  r~  Sinn  } 
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eudlich  aus  dem  \ COP: 

OP  = rSin(u — p). 

Durch  diese  Reihe  von  Gleichungen  kann  OP  für  beliebige 
Werthe  von  A,  B,  c,  c' , z,  welche  nach  der  Natur  der  Sache 
innerhalb  gewisser  Grenzen  willkühriich  gewühlt  werden  können, 
stets  berechnet  werden.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  c'  gegen 
c sehr  klein  ist,  kann  man  anstatt  dieser  ganz  strgngeff  Aus- 
drücke Näherungsformeln  einfübren,  welche  unbeschadet  der  Ge- 
nauigkeit des  Resultates  eine  grössere  Uebersicbt  gewähren.  Man 
erhält  nämlich  mit  hinreichender  Genauigkeit: 

a'  b' 

k = X Sin  C,  ß = — Sin  C » 
ö a 


_ / — a)  , Sin^4'  — «Cos A’ 

A1 * C Sin(C'f«+iD  “*  C Sin  C + (“  + ßfCos  C 

,Sin^'  1 — uCotg^l' 

_C  Sin  C ' l + (a  + ß)CotgC; 

und  wenn  man  die  Division  verrichtet  und  bei  der  ersten  Potenz 
von  a und  ß stehen  bleibt,  wird  nach  einer  leichten  Reduktion  : 


M = a'[l—u 


Sin  B' 
Sin  A'  Sin  C 


ß 


Cos  C. 
SirTCJ‘ 


Ferner  ist 

iüfSin(C+/J)  a'SinC 
*e“  tst,_6'  + j!fCos(C+  ß)  b'  -f-  a'  Cos  C 

— O (Sin  C+ßCos  C)  — a'  SinC^'-t-d/CosC—  A/ßSinC) 

~ (*'  + M Cos  (C+  ß))  (b'  + a'  Cos  C) 

Ma'ß  + Mb'ß  Cos  C+  (M  - a')  b'  Sin  C 
~ (b‘  + M Cos  (C+  ß))  (b'+a'  CosQ  ' 


Setzt  man  im  Zähler  dieses  Ausdruckes  anstatt  M den  oben  ge- 
fundenen Werth,  behält  aber  in  der  Entwickelung  nur  die  erste 
Potenz  von  « und  ß hei,  so  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Re- 
duktion : ' ' 


tgw  — tge  = 


a'*ß  — a'b'a 


Sin  B‘ 
Sin  A' 


(i b ' + AfCos(C+  ß))  (b1  -f  n'CosC) 


Reriicksirhtigt  man  ferner,  dass  aus  dem  ^ CDU 


Sin  B' 
Sin  A' 


b' 

e/ 
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ist,  ferner  ans  dem  \ CDO  und  CDO' ....  rCostt=b' + lMCos(C+ß), 
r'f'osr  — A'  + oTos  6',  und  setzt  anstatt  tgtc — tgc  das  gleiche 

S<>  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Reduktion: 


Sin(n — e)  = 


a'*ß  — b'*a 


und  hieraus 


rSin  («  — r)  = 


a'*ß-  b'*a  _ 


OP. 


Suhstituirt  man  in  dieser  Formel  anstatt  a,  ß,  r'  ihre  Werthe, 
so  wird 

yjt  a'b'Sin  C(a'b  — b'a) 

~ ob  V «'*  + 6'*  + 'la'VCÖeC 
c'*Sin.4,Sin/?'(Sin.<4,Sin  B — Sin  B'Sin  A) 


cSinASinBV Sin^'2+SinÄ'*-|-‘2Siii/l'Siii  B'CosC 
Es  ist  aber 

Sin.4'Sinß-SiniB'Sin.4=Sin(/i-f-*)Sin/?— Sin(ß-:)Sin  .d:=SinCSiai, 
demnach  wird  endlich 

c'  Sin  A'  Sin  Bf  Sin  CSin  x 


OP- 


0 Sin/ISin/iV^ Sin^'2  + SinÄ'2  + ‘2Sin/l'iSin/#'Cosf’ 


Der  Durcbscbnittspunkt  der  Visirlinieu  wird  am  Sichersten  be- 
stimmt, wenn  C — 90°  beträgt;  unter  dieser  Voraussetzung  wird 
B = IM0—A,  B'  =90° — A' , und 

c'  c'Sin2/4'Sim 

= - * • 


Aus  diesen  Formeln  sieht  man,  dass  die  Höhe  des  Fehlerdrei- 
eckes, also  das  Fehlerdreieck  selbst,  desto  kleiner  ausfüllt,  je 

, c1  , 

kleiner  das  Yerjflngungsverhältniss  — angenommen  wird,  z.  B.  für 

c 

~ — c,  = 10  Zoll,  A=z 45®,  z=30°  wird  OP  — Jfsi 

also  mit  freiem  Auge  noch  nicht  sichtbar.  Die  strenge  Rechnung 
gibt  000087  Zoll,  was  mit  dem  Vorhergehenden  sehr  gut  fiber- 
einstimmt. 

II.  In  dem  „Handbuehe  der  niederen  Geodäsie“  von 
Prof.  Härtner,  Seite  366.  Nr.  297.  liest  man  für  den  Fall,  dass 
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auf  dem  Messtische  ursprünglich  nur  drei  unzugängliche  Netz- 
punkte aufgetragen  sind,  folgendes  Verfahren  zur  Prüfung  der 
gegenseitigen  Lage  der  gegebenen  Punkte:  Es  seien  diese  Punkte 
A,  B,  C.  Man  sucht  einen  vierten  Punkt  D,  von  welchem  aus 
A,  B,  C sichtbar  sind,  stellt  den  Tuch  in  diesem  Punkte  auf 
und  bestimmt  ihn  durch  Rfickwärtseinschneiden.  Ergibt  sich  die- 
ser Punkt  scharf  durch  das  genaue  Zusammentreffen  der  drei 
Visirlinien  aus  A,  B,  C,  so  sind  diese  Punkte  richtig;  können 
aber  die  drei  Visirlioien  nicht  zu  einem  gemeinschaftlichen  Schnitte 
vereinigt  werden,  so  ist  die  gegenseitige  Lage  der  drei  Punkte 
auf  dein  Tische  nicht  in  der  Ordnung. 

Diese  Ansicht  ist  falsch,  weil  die  drei  Visirlinien  stets  nur 
einen  einzigen  Durchschnittspunkt  geben,  wenn  man  die  Regeln 
des  RQckwSrtseinschneidens  beobachtet,  mag  das  f^abc  auf  dem 
Papiere  dem  &ABC  auf  dem  Felde  ähnlich  sein  oder  nicht. 

Um  dies  zu  beweisen,  seien  a,  6,  c (Taf.  IV.  Fig.  4.)drei  Punkts 
auf  dem  Messtische,  deren  gegenseitige  Lage  wir  als  richtig  anneh- 
men wollen.  In  dem  Standpunkte  D können  die  Winkel  ADB  und 
BBC  gemessen  werden,  ihre  Grösse  sei  in  der  Figur  durch 
die  Winkel  m und  n dargestellt.  Soll  nun  der  correspondirende 
Punkt  d auf  dem  Papiere  gefunden  werden,  so  trägt  man 
bekanntlich  den  Winkel  m aus  dem  Scheitel  c,  den  Winkel  n aus 
dem  Scheitel  a über  ac  auf,  und  zieht  die  Schenkel,  bis  sie  sich 
in  f durcbschneiden;  legt  durch  a,  f,  c einen  Kreis,  und  zieht 
die  Linie  fb,  bis  sie  den  Kreis  schneidet;  dieser  Durchschnitts- 
punkt ist  der  gesuchte  Punkt  d,  weil  Z.  adb  — aef  = m und 
j£btlc=efac=n.  Orientirt  man  demnach  den  Tisch  nach  fb  und 
zieht  die  Visirlinien  über  a,  b,  c nach  A,  B,  C,  so  schneiden 
sieb  diese  in  d.  Gesetzt  nun , der  Punkt  b wäre  aus  Irrtbum  nach 
b'  versetzt  worden,  so  würde  man  den  Messtisch  nach  fb'  orien- 
tiren,  jedoch  die  drei  Visirlinien  würden  sich  noch  immer  in 
einem  einzigen  Punkte  durcbschneiden,  und  zwar  in  d' , weil  auch 
von  diesem  Punkte  gilt,  was  vom  Punkte  d gezeigt  wurde,  näm- 
lich dass  ad'b'  — aef  — m und  ^Lb'd'c  — fac  = n. 

Drei  Strahlen  sind  beim  Rückwärtseinschneiden  zur  Bestim- 
mung eines  Punktes  unbedingt  nothwendig;  diese  Bestimmung 
aber  erfolgt  unter  allen  Umständen,  obschon  das  sich  ergebende 
Viereck  abcd  auf  dem  Papiere  dem  correspondirendeu  Vierecke 
ABCD  auf  dem  Felde  nur  dann  ähnlich  wird,  wenn  A «bc  und 
ABC  ähnlich  waren.  Das  genaue  Zusammentreffen  dreier  Strah- 
len beiin  Rückwärtseinschneiden  ist  demnach  eine  notluvendige 
Sache,  keineswegs  ein  Criterium  der  Richtigkeit  der  gegebenen 
drei  Punkte.  Ein  solches  Criterium  bietet  nur  das  genaue  Zu- 
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snmmenfrelTen  von  wenigstens  vier  Strahlen.  Das  vom  Verfasser 
angegebene  Verfahren  muss  demnach  dahin  geändert  werden, 
dass  man  aus  den  gegebenen  drei  Punkten  mittbist  des  Rück- 
wärtseinschneidens  noch  zwei  andere  bestimmt;  schneiden  sich  in 
dem  letzteren  alle  vier  Strahlen  in  einem  Punkte,  so  ist  alles  in 
der  Ordnung;  geht  aber  der  vierte  Strahl  neben  dem  Schnitte 
der  drei  ersteren  vorbei,  so  ist  die  gegenseitige  Lage  der  «frei 
ersteren  Punkte  unrichtig.  Dass  aber  der  vierte  Strahl  neben 
dem  Durchschnitte  der  drei  ersteren  Vorbeigehen  müsse,  ersieht 
man  aus  dem  Folgenden: 

Es  seien  «,  b,  c ,(Taf.  IV.  Fig. 5.)  die  drei  richtig  aufgetrage- 
nen Punkte,  aus  welchen  d und  dann  e bestimmt  worden  sind, 
so,  dass  die  drei  Winkel  aeb,  bed,  dec  auf  dem  Papiere  den 
correspondirenden  Winkeln  AEB,  BED,  DEC  auf  dem  Felde 
gleich  sind.  Trügt  man  die  adb  und  bdc  an  der  Linie  ac  auf, 
den  ersteren  ans  dem  Punkte  c,  den  letzteren  aus  a als  Schei- 
tel, so  entsteht  ein  Punkt  f,  der  bekanntlich  zur  Orientirung  des 
Messtisches  dient.  Dieser  Punkt  liegt  stets  auf  der  Linie  bd. 
Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Aufträgen  der  Winkel  aeb, 
bec,  dann  aed  und  dec  die  Punkte  g und  h,  deren  ersterer  auf 
der  Linie  eb,  der  letztere  auf  ed  liegt.  Denkt  man  sich  nun  b 
nach  b'  versetzt,  so  kommt  auch  d nach  d' , und  e nach  e'  oder 
e" , je  nachdem  dieser  Punkt  aus  den  drei  Punkten  A,  ß,  C 
oder  A,  D,  C bestimmt  wurde.  In  e'  werden  s^h  nun,  nach  der 
früheren  Erklärung,  die  drei  Visirliuien  über  A,  B,  C scharf 
durchschneiden , die  vierte  aus  e'  nach  D gerichtete  Visirlinie 
geht  jedoch  nicht  durch  d' , sondern  durch  h,  welcher  in  der 
Regel  von  d'  verschieden  ist,  folglich  eine  über  d'  nach  D gezo- 
gene Visur  geht,  wegen  ihrer  zur  Linie  e'h  nahe  parallelen  Lage, 
neben  e'  vorbei.  Dasselbe  gilt,  mit  den  nüthigen  Modificationen, 
vom  Punkte  e".  Ausser  diesen  Bestimmungen  kann  der  Punkt  E 
noch  auf  zwei  verschiedene  Arten  auf’s  Papier  gebracht  wer- 
den, nämlich  mittelst  der  drei  Punkte  A,  D,  B und  C,  D,  B, 
aber  auch  bei  diesen  Bestimmungen  geht  der  vierte  Strahl  neben 
dem  Durchschnitte  der  drei  ersteren  vorbei,  weil  die  gegebene 
Beweisführung  nicht  an  eine  besondere  Form  des  aufgetrageneu 
Dreieckes  gebunden,  demuach  allgemein  gültig  ist. 

Noch  anderen  irrigen  Ansichten  begegnet  man  hier  und  da 
in  den  Lehrbüchern  der  praktischen  Geometrie;  wir  werden  spä- 
ter Gelegenheit  linden,  sie  zur  Sprache  zu  bringen,  um  so  mehr, 
weil  sie  mitunter  ziemlich  verbreitet  sind. 
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IX. 


i U\  ^ ■ J ; , 

Bestimmung  des  Faden -Intervalles  an  einem  astrono- 
mischen Winkel- Instrumente. 


Von 

•.  i 

Herru  Josef  fVastler , 

Lehrer  an  der  k.  k.  Ober- Realschule  in  Ofen. 


Es  gibt  bekanntlich  zwei  Methoden,  das  Faden-Intervall  eines 
Winkel -InstrumÄites  zu  bestimmen.  Die  eine  derselben  beruht 
auf  einer  astronomischen  Beobachtung,  indem  man  die  Durch- 
gangszeiteu  eines  Sternes  durch  die  Vertikalfaden  beobachtet; 
durch  die  andere  von  Gauss  herrührende  Methode  wird  der  frag- 
liche Winkel  mit  Hilfe  eines  zweiten  Instrumentes  (eines  Theo- 
doliten) gemessen.  Die  Gauss’sche  Methode  hat  vor  der  erste- 
ren  den  Vorzug,  dass  man  nicht  vom  heiteren  Himmel  abhängt, 
die  Bestimmung  daher  bei  jeder  Witterung  und  zu  jeder  Zeit 
machen  knnn,  setzt  aber  nothwendig  das  Vorhandensein  eines 
zweiten  Instrumentes  voraus,  welches,  damit  das  Resultat  den 
Anforderungen  auf  Genauigkeit  entspricht,  dem  zu  untersuchen- 
den Instrumente  an  Leistungsfähigkeit  möglichst  nahe  kommen  soll. 

Da  man  in  vielen  Fällen,  namentlich  auf  Reisen,  oft  nicht 
in  der  Lage  ist,  ein  zweites  geeignetes  Instrument  zu  besitzen, 
so  dürfte  die  hier  anzugebende  Methode,  mittelst  welcher  man 
das  Faden-Intervall  mit  dem  zu  untersuchenden  Instrumente  selbst 
misst,  nicht  ohne  praktischen  Nutzen  sein. 

Es  sei  F (Taf.IV.  Fig.  6.)  der  im  Brennpunkte  der  Objektiv-Linse 
befindliche  Mittelfaden,  f ein  Seitenfaden,  C der  Drehungsraittelpunkt 
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de«  Horizontalkreise«  *)  und  O der  Mittelpunkt  der  Objektiv-Linse**). 
Verbindet  man  den  Punkt  /‘mit  O,  so  ist  bekanntlich  der  Winkel 
fOFzxx  das  Faden -Intervall.  Stellt  man  den  Mittelfaden  F auf 
ein  nahe  im  Horizont  des  Instrumentes  befindliches  Objekt  A 
ein,  so  wird  die  optische  Axe  FO  in  ihrer  Verlängerung  den 
Punkt  A treffen  und  die  durch  den  Seitenfaden  f und  den  Objek- 
tiv-Mittelpunkt O bedingte  Visur  fO  seitwärts  von  A vorüber 
geben. 

Liest  man  den  Stand  der  Nonien  am  Horizontalkreise  ab 
und  dreht  das  Fernrohr,  bis  der  Seilenfaden  f mit  A coincidirt, 
so  gelangt  der  Faden  f nach  f',  der  Punkt  O nach  O' , und  es 
ist  der  Winkel  fCf  = OCO1  = a der  am  Horizontalkreise  abge- 
lesene Drehungswinkel.  Da  die  Linie  fO  gegen  den  Drehungs- 
Mittelpunkt  des  Kreises  stets  eine  constante  Lage  beibehält,  so 
wird  der  senkrechte  Abstand  Cp  des  Punktes  C von  fO  gleich 
dem  Abstande  Cp'  desselben  Punktes  von  der  Geraden  f'O  sein 
müssen. 

Nennt  man  AC=  D,  OC  = 6,  ferner  Cp  = Cp'  = r,  so  hat 
man  in  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  CpO  und  Cp' A : 


Cp — r = b sin  x 


und 

Cp'  ~ r = D , sin  .-1 

oder 

ösintr  = D.  sin  A, 

* 

daher 

D z 

sinx=  j-.sin/f.  . 

, 

Nun  folgt  aber  aus 

Dreieck  ACO'  s 

. CO'  .sinn 

8,n^  AO'  ’ 

oder,  da  man  statt  AO'  ohne  Fehler  OA  — D — b setzen  kann, 


*)  Eigentlich  ist  C der  Durchscbnittspnnkt  der  vertikalen  V indreh - 
uugsaxe  des  Instrumentes  mit  der  Ebene,  in  welcher  unsere  Zeichnung 
gedacht  ist,  nämlich  der  durch  den  Horizontalfaden  and  die  optische 
Axe  OF  des  Rohres  bestimmten  Ebene.  Dieser  Funkt  fällt  bekanntlich 
bei  einem  vollkommen  rectificirten  Instrumente  mit  dem  Schnittpunkte 
der  optischen  und  der  horizontalen  Drehungsaxe  des  Rohres  zusammen. 

**)  Die  Verhältnisse  der  beigefügten  Zeichnung  sind  absichtlich 
verzerrt,  um  eine  deutliche  Figur  zu  erhalten. 
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5« 


sin  A — 


b 

o— 6-8,D  “• 


DiesCn  Werth  in  Gleichung  (1)  substituirt  gibt 
D . 1 

»iiij=  2?'— ~6 ‘ 8in  a ~ T>  ’ 8111  *» 

1 — D 

oder,  da  jj  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  mit  vollkommener  Ge- 
nauigkeit : 

b 

sinx-=(l -gpsina.  ......  (2) 

✓ 

Hat  man  keinen  nahe  am  Horizonte  des  Instrumentes  liegenden 
günstigen  Zielpunkt  zu  Gebote,  so  kann  auch  ein  Hiihenpunkt  an- 
risirt  werden.  In  diesem  Falle  hat  die  Ebene  unserer  Figur  eine 
unter  dem  Winkel  h geneigte  Lage,  welcher  Wiukel  am  Hüben- 
kreise  abgelesen  werden  kann.  Wir  erhalten  dann  durch  Able- 
sung am  Horizontalkreise  nicht  mehr  den  Winkel  a,  sondern 
dessen  horizontale  Projektion  und  können,  da  h nie  gross 
sein  wird,  mit  hinlänglicher  Genauigkeit 


u = «'.cosA (3) 

setzen  und  aus  dieser  Gleichung  vorerst  a bestimmen. 

b 

Mari  sieht,  dass  das  zweite  Glied  ^-sina  der  Gleichung  (2) 

die  Reduktion  der  excentrisch  gelegenen  Visirlinie  des  Seitenfa- 
dens f bedeutet.  Ihr  Einfluss  auf  x beträgt  bei  einer  Distanz 
D=sl00°  nie  viel  mehr  als  1",  und  es  ist  hieraus  schon  ersicht- 
lich, dass  die  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen,  da  sie 
den  Werth  vou  x höchstens  uni  eine  Einheit  der  zweiten  Deci- 
malstelle  ändern  würden,  vollkommen  gestattet  ist. 

Die  Grösse  6 kann  am  Instrumente  mit  hinreichender  Genauig- 
keit mittelst  eines  Zollstabes  und  D mit  einem  Distanzmesser  oder 
auf  andere  Weise  gemessen  werden.  Um  den  Einfluss  zu  berech- 
nen, den  etwaige  Unsicherheiten  der  Grössen  b und  D auf  x aus- 
üben, hat  man,  wenn  man  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  x,  6 und 
D differenzirt, 

, D.db—b.dD  . 

cos x.dx=  — - .sin«, 


oder,  da  « und  x sehr  nahe  gleich  gross  sind, 

, D . db  — b .(ID 
rfx= •*«“• 
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oder  endlich 

dx"  = 206265 . tg  o . D db^b  fl/)  . . . (4) 

Der  Fehler  dx  wächst  also  mit  dem  Winkel  a und  steht  (ohne 
Rücksicht  des  Zählers  D.db — b.dD,  der  immer  klein  sein  wird) 
mit  D im  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse,  aus  welchem 
Grunde  man  D möglichst  gross  annehmen  wird.  Nimmt  man 
6 = (M}  Fuss  und,  um  gleich  einen  in  der  Praxis  nie  überschrit- 
tenen Grenzwerth  des  Fehlers  zu  bestimmen,  den  ungünstigsten 
Fall,  also  Z>  = 600  Fuss,  o=16'  *),  </6  = 0'02  und  dDz=  6', 
ferner  das  Zeichen  von  dD  negativ,  so  findet  man  r£r:=0"'04. 

Selbst  für  2>=5 0°  wird  der  Fehler  dx  erst  0/,-07 , also  in 
jedem  Falle  so  gering,  dass  er  selbst  bei  den  vorzüglichsten 
Instrumenten  nicht  in  Betracht  kömmt,  bei  welchen  der  Ablese- 
fehler kaum  unter  0"'5  gebracht  werden  kann. 

Gs  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  durch  Verviel- 
fältigung der  Beobachtung  oder  Multiplikation  das  Faden- Inter- 
vall mit  derselben  Schärfe  ermittelt  werden  kann,  mit  welcher 
man  überhaupt  mit  dem  betreffenden  Instrumente  zu  arbeiten  im 
Stande  ist,  und  ein  Mehr  ist  ja  nicht  nothwendig.  Ausserdem 
hat  man  den  Vortheil  eines  günstigen  Zielpunktes,  den  man  selbst 
wählen  kann,  und  es  dürfte  die  Arbeit  einfacher  sein,  als  bei 
der  Gauss’schen  Methode,  wo  die  stets  etwas  mühsame  Auf- 
stellung des  zweiten  Instrumentes,  um  dessen  optische  Axe  in 
die  Richtung  der  des  anderen  Instrumentes  zu  bringen,  jedenfalls 
mehr  Zeit  beansprucht. 


*)  Ein  «n  grosses  Faden -Intervall  von  16'  findet  nur  bei  den  riis- 
sersten  Fäden  eines  grossen  Instrumentes  statt,  wo  rechts  und  links  vom 
Mittefaden  drei,  also  im  Ganzen  sieben  Fäden  angebracht  sind. 


.•  'V 
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X. 

Verallgemeinerung  des  Fermat’schen  geometrischen 

Satzes. 

(Vergl.  Archiv.  T.  XXVII.  1.,  T.  XXX.  1.  3 ) 

Von 

Herrn  A.  Krüger, 

Dirertor  der  Kealachule  za  Framtadt. 


Der  genannte  Satz  gilt  nicht  bloss  vom  Kreise  (statt  vom 
Halbkreise,  wie  bisher  vorausgesetzt  wurde),  sondern  auch  mit 
einiger  Abänderung  von  der  Ellipse,  wenn  man  über  der  grossen 
Achse  derselben  ein  Rechteck  mit  der  Höhe  =6.V2  errichtet, 
wo  6 die  halbe  kleine  Achse  bezeichnet.  Dies  lässt  sich  auf 
folgende  Art  beweisen. 

Dreht  man  die  Figur  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  um  den  Durchmesser 
AB  — 2r  um  einen  Winkel  cp  und  projicirt  die  ganze  Figur  auf 
die  ursprüngliche  Ebene,  so  ist  die  Projection  des  Kreises  be- 
kanntlich eine  Ellipse,  .deren  grosse  Achse  2a  = 2r  und  deren 
kleine  Achse  26=  2r. cosg>  = 2a.cos<p,  während  die  Projection 
des  Rechtecks  ABCD  ein  Rechteck  ABC' D'  ist,  dessen  Grund- 
linie AB=2r  = 2a  und  dessen  Höhe  AC'  = AC.coscp,  oder,  da 
nach  Vorauss.  AC  = rV2  = a.V2  und  b=a.cosip,  dessen  Höhe 
AC  = a.  V2.cos<p  = 6.  V2  ist.  Die  Lage  der  Durchschnittspunkte 
F und  G auf  AB  bleibt  aber  bei  der  Drehung  unverändert/ 
mithin  ist  auch  für  die  Ellipse  AG®  + BF*=  AB*=4a*. 

" i \t  * " ‘ 

Umgekehrt  lässt  sieji  dieser  Satz  von  der  Ellipse  auch  direct 
beweisen,  so  dass-  dann  der.  vom  JKreise  eine  blosse  Folgerung 
daraus  ist.  • J ’ » " 

Ist  nämlich  über  AB=2a  (s.  dieselbe  Figur)  eine  Ellipse  mit 
der  kleinen  Achse  26  beschrieben  und  über  AB  ein  Rechteck 
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ABCD  mit  der  Höbe  AC  = bV 2 errichtet;  so  ist,  wenn  man 
eineD  beliebigen  Punkt  E in  der  Ellipse  mit  den  Ecken  C und  D 
des  genannten  Rechtecks  durch  die  Geraden  CE  und  DE  ver- 
bindet, welche  (nöthigen  Falls  verlängert)  AB  in  F und  G tref- 
fen, immer  AG*  + BFX=  ABi  = 4ai. 

Beweis.  Man  nehme  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  als  An- 
fangspunkt eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  AB  als 
Abscissenachse,  so  sind,  nenn  x' , y'  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes E sind,  die  Gleichungen  der  Geraden 


CE  ...  . I.  y—y'  = ^Tfa  * V2), 

DE  ...  . II.  y-y'=^~  (y'+l>v 2); 


folglich,  wenn  man  hier  y = 0 setzt,  die  Abscisseu  der  Puukte 

x'b  v2  — ay' 


F 


III. 


y'  + bv‘2  ’ 


G . . 
Also  ist: 


IV. 


x’bV'2  + ay' 
y'  +6V2  * 


V. 

Vi. 


. *'bv2  + ag'  lay'  + («  + x') b V2 
^G=0+y+6p2  = y +6V2 

„ ,,  .r'bvi—ay'  _ 2ay'  + (a—x‘)by2 

tst~a~  tf+tVi  “ y + 6v2 


vii  tt~  \ n r P'"1'  + 6 v2ja  + + («—*')* 

vu.  au  — (y' -f  6V2)2 

8 «2y2  f 462(o*  f :r'2)  + $n*.y'.f>V2 
- (y'  + bv  2)» 

Aber  man  hat : 


folglich 


VIII.  A*x'2=  «262 — «*y*. 


(r-  . 8oV'  + 8n*6*— 4aV*+ 8o*y.frV2 

IX.  AG*  + BF*= — * jy +6v2)» 


. . y*-2A*4V-*V2 

= 4a*-yV-$rj 'TO = 


Zusatz  I.  Ist  .4«  die  kleine  Achse,  so  ergiebt  sich  leicht, 
dass  der  Satz  aueh  gilt,  wenn  man  über  der  kleinen  Achse  ein 
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Rechteck  mit  der  Hohe  sr :a.v2  errichtet;  nnr  ist  die  in  Rede 
stehende  Qoadratsamme  dann  ss  Ab*.  ' 

Zusatz  II.  Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  man  statt  der 
beiden  Achsen  der  Ellipse  zwei  beliebige  conjugirte  Durchmesser 
ia1  und  26'  nimmt  und  statt  des  Rechtecks  ein  Parallelogramm 
(über  2o'  mit  der  anliegenden  Seite  =6'V2  parallel  mit  26'  oder 
über  26'  mit  der  anl.  Seite  sra'V 2 parallel  mit  2a')  constrnirt. 


XI. 

Multiplicationstafeln  zur  leichteren  und  sicherem  Be- 
rechnung der  Proportionaltheile  bei  logarithmisch-tri- 
gonometrischen  Rechnungen  mit  den  7stelligen  Tafeln 
von  Vega. 

Von 

Herrn  Doctor  Julius  Hartmanu , 

Lehrer  um  Gymnaiium  in  Rinteln. 


Der  ermüdendste  Theil  der  logarithmiscb  trigonometrischen 
Rechnungen  sind  die  Interpolationen.  Während  Vega  für  die 
Logarithmen  der  Zahlen  durch  seine  Proportionaltäfelchen  so  ge- 
sorgt hat,  dass  nichts  zu  wünschen  bleibt,  ist  für  die  noch  weit- 
läufigeren trigonometrischen  Rechnungen  nichts  geschehen.  Für 
geübtere  Rechner  bietet  Bremiker’s  „Tafel  der  Proportional- 
theile“ grosse  Vortheile.  Doch  ist  vielleicht  für  den  weniger 
Geübten  eine  weniger  voluminöse  Tafel  angemessener,  welche 
ganz  ähnliche  Täfelchen  enthält,  wie  die  Vegaischen  für  Loga- 
rithmen der  Zahlen,  so  dass  der  Rechner  die  vorn  schon  erlernte 
Methode,  nur  etwas  erweitert,  auch  hier  anwenden  kann. 

Alle  hier  vorkomtnenden  Multipiicationen  lassen  sich  anf  die 
Form:  (aß,  yS)X(ab,  cd),  worin  die  Buchstaben  Ziffern  vorstel- 
len, bringen.  Von  124°  bis  771°  nämlich  ist  die  Differenz  für 
1”  höchstens  eine  zweiziffrige  Zahl  mit  2 Decimalen,  ebenso  die 
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Anzahl  der  Secunden  höchstens  zweiziffrig  mit  2 Decimalen  *). 

• Von  6°  bis  12J0  resp.  77j°  bis  84°  kommen  Differenzen  mit  3 Zif- 
fern (von  100  bis  200)  und  2 Decimalen  vor.  Hier  kann  man  die 
Hälfte  der  Differenz,  welche  zweiziffrig  ist  (mit  sehr  wenigen 
Ausnahmen),  nehmen  und  nach  verrichteter  Multiplication  das 
Product  verdoppeln.  Von  1°20'  bis  6°  resp.  von  84°  bis  88°40' 
haben  die  Multiplicationen  die  Form  (abc,  d)X(a,  ßy),  statt  deren 
man  sogleich  (ab,  cd) X (aß,  y)  nimmt.  Für  die  Divisionen  ent- 
sprechend. Von  Anfang  bis  1°20'  resp.  von  88°40'  bis  Ende 
sind  die  Differenzen  grösser,  doch  wird  man  da,  wo  es  auf  Ge- 
nauigkeit ankommt,  den  bekannten  Satz  benutzen,  dass  die  Dif- 
ferenz zweier  Logarithmen  trigonometrischer  Functionen  gleich 
der  Differenz  der  Logarithmen  ihrer  Secundensumme  ist. 

Die  Täfelchen  schreiten  nun  von  10,00  bis  99,80  von  20  zu 
20  Hundertein  fort;  in  jedem  finden  sich  die  10-,  20-,  30-  etc.  fachen 
der  Kopfzahlen  unmittelbar,  und  somit  auch  die  1-,  2-,  3....9fachen, 
die  0,1-,  0,2-  etc.  fachen  derselben.  Die  Interpolationen,  oder 
wenn  man  will,  Correctionen , die  man  anbringen  muss,  um  die 
Zahlen  eines  nicht  vorhandenen  Täfelchens  aus  dem  nächsten 
sich  vorfindenden  abzuleiten,  sind,  wie  man  leicht  sieht,  einfach 
folgende:  Ist  ab,  cd  die  Kopfzahl  des  Täfelchens,  welches  eigent- 
lich benutzt  werden  sollte  (der  Multiplicand),  und  aß,  yS  der  Mul- 
tiplicator,  u der  Unterschied  des  Multiplicanden  und  der  nächsten 
sich  vorfindenden  Kopfzahl,  als  ganze  Zahlen  betrachtet,  so  bilde 

man  und  «Xa  mit  Hinweglassung  der  letz- 

ten, und  uXß  mit  Abwertung  der  2 letzten  Ziffern,  und  addire 
diese  Correctionen,  wenn  man  vom  kleinern,  subtrahire,  wenn 
man  vom  grossem  Täfelchen  ausging.  Für  die  Decimalstellen  des 
Multiplicators  ist  keine  Correction  nöthig,  selbst  uXß  fällt  in  den 
meisten  Fällen  weg  und  beträgt  höchstens  eine  1.  Zur  Vermei- 
dung eines  Irrthums  wird  man  auch  wohl  die  Vielfachen  in  bei- 
den Täfelchen,  zwischen  welche  die  corrigirte  Zahl  fällt,  vergleichen. 

Beispiel. 

I)  Multiplication:  Man  habe  37,31x59,82  zu  bilden. 

Täfelehen  37,40;  Unterschied  u = 9;  a = 5;  0 = 9. 

1)  50X  37,40  = 1870,  weniger  (9x5):  10  gibt  1865, 

2) .  9X  37,40  = 337,  . (9x9):  100  „ 336,  :f. 

, 3)  0,8  x 37,40=  30, 

4)0,02  x 37,40  •••  " 

• 2232. 

i 

•)  Ist  dabei  eine  »der  andere  SCifier  =0,  so  erleichtert  das  hin»  die 
llcchmmg. 
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Nach  einer  kleinen  Uebung  wird  man  auch,  wie  vorn  bei  den 
Logarithmen  der  Zahlen  2,  hier  die  4 Zahlen  successive  im  Kopfe 
zusammenzählen,  ohne  etwas  niederschreiben  zu  müssen.  Da 
übrigens  der  Rechner  selbst  abrundet,  hat  er  die  Genauigkeit  in 
seiner  Gewalt  und  kann  uüthigenfalls  noch  eine  Stelle  weiter  in 
Rechnung  nehmen.  (Dies  würde  hier  1865. 5 + 335. 8+  29. 9 + 0, 7 
= 2231,9  geben.) 

II)  Division:  Man  habe  2232:37,31  zu  bilden. 

'Täfelchen  37,4(1;  «t  = 9. 

1)  1870,  nächst  kleineres  Vielfache  unter  2232,  gibt  a = 5, 

1870  weniger  (9x5):  10  gibt  1865/ von  2232  bleibt  Rest  367; 

2)  337,  nächst  kleineres  Vielfache  unter  367,  gibt  ß = U,  , 
337  weniger  (9x9):  100  gibt  336,  von  367  bleibt  Rest  31; 

3)  30,  nächst  kleineres  Vielfache  unter  31,  gibt  y=8,  Rest  1 ; 

4)  0,7  oder  1,1  oder  1,4  ......  <5=2  od.=3od,  =4; 

Resultat  59,82  oder  59,83 

oder  59,84. 

Letztere  Unsicherheit  der  2ten  Decimalsteile  liegt  in  der  Natur 
der  Abrundung  *). 

Beide  Verfahrungsarten  sind  eigentlich  abgekürzte  Multipli- 
cation und  Division.  Man  erspart  aber  dabei  die  eigentlichen  Mul- 
tiplicätionen  mebrziffriger  Zahlen , ermüdet  also  nicht  so  sehr  und 
erreicht  grössere  Sicherheit,  da  man  bei  den  Multiplicationen  kei- 
nen Fehlern  ausgesetzt  ist  Auch  kommt  man  unbestritten  rascher 
zum  Ziele,  als  durch  gewöhnliche,  selbst  abgekürzte  Multiplica- 
tion und  Division.  Will  man  dabei  schreiben,  so  wird  wohl  die 
gewöhnliche  Form  der  Multiplication  und  Division  am  zweckmäs- 
sigsten  sein,  wobei  man  das  u sich  besonders  markiren  wird. 
— ■-  I " i 

*)  Zieht  man  eine  Stelle  mehr  in  Rechnung,  «o  hätte  man 
1H65.&  von  2232,  bleibt  Reet  366.5, 

336.6  — 0,8  gibt  335.8,  „ „ 30.7, 

, 29'9>  *•  •>  »•* 

und  darnne 

| •>  I •.  i <5  = 2. 

(Jebrigena  iet  anch  3 = 2 nicht  absolut  genan;  es  ist  nur  bester  der 
mittlere  einiger  möglichen  Werthe;  denn  2232  wird  man  sowohl  als 
Resultat  der  MuUiplication  von  37,31  mit  59,6t , als  mit  59,82,  als  mit 
59,83  zu  halten  berechtigt  sein;  'und  da  alle  Werthe  von  2231,5  bis 
2232.4  auf  2232  abgerundet  werden,  so  ergibt  auch  die  vollständige  Di- 
vision von  37,31  in  einigen  dieser  Werthe  59,81  * in  andern  59,82,  in 
andern  59,83.  Noch  grösser  fallt  die  Unsicherheit  aus,  wenn  man  auch 
statt  37,31  Werthe  zwischen  37,305  und  37,314  statuirt. 


•Ihsll  XXXI. 
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XII. 

Beweis  des  in  Theil  XXX.  Heft  III.  S.  355.  mitgetheil 
ten  geometrischen  Lehrsatzes. 

Von 

Herrn  A.  Krüger, 

Director  der  ReaUchule  zu  Frautladt. 


Lehrsatz.  Wenn  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  8.) 
die  Linie  AD  beliebig  gezogen  ist.  so  ist  immer 

AW.CD  + AC*.BD-AD*.BC=  BC.BD.CD. 

(Vergl.  Grunert  im  Archiv.  XXX.  3.  p.  355.) 

Beweis.  Setzt  man  AB  = c,  AC  — b,  BC  = a,  AD  =* d, 
BD=m,  CD  = n,  so  ist  zu  beweisen,  dass 
e*it  + bhn  — (Pa  = amn. 

Bezeichnet  man  einen  der  Winkei,  welchen  AD  mit  BC  bildet; 
etwa  den  Winkel  ADB,  mit  g> , so  ist  bekanntlieh : 

I.  c*=d*-f-m* — 2dm  cos  9, 

II.  6*  = d*  + n*  -f  2dn  cos  9. 

Multiplirlrt  man  I.  und  II.  respective  mit  n und  m,  so  ist: 

III.  c*n  = d*n  + m*n  — 2dmn  cos  q», 

IV.  b2m  = tPm+mnt+'2dmncoa<p; 

addendo  : V.  c*n  + fi*m  = d*(m-)-n)-f  mn(m  + n) 

oder:  c*a-f  A1« — (Pa  = amn. 

Zusatz,  ln  etwas  veränderter  Form  gilt  der  Satz  auch  für 
den  Fall,  dass  die  Linie  AD  die  Verlängerung  von  BC  trift. 
Man  findet  in  ähnlicher  Weise : 

c*n  — b*m  -t  d*a  — ^ amn, 

wo  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  jenach- 
dem  AD  die  Verlängerung  der  BC  Aber  C oder  B hinaus  trilt 
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XIII. 

Theorie  der  Kegelschnitte  nach  einer  neuen  Methode 
analytisch  entwickelt. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Erklärung  der  Kegelschnitte. 

}■  1 

Alle  unsere  folgenden  Untersuchungen  werden  sich,  mit  einer 
einzigen  Ausnahme,  auf  die  späterhin  besonders  aufmerksam  ge* 
macht  werden  wird,  nur  auf  eine  Ebene  beschränken,  in  welcher 
alle  Constructionen  ausgefübrt  werden.  Mit  Rücksicht  hierauf 
lassen  sich  die  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  auf  folgende  Art 
erklären. 

t • ' 

Eine  Linie,  welche  nach  einem  solchen  Gesetze 
gekrümmt  ist,  dass  die  beiden  Entfernungen  eines 
jeden  ihrer  Punkte  von  einem  gegebenen  Punkte  und 
einer  der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  ein  constao* 
tes  Verbältniss  zu  einander  haben,  heisst  ein  Kegel- 

NCbnittj 

oder : 

Der  geometrische  Ort  aller  derPunkte,  deren  beide 
Entfernungen  von  einem  gegebenen  Punkte  und  einer 
der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  ein  constantes  Ver* 
hältniss  zu  einander  haben,  heisst  ein  Kegelschnitt. 

Der  gegebene  Punkt  wird  der  Brennpunkt  des  Kegelschnitts, 
und  die  der  Lage  nach  gegebene  Gerade  wird  die  Leitlinie 

5* 
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oder  die  Directrix  desselben  genannt.  Die  durch  den  Brenn- 
punkt gehende,  senkrecht  auf  der  Directrix  stehende  Gerade  heisst 
die  Axe  des  Kegelschnitts,  und  die  constante  Zahl,  mit  welcher 
man  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des  Kegelschnitts  von 
der  Directrix  multipliciren  muss,  um  die  Entfernung  dieses  Punk- 
tes des  Kegelschnitts  von  dem  Brennpunkte  zu  erhalten,  wird 
die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  genannt 

Bevor  wir  zur  Entwickelung  der  auf  die  obige  Erklärung  ge- 
gründeten zauz  allgemeinen  analytischen  Theorie  der  Kegelschnitte 
übergehen,  ist  es  zweckmässig,  uns  durch  eine  möglichst  einfache 
Betrachtung  vorläufig  eine  allgemeine  Vorstellung  von  der  Natur 
und  den  verschiedenen  Arten  dieser  Curven  zu  verschaffen,  was 
der  Zweck  des  folgenden  Paragraphen  ist. 


§.  2. 

Die  Axe  und  die  Directrix  des  Kegelschnitts  wollen  wir  respec- 
tive  als  die  Axen  der  x und  y eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  xy  annehmen,  und  bezeichnen  in  diesem  Systeme 
die  Coordinaten  des  Brennpunkts  des  Kegelschnitts  durch  a,  0.  Be- 
zeichnet dann  hier  und  im  Folgenden  immer  n die  Charakteristik 
des  Kegelschnitts,  so  ist  dessen  Gleichung  nach  der  in  §.  1. 
gegebenen  allgemeinen  Erklärung  und  bekannten  Formeln  der  analy- 
tischen Geometrie  offenbar : 

J)  ......  . . (x — a)®  + y*  — n* x*. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durcbschnittspunkte  des 
durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Kegelschnitts  mit  seiner 
Axe,  welche  bekanntlich  zugleich  die  Axe  der  x ist,  durch  u,  0; 
so  halten  wir  nach  der  vorstehenden  Gleichung  znr  Bestimmung 
von  u die  Gleichung 

* (*  — o)*  = »*n*,  « — a = ±n«; 

woraus  , ( 

Q o ; • '•» 

2) M = « -----  oder  U = V — rrr-r 

1+n  T»T1 

folgt,  so  dass  also  ><  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  hat  arid  es 
folglich  auch  im  Allgemeinen  zwei  Durchschnittspunkte  des  Kegel- 
schnitts mit  der  Axe  giebt,  was  aber  nun  die  folgende  weitere 
Discussion  erfordert.  : ■ ^ • 

Wehn  n = l ist,  so  liefert  das  obere  Zeichen  in  den  vorste- 
henden Formeln  Cur  u das  .Symbol  des  Unendlichen,  and  nar  das 
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untere  Reichen  liefert  für  u einen  endlichen  völlig  bestimmten 

Werth.  Wenn  dagegen  n^l  ist,  so  liefern  in  den  vorstehenden 

Formeln  beide  Zeichen  fiir  u endliche  völlig  bestimmte  Werthe. 
Hieran«  sehen  wir,  dass  die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik 
gleich  der  Einheit  ist,  die  Axe  nur  in  einem  Punkte,  dass  da: 
gegen  die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  kleiner  oder  grös- 
ser als  die  Einheit  ist,  die  Axe  in  zwei  Punkten  schneiden; 
und  werden  hierdurch  von  selbst  genöthigt,  zuvörderst  zwei  klas- 
sen  der  Kegelschnitte  zu  unterscheiden,  jenachdem  ihre  Charak-’ 
Uristik  gleich  der  Einheit,  oder  kleiner  oder  grösser  als  die  Ein- 
heit ist 

Die  Punkte,  in  denen  ein  Kegelschnitt  die  Axe  schneidet, 
werden  seine  Scheitel  genannt. 

Wenn  n=)  ist,  so  bat  der  entsprechende  Kegelschnitt  nur 
einen  Scheitel,  dessen  erste  Coordinate  u nach  dem  Obigen 
durch  die  Formel 

3)  u—\a 

• i 

bestimmt  wird,  woraus  sich  ergiebt,  dass  der  Scheitel  in  der  Mitte, 
des  von  dem  Brennpunkte  auf  die  Directrix  gefällten  Perpeudi-, 
kels  liegt. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  nach  1)  in  diesem  Falle: 
(x  — <?)*  + y*  = x1 , also  y*  = a (Ix — o); 

woraus  sich 

4)  i/=iV«(2z-o) 

ergiebt.  Für  ‘2z  — a~ 0,  also  x = \a,  verschwindet  y,  d.  h.  die 
Axe  wird  von  dem  Kegelschnitte  in  dem  Scheitel  geschnitten, 
wie  uns  schon  bekannt  ist.  Wenn  aber  2x — o nicht  verschwin- 
det, so  ist  y reell  oder  imaginär,  jenachdem  a und  2x — a,  oder 
a und  x — io  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Ist  also 
a positiv,  so  ist  y reell  oder  imaginär,  jenachdem  x >■  Ja  oder 
x < 4a  ist;  ist  dagegen  a negativ,  so  ist  y reell  oder  imaginär, 
jenachdem  x < io  oder  x > ja  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  unniit-, 
telbar  mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  der  Kegelsc  hnitt  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite, 
eines  durch  den  Scheitel  auf  die  Axe  errichteten  Perpendikels 
liegt,  und  zwar  immer  auf  der  Seite  dieses  Perpendikels,  auf 
welcher  auch  der  Brennpunkt  liegt.  Natürlich  liegt  der  Kegel- 
schnitt auch  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix, 
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und  zwar  aul'  der  Seite  derselben,  auf  welcher  anch  der  Brenn- 
punkt liegt.  . . ./  ,lf 

Wenn  y reell  ist,  so  hat  y nach  4)  wegen  der  doppelten  Zei- 
chen immer  zwei  absolut  gleiche,  den)  Zeichen  nach  entgegen- 
gesetzte Wertbe,  und  der  Kegelschnitt  liegt  folglich  auf  beiden 
SeiteD  der  Aze  ganz  auf  gleiche  Art. 

Wenn  der  absolute  Werth  von  x von  dem  absoluten  Wertbe 
von  in  an  in’#  Unendliche  wächst,  so  wachsen  offenbar  auch  die 
entsprechenden  absoluten  Wertbe  von  y von  Null  an  in’s  Unend- 
liche, woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  der  Kegel- 
schnitt sich  auf  beiden  Seiten  der  Aze  von  derselben  in!«  Un- 
endliche entfernt.  , 

Nehmen  wir  den  Scheitel  als  den  Anfang  eines  dem  primiti- 
ven Systeme  der  xy  parallelen  Coordinatensystems  der  xtyi  an, 
so  Ist 

x = ia  + xt,  y = y,; 

also 

2x  — a = 2xlf  y=yt; 

folglich  nach  4)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Bezug  auf 
dieses  Coordinatensystem : 

5)  - y,*  = 2or,. 

Das  Bisherige  reicht  bin,  die  Kegelschnitte,  deren  Charakte- 
ristik gleich  der  Einheit  ist,  im  Allgemeinen  zu  charakterisiren. 

Wenn  n ^ 1 ist,  so  bat  der  Kegelschnitt  zwei  Scheitel,  de- 
ren erste  Coordinaten  durch  die  Formel 

, • . . M- 

6)  . . = «^r 

bestimmt  werden , w elches  uns  von  selbst  darauf  fahrt,  wieder 
zwei  Falle  zu  unterscheiden,  jenachdem  n<l  oder  n>  1 Ist,  in- 
dem schon  die  änssere  Form  der  beiden  obigen  Ausdrücke  von 
u uns  darauf  hiuweiset,  dass  die  beiden  Werthe  von  u gleiche 
oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem  n < 1 oder  n>  1 
ist,  was  schon  allein  hinreichen  würde,  diese  neue  Unterschei- 
dung zweier  Fälle  zu  rechtfertigen. 

• - • • i,  »’  l , . . 

Weut»  h <s  I ist»  00  haben  die  beiden  durch  die  Formel 

a 

- TrTt 
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gelieferten  Werthe  von  u gleiche  Vorzeichen,  and  zwar  immer 
ein  und  daseelbe  Vorzeichen  mit  a.  Ferner  ist  offenbar 

Ü 

val.  abs.  | ^ ^ <val.  abs.  a, 
vai.  abs.  val.  abs.  a; 

woraus  sieb  ergiebt,  dass  der  eine  Scheitel  zwischen  der  Direc- 
trix  and  dem  Brennpunkte,  der  andere  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  des  Brennpunkts  in  der  Axe  liegt. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  in  diesem  Falle  nach 
dem  Obigen; 

-...im  , {ar— «)*  + »*=»•*:*, 

woraus 

.7) y = dt  V n*a*  — (x  — a)* 

folgt.  Also  ist  y nur  dann  reell,  wenn 
n*.z*  — (x  — o)*  ^0, 

wenn  also 

|(n  — 1)*  + a||  (n  + !)*—«(  ^0 

oder 

(a— (1— «)*!{«  — (l  + n)a:)^0 

ist.  Verschwindet  dieses  Product,  so  muss  einer  seiner  beiden 
Factoren  verschwinden,  also 

a — (1 — n)x— 0 oder  a — (1  + n)x  = 0 

sein,  was 

o , a 

• x = | oder  — ' 

1 — n 1-fft 

gieht,  und  uns  also  auf  die  beiden  Scheitel  des  Kegelschnitts 
führt,  wie  sich  auch  von  selbst  versteht.  Verschwindet  dagegen 
das  obige  Product  nicht,  so  muss  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander 

fl  — (1 — n)a:^0,  a — (l  + n)ar^0; 

also 
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\ . .i-  i-dfixifl/  1 1 «Oi 

x . . x 

! •!■•  1-1  > 1—71 


-f-ll  / ->»ll  • *.  i.t1  !■  Mi  ii;  \ 


sein,  wo  offenbar  ilie  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten , jenaeh- 
dem  a positiv  oder  negativ  Ut.  In  beiden  Fällen  ist  aber  x eine 
Mittelgrösse  zwischen 


a 

l-n 


und 


1 + »' 

. • . K'-nv  > d - -i*..  ••  • 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  in  diesem  Felle  der  ganze 
Kegelschnitt  zwischen  den  beiden  durch  die  Seheitel  auf  die  Aze 
errichteten  Perpendikeln  liegt.  In  Verbindung  mit . dem  Obigen 
geht  hieraus  auch  ganz  von  selbst  hervor,  dass  der  gähze  Kegel- 
schnitt auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrlx  Hegt,  und 
zwar  immer  auf  der  Seite  derselben,  auf  weicherauch  der  Brenn- 
punkt liegt.  - 

I)a  r sich  nur  zwischen  den  Gränzen  - ; 

I u * u It  'i  ,,  1 -• 

I und  j—, — 

1 — n 1 + n 

ändern  kann,  wenn  y reell  sein  soll,  so  kann  auch  y nie  unend- 
lich werden,  sondern  behält  immer  einen  endlichen,  völlig  be- 
stimmten reellen  Werth,  insofern  es  überhaupt  reell  ist,  und  wegen 
der  doppelten  Zeichen  in  der  Gleichung  7)  gehören  zu  jedem 
Werthe  von  x,  für  welchen  y überhaupt  reell  ist,  zwei  endliche 
völlig  bestimmte  Werthe  von  y,  die  absolut  gleich,  dem  Zeichen 
nach  aber  entgegengesetzt  sind,  woraus  sich  ergiebt,  dass  der 
Kegelschnitt,  welcher  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  offenbar 
eine  geschlossene,  in  sich  selbst  zurücklaufende  Curve  ist,  auf 
beiden  Seiten  der  Axe  auf  völlig  gleiche  Art  liegt. 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden  Schei- 
tel von  einander,  dessen  Coordinateu  nach  dem  Obigen 

+ 4 * und  0 

•>  1 1 

sind,  als  den  Anfang  eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme  der 
xy  parallelen  Coordinatensystems  der  x,yt  au,  so  ist 


folglich 


..i  s.'  i . t 

x ~ ^ Xt  ’i 


nTa . . 

1 — 1^*  + **’ 


•*  I » 
,1 . 
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also  nach  7)  die  Gleichung  des  KeggUcjbptta;  „ „ 

.vi* = «a(rz^+ *■)’  i-  (rS.» + *.)’  • 


woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

U--  „»a* 

yia=r^-.-(I~ni)-r*9, 

* * *»  *•'.»#•••.«  i 

folglich 


* . »‘  i ..  I . «' 

• ;l  ili  t/lijeiK*  r ir 


8) 


yi 


— «) 


ergiebt.  Hieraus  sieht  man,  dass  y,  und  also  auch  y seinen 
grössten  absoluten  Werth  für  xl  =0,  also  nach  dem  Obigen  für 

. ’ - . ■ ! « . .1 

• i.i  . X = 1— „*  * 

i*  • • ‘ .>  . .•  .ii  #.  .•  .!  ' • j.i  . .i i » 

erreicht,  und  dass  nach  der  vorstehenden  Gleichung  des  Kegel- 
schnitts dieser  grösste  Werth  von  y 

n . val.  abs.  a 


VT— n» 


ist 


Wenn  n^l  ist,  so  haben  die  beiden  durch  die  Formel 


„TI 


gelieferten  Werthe  von  * entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  die 
beiden  Scheitel  liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
Direct'rix.  Der  durch  die  dem  absoluten  Werthe  nach  kleinste 


erste  Coordinate 


i. 


t 


a > 

üjt,,:; 


bestimmte  Scheitel,  welcher  also  der  Directrix  am  nächsten  ist, 
liegt  immer  zwischen  der  Directrix  und  dem  Brennpunkte,  weil 
die  obige  erste  Coordinate  mit  a gleiches  Vorzeichen  hat  und  ihr 
absoluter  Werth  kleiner  als  der  absolute  Werth  von  a ist.  Die 
Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  in  diesem  Falle  wieder  nri.  ■! 

, (*  — a)*  + Jt*.  = »***>,• 

woraus 

' ».  11'  ■•f  . i ..  . > . .in  i ' i , , ■ :i 

#)••••■■■•  y=s±  V»***— (*<rtjp)»  ...  v , , 
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folgt.  Also  ist  y nur  dann  reell,  wenn 

».***-(*— 

oder  wenn 

t(n-l)*+a||(n  + l)aT-a|;^0 

ist.  Wenn  dieses  Product  verschwindet,  so  muss  einer  seiner 
Factoreo  verschwinden,  was 

(n— l)*  + a=0  oder  <»+!)*  — a=0, 

also 

, , *=-i=i od«  *=+,rh 


giebt,  folglich  auf  die  beiden  Scheitel  des  Kegelschnitts  führt, 
wie  es  sein  muss.  Wenn  dagegen  das  obige  Product  nicht  ver- 
schwindet, so  muss  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander 

M ■ t ■ 1 . • . 

(n  — l)*+o^0,  (n-f-l)ar  — o^O; 


also 


*<+»+l 


sein;  und  wenn  daher  y reell  sein  soll,  so  darf  x keine  Mittel* 
grosse  zwischen  ' 

- ,7^1  und  +^T1 


sein,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  der  ganze  Kegel« 
schnitt  ausserhalb  der  beiden  durch  die  Scheitel  auf  die  Aae 
errichteten  Perpendikel  liegt,  folglich  auch  keine  geschlossene,  in 
sich  selbst  zurücklaufende  Curve  sein  kann.  Wenn  a positiv  ist, 
so  sind  die  beiden  Bedingungen 


*>-^3!*  *>  + ;rh 

zugleich  erfüllt,  weno  nur  die  zweite  erfüllt  lat,  und  die  beiden 
Bedingungen  . ! ■ / 

*<+.rn 


sind  zugleich  erfüllt , wenn  nur  die  erste  erfüllt  ist.  Wenn  dage 
gen  a negativ  ist,  so  sind  die  beiden  Bedingungen 


I 


Digitized  by  Google 


nach  einer  neuen  Methode  anaiylixeh  entwickelt. 


75 


*>  — ; 


r*  d 


7-\i  *>+irn 


erfüllt,  wenn  nur  die  erste  erfüllt  ist,  und  die  beiden  Bedingungen 

a fl  ,! 

x<~^=rv  *<+;rn 


sind  erfüllt,  wenn  nur  die  zweite  erfüllt  ist.  Wenn  also  a positiv 

Q > Q »ii 

ist,  so  ist  y reell  für  rr  und  lur  x < *;  und  wenn 

3 1 n-f  l n — 1’ 

a . d 

a negativ  ist,  so  ist  y reell  für  x>  — un<*  ^ x<+^-y. 
Stellt  man  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  unter  der  Form 


y=±  V |(n  — l)x  + a||(n  + \)x—  a! 


dar.  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  man  im  Falle  eines 

a 

positiven  a die  Grösse  x von  -f  an  zunehraen  oder  von 

a . an  abnehmen  lässt,  dagegen  im  Falle  eines  negativen  a 

B — 1 


die  Grösse  x von i an  zunehmen , von  + — — ■ *•>  aboeh- 

n — 1 »+l 

men  lässt,  die  Grösse  y,  absolut  genommen,  in's  Unendliche 
nächst,  und  für  jeden  Werth  von  x immer  zwei  absolut  gleiche, 
dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Werthe  hat.  Nimmt 
man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  znsammen,  so  sieht  man,  dass 
im  vorliegenden  Falle  der  Kegelschnitt  aus  zwei  von  einander 
getrennten , ganz  ausserhalb  der  beiden  durch  Hie  Scheitel  anf 
die  Axe  errichteten  Perpendikel  liegenden,  in’s  Unendliche  sich 
erstreckenden  Zweigen  oder  Aesten  besteht,  von  denen  jeder  auf 
völlig  gleiche  Weise  auf  beiden  Seiten  der  Axe  liegt.  Jeder 
dieser  beideu  Zweige  oder  Aeste  für  sich  liegt  nach  dem  Vor- 
hergehenden  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrix, 
die  beiden  Zweige  oder  Aeste  selbst  liegen  aber  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Directrix.  Der  Brennpunkt  und  der  densel- 
ben enthaltende  Zweig  liegen  auf  einer  und  derselben  Seite  der 
Directrix,  der  Brennpunkt  und  der  ander«  denselben  nicht  ent- 
haltende Zweig  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Directrix. 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Fntfernung  der  beiden  Schei 
tel  von  einander,  dessen  Uoordinaten  nach  dem  Obigen 


*'+  * 


)=s- 


n*  — 1 


und  0 
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sind,  als  Anfang  eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme  der  ry 
parallelen  Coordinatensystefhs  der  :r,y,  an';  so  ist 


4.  t : IgJLLt+L' l!‘  !.»•'  Ml* 

l + ;ri'  y—y i 


und  folglich 


r, 


„*n  '• 


ri*a 

x-a  = — 


also  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  des  Kegelschnitts : 

I >•  ' ' 

• *•=»•(*,  - 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 


also  > . 

10)  . . . . yi  = ±\f  (ri*— ’ 1 

1 ■ * /I  . . •*  - • 1 .« 

ergiebt,  aus  welcher  Gleichung  man  auch  in  Verbindung  mit  dem 
Obigen  am  leichtesten  übersieht,  das.4  die  heideu  Zweige  oder 
Aeste  des  Kegelschnitts  zwar  eine  verkehrte  Lage  gegen  einan- 
der haben,  sonst  aber  völlig  gleich  sind,  weil  nämlich  die  Werthe 
vony,  ungefindert  bleiben,  man  mag  positiv  oder  negativ  nehmen. 

• i>  ..  . ii 

Wollte  man  in  Bezug  auf  das  primitive  Coerdinatensystem 
die  Cnordinaten  0,  v der  Punkte  bestimmen  , in  denen  die  Direc- 
trix  von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,  so  würde  man  aus 
der  allgemeinen  Gleichung  1)  erhalten: 


woraus  man  sieht,  dass  r allgemein  imaginär  ist,  und  also  kein 
Kegelschnitt  seine  Directrix  schneidet.  • !>  • i 

t 

Nach  diesen  Betrachtungen  haben  wir  also  drei  wesentlich 
verschiedene  Kegelschnitte,  jenachdem  die  Charakteristik 

n = l,  rt  < 1,  «>  1 

• ■>  ■.■■■  • • «! 

ist,  welche  respective 

Parabel,  Ellipse,  Hyperbel 

genannt  werden.  Von  den  beiden  in’s  Unendliche  sich  erstrecken- 
den Zweigen  oder  Aesten  der  Hyperbel  heisst  der,  welcher  den 
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Brennpunkt  entbilt,  der  erste  Zweig,  und  derj  -welcher  deo 
Brennpunkt  nicht  enthält,  der  zweite  Zweig.  Bei  der  Ellipse 
und  Hyperbel  heisst  der  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden 
Scheitel  von  einander  der  Mittelpunkt  oder  des  Centrum  des 
betreffenden  Kegelschnitts. 


Nach  8)  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  in  dem  Systeme  de^jr,^: 

’ M " „ o,  - . »*«a  ' • ' » 

,/,0->»*)afc*+Ä«  - TFZJP  .■  - / - <1 

oder 


t < 


r ,i  • • 


II)  . . . ( na  ^ f na  ^ -I. 

i ' \l  -aV  V.Vl — n2-' 


Für 


na 


. l-na  V'l— n* 

wird  also  die  Ellipse  ein  Kreis.  Aus  vorstehender  Gleichung 
folgt  aber  ' ’S 

A L ■ . ‘ i 

1-«*.=  - Vj-»*=1,  | — n2  = 1 , n = 0; 


wodurch  die  Ausdrücke 


na 

1-** 

* 


und 


na 

VT^ 


beide  verschwinden,  insofern  a eine  endliche  völlig  bestimmte 
Grösse  ist  Das  Wahre  bei  der  Sache  ist  aber  Folgendes.  Wir 
wollen  n sieh  der  Null  nähern  und  den  absoluten  Werth  von  a 
so  in’s  Unendliche  wachsen  lassen,  dass,  indem  r eine  bestimmte 
endliche  reelle  positive  Grösse  bezeichnet,  immer 


vah  abs.  ==r 

V l— -n* 

ist;  daen  wird,  weil  nun  |;-j.  . ;t  i ,j  < 


*■  d lilyi.i 


ist 


‘.V 

sich  offenbar 

■ : •_  *ui  »Ir»* 


val.  abs. 


— */ 


val.  abs. 


na 

I—  n* 


. -1  1- 


immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der 
Grösse  r,  nach  11)  also  die  Ellipse  immer  mehr  und  mehr  und 


v 
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bi«  zu  jedem  behelligen  Grade  einem  Kreise  mit  dem  Halbmesser 
r otihern,  dessen  Gleichung  \ 


(?)  + (?)’“■ 1 °der 


ist.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  Hegt  in  der  Axe  und  seine 
mit  ihrem  gehörigen  Zeichen  genommene  Entfernung  von  der 
Directrix  wird  nach  dem  Obigen  für  jeden  Werth  von  a und  » 

durch  den  Bruch  jz^n*  bestimmt,  wächst  aber,  absolut  genom- 
men, offenbar  in’s  Unendliche. 

' * , t , I % 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  dem  Systeme  der  xxyx  ist 
nach  10) 


oder 


12)  . . , ( na  ) — f na  ) :*=!. 


Aus  der  Gleichung 


na  na 

folgt 

V"«*-l  = l,  n» - 1 ==  1, 


also 


na 

n*-l  ~ 


aV% 


nu 


aV  2; 


» = V2; 


folglich  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  dem)  Systeme  der  xxyxi 


13>  ■ • t^)'-C.vä)'=‘ 

' •'  ] 1 . •' 

Eine  Hyperbel,  deren  Charakteristik  vH  ist,  wird  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  genannt,  t 

Die  Entfernung  des  Mittelpunkts  einer  solchen  Hyperbel  von 
der  Directrix  ist  nach  dem  Obigen  offenbar  — i 
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n. 

Allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte. 


Allen,  unseren  Untersuchungen  legen  wir  nun  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Cnordinatensystem  der  xy  zu  Grunde  und  bezeich- 
nen in  Bezug  auf  dieses  System  die  Coordinaten  des  Brennpunkts 
' des  Kegelschnitts  durch  f , g , die  Gleichung  seiner  Directrix  durch 

1)".  . . . . . Ax+ßy  + C=  0, 

*•  ,» 

die  Charakteristik  aber  wie  gewöhnlich  durch  n.  Ist  dann  (xy) 
ein  beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach  den  Lehren 
der  analytischen  Geometrie 

(Ax  + By- f C)* 

a*+b» 

das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  der  Directrix,  und 


(x—/)*  + (y—g)* 

ist  das  Quadrat  seiner  Entfernung  vom  Brennpunkte.  Folglich 
ist  nach  {.  1.  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 


oder 


n*(Ax  + By  + C)* 
A*+B* 


2)  »*  ( Ax + By  4-  €)*  = ( A* + Ä*)  I — f)%  \ (y  — y)*  I- 
Zieht  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  aus,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

3)  n (Ax  + By+C)  H* -/)*+(*- ff  )*l . 


in  welcher  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss, 
jenachdem  die  Grösse  Ax  + By+C  positiv  oder  negativ  ist.  Um 
aber  eine  genauere  Bestimmung  wegen  des  Zeichens  zu  geben, 
müssen  wir  zuerst  den  folgenden  Satz  beweisen. 

* * ’ » * ' • i . 


. • . . 4.  • >'  . 

Lehrsatz.  Die  Punkte  (*,y,)  und  C**y»)  liegen  auf 
einer  und  derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  durch  die  Gleichung 
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Ax  + By\  C=0 

in  Bezug  auf  ein  beliebige^  Coor d inatensyst e m cha- 
rakterisirten Geraden,  jenachdem  die  Grössen 

Ax j -f  ßyx  -f  C und  Ax2  + By,  + C 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Beweis.  Eine  der  beiden  Coordinatenaxen  wird  von  der 
durch  die  Gleichung 

Ax  -f  By  + C = 0 

charakterisirten  Geraden'  immer  geschnitten.  Wir  wollen  anneh- 
men, dass  diese  Coordinatenaxe  die  Axe  der  x sei.  Legen  wir 
nun  durch  die  Punkte  (xxy,)  und  (x^y^)  zwei  der  durch  die  Gleichung 

Ax\By  + C = 0 

charakterisirten  Geraden  parallele  Gerade,  so  sind  deren  Glei- 
chungen bekanntlich : : M 

A(x—xi)  + B(y-~yi)  = 0,  A(x— xj+  B(y—  y*)  = 0 


oder 

Ax  + By  + C-  (Axt  + By,  + C) =0, 

Ax  + By+C — (.Axt-{-  By2+  C)=t0.  / '■ ' 1 

Bezeichnen  jetzt  Xt , X%  die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte dieser  beiden  Geraden  mit  der  Axe  der  x,  so  haben  wir 
zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen : 

AXl  f C-  Ur,  + By,  + C)  = 0\  l • ‘ 

AX2i  C~(Axt+  By.,  + 0 = 0; 

oder: 

• V.  AX,  + C—  Axt  + By,  + C,'  'I  > 


i j:i  ,i‘  < X X,  + G = Ax,  -f-  By,  + C ; 1 . I .!  *» 

1.  i *t!  "I -tj. «JL  llib*  ’ ^ ' '"i  i ' ' , -iL'.  , 

und  ist  X die  erste  Coordinate  des  Durchscbnittspunkts  der  durch 


die  Gleichung 

Ax  + By  + C — 0 
charakterisirten  Geraden  mit  der  Axe  der  x,  so  ist 
, AX+C=  0. 


t .\  U ri 


Zieht  man  diese  Gleichung  von  den  beiden  obigen  Gleichungen 
zwischen  X, , X,  ab,  so  erhält  man't  * ' •'  . i, 
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“ Jf)  — Axx  4-  By i 4-  ti 
A(Ät—  X)  = Ax%-t-  ßji  4 C; 
woraus  durch  Multiplication  die  Gleichung 

-<4*(.X|  — X)  (lj  — X)  — (Axi  Byi  4-  C)  (Axt  4 ßj(i  4-0 
erhalten  wird,  welche  uns  zeigt,  dass 

Xi  — X und  X±—X 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachflem 

Axi  4-  Byx  4-  C und  Axt  4 By%  4-  C 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Nach  der  Lehre  ron 
der  Verwandlung  der  Coordinaten  sind  aber  bekanntlich 

Xx-X  und  Xt  — X 

die  ersten  Coordinaten  der  Durcbschnittspunkte  der  durch  die 
Punkte  (Xii/i)  und  (x^y^)  mit  der  durch  die  Gleichung 

Ax  4-  By  4-  C = 0 

eharakterisirten  Geraden  parallel  gelegten  Geraden  mit  der  Axe 
der  x,  wenn  man  den  Durchscbnittspunkt  dieser  letzteren  Gera- 
den mit  der  Axe  der  x als  Anfang  annimmt;  und  da  nun  nach 
dem  Obigen  diese  Coordinaten  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen 
haben,  jenachdem  die  Grössen 

Ax j 4-  By i 4-  C und  Axt+By%  + C 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  erhellet  die  Richtig- 
keit des  zu  beweisenden  Satzes  auf  ganz  unzweideutige  Weise. 


Mittelst  dieses  Satzes  Ifisst  sieb  nun  die  folgende  Bestim- 
mung wegen  der  Zeichen  in  der  Gleichung  3)  geben. 

Weil  nach  §.  2.  die  Parabel,  die  Ellipse  und  der  erste  Zweig 
der  Hyperbel  immer  ganz  auf  derselben  Seite  der  Uirectrix  lie- 
gen, auf  welcher  auch  der  Brennpunkt  liegt,  so  haben  für  diese 
Curven  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen 
Satze  die  Grössen 

Af  4-  Bg\C  und  Ax-\-By  4-  C 

jederzeit  gleiche  Vorzeichen.  Also  mnss  man  in  der  Gleichung 
Ttwil  XXX  L 6 
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n(Ax+By+C)~±  V + ß*)  [ (x-  fr  lr  (y- g)*  I 

für  die  Parabel,  die  Ellipse  and  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jeuachdei»  die  Greese 
Af+Bg+C  positiv  oder  negativ  ist.  Weil  dber  nach  §.2.  der 
zweite  Zweig  der  Hypeitoel  and  der  Brennpunkt  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  Directrix  liegen,  so  haben  für  denselben  nach 
dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen  Satze  die  Grössen 

Af  ■ f-  Bg  + C und  Ax  By  \C 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  man  muss  also  in  der  Gleichung 

n (Ax  + By  + C)  = ±V(A*  + B*)  | > 

für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  das  untere  oder  ober*  Vor- 
zeichen nehmen,  jenachdem  die  Grösse  Af  + Bg  -f  C positiv  oder 
negativ  ist. 

Für  mehrere  Punkte  der  Parabel,  der  Ellipse  und  eines  und 
desselben  Zweiges  der  Hyperbel,  deren  Cnordlnaten  x , y sein 
mögen,  muss  man  immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Vorzeichen  auf  einander,  so  dass  man  nämlich  für  alle  Punkte  in 
der  folgenden  Gleichung  dasselbe  Vorzeichen  nimmt, 

n(Ax  + ßg  + Q V (7+2$ 

setzen.  Für  Punkte  in  verschiedenen  Zweigen  der  Hyperbel  muss 
man  aber  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Vorzeichen  auf 
einander  für  den  einen  Zweig 

h(Ax  + By  + C)=i±  V (x  + 
und  für  den  anderen  Zweig 

n (Ax  + By  + C)  = + V (AH  B*) \(x - f)' + (y  - g)'\ 
setzen. 


Gm  die  Frage  zu  beantworten,  ob  nnter  der  altgemein ifcn 
Gleichung  dev  Kegelschnitte : I 

= ^±0*  1 

auch  die  Gleichung  des  Kreises  enthalten  ist,  bringe  man  die- 
selbe auf  die  Form  j 

l 
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und  lasse  nuo  n sich  der  Noll,  den  absoluten  Werth  von  Caber  sich 
dem  Unendlichen  %o  nähern,  dass,  Wenn  r eine  gewisse  positive 
Gr3sse  bezeichnet , der  absolute  Werth  von  nC  immer  d dt  GHSss 6 
r Vd*  + B*  gleich , also  immer 


ist.  Dann  geht  die  obige  Gleichung  in  die  Gleichung 

+ (»-*)•*  r*  .. 

eines  aus  dem  Brennpunkte  (fg)  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halb- 
messer r beschriebenen  Kreises  Ober,  Für  den  Kreis  muss  man 
also  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte  immer 

n = 0,  C=  i oc , ( = r* 

Wa*+b*J 

setzen. 


Ul. 


Innerhalb  und  ausserhalb  der  Kegelschnitte  liegende 

Punkte. 


§.7. 

Wir  wollen  wieder  die  beiden  in  §.  2.  durch  xg  und  x\yx 
bezeichneten  Coordinatensysteme  und  di«  darauf  bezüglichen  Glei- 
chungen betrachten,  indem  wir  die  Entfernungen  des  beliebigen 
Punktes  (xy)  oder  (ar,y,)  von  der  Directrix  und  vom  Brennpunkte 
respective  durch  n und  v bezeichnen, 

dl.  m.  v 1 : 

P & r a b e I. 

. < , . Der  Kürze  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  die  in  §.  2. 
Aircli  a bezeichnet«  Grosse  positiv  sei.  Es  ist  nUs  offenbar 

a®  = **,  t>*  = (*— a)*  + »/*; 

nach  j.  2.  aber 

a?==|i  + a: ,,  y=gxi 

also : 

«• 
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w*  = (xt  Fi«)*,  «•=(*»  — ;«)*  + yi*v  , 
und  nach  5.  2.  ist  für  Punkte  ln  der  Parabel 

. ; ii  •> 

y,*  = 2 ox,.  # 

. • t 

Wenn  nun  jct  negativ,  also  - ■ 

ux,  < 0 

ist,  so  liegt  nach  J-  2.  der  Punkt  (xy)  oder  (x,*j)  offenbar  aus- 
serhalb der  Parabel.  Nach  dem  Obigen  ist  aber 

e*=x  — ox,  + l«*  + ffi*. 


also 

* 1 

und  folglich, 


«»ssx^  + ox,  +io*; 

•:  la.iinjtal.e'if.'  !ft\y  v*:,’lh 

c*— u*  =y,* — 2axi . 

weil  «X|  negativ  ist,  offenbar 


ist,  so  liegt  nach  §.  2.  der  Punkt  (xy)  oder  (x,y,)  offenbar  aus- 
serhalb oder  innerhalb  der  Parabel,  jenachdem 


yt*>2ax,  oder  y,  <2«x, 
ist.  Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

o* — u1  — yj*  — 2ox, , 
also  • 

r*  — w*  > 0 oder  r>*  — ua  < 0, 

folglich 

e > u oder  e < a , 

. i **  • •*  *1  ► • • • -»  » 

jenachdem  der  Punkt  (xy)  oder  (xiy,)  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Parabel  liegt.  Weil  endlich  der  Punkt  (xy)  oder  (xjy,)  nach 
§.  1.  für  c — « offenbar  in  der  Parabel  liegt,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wir  einen  Punkt,  dessen  Entfernungen  von  der  Directrix 
und  von  dem  Brennpunkte  u und  v sind,  der  Kürze  wegen  durch 
(uv)  bezeichnen,  der  folgende  Satz: 

Jenachdem 

. * ^ * 

e < «,  e — u,  r > u 


ist,  liegt  der  Punkt  (uv)  innerhalb,  in,  ausserhalb  der  Parabel. 
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Ellipse. 

Indem  wir  dieselben  Zeichen  wie  vorher  beibebalteu,  ist  auch 
jetzt  wieder 

u*  = x%,  e*  = (x  — a)*  f $*. 

Mach  $.  2.  ist  aber 


also 


x—  j^_„i + Ti ' y—yi'< 
Ferner  ist  nach  }.  2.  für  Punkte  in  der  Ellipse 


Vel-n*-/  \\TY^*y 


woraus 


ff  i*  = - ( 1 — »*)  *i*  = U - »*)  j(|Z.17«)  -*«’ 

folgt.  Da  hiernach  offenbar 


1 — n* 


die  ersten  Coordinaten  der  Scheitel  der  Ellipse  in  Bezug  auf 
ihren  Mittelpunkt  als  Anfang  sind,  so  liegt  für 

der  Punkt  ( xy ) oder  (x,yt)  jedenfalls  ausserhalb  der  Ellipse. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

•-=(Ä)Vt^  + v+»-. 

<•»>*=  (raO'+T^i+ 

also 

c*~  (nn)*  = (I  - »•)  I x,*  - (j^p)  i + ff»*- 
folglich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar 


Digitized  by  Google 


86 


6rmitrt:  T&eorte  tief  Ke/ehclmttie  >•  •• 


Wenn  ferner 


r*  — (««)*>  0,  v > nu. 


v«<Ä>' 


i»t,  so  liegt  der  Punkt  (ay)  oder  (arjy,)  ausserhalb  oder  inner- 
halb der  Ellipse,  jenachdem 

fl-»*)  K^)  -^»j  qd?r  y,«  <(!-«*)  j(i^)  -*,*{ 
ist.  Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

r*  (*iu)1  = (|  -i  n*)  | ar,*  — (j^y'l+y,® 


oder 

folglich 

also 


c*-(n„)®^*  _(*_*.)  -Va*! 


c® — («{<)*  > 0 oder  c®  — (na)*  < 0, 


» > nu  oder  e nu, 


jenachdem  der  Punkt  ( xy ) oder  (a:,«,)  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Ellipse  liegt.  Weil  nun  endlich  nach  §.  I.  fiir  v z=  nu  der 
Punkt  (xy)  oder  (Ti^)  in  der,  Ellipse  liegt,  so  ergiebt  sich  der 
folgende  Satz: 

Jenachdem 

■ * t .»r 

v < na)  v =±  nu,  c > na 

ist,  liegt  der  Punkt  (*»)  innerhalb,  in,  ausserhalb  der  Ellipse. 


Hyperbel. 

Es  ist  wieder 

u®  = *®,  e*  = (4;-r-a)^  + y«. 
Nach  §.  4.  ist  aber 

a 

x — Xi  f-  j,  y — yii 

also;  '•  i I • 
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n‘a 


**  = (x,  - ®*— (*»  - ^rriJ*+yi9 

Kerner  ist  *ach  §.  2.  Rir  Punkte  in  der  Hyperbel 


(-SrY -r-£r-V= 


1 > 


y,«  = («»- I)V-^i  = (««-D  U.2- (jra)’ 

folget.  Da  hiernach  offenbar 

na 


1 


die  ersten  Koordinaten  der  Scheitel  der  Hyperbel  in  Bezug  auf 
ihren  Mittelpunkt  als  Anfang  sind,  so  liegt  für 


der  Punkt  ( xy ) oder  (arty,)  jedenfalls  ausserhalb  der  Hyperbel. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber  , 

. „ 2 n*ux.  . / w4«  \* 

+(^zij ) +y.  - 

(«!«)*=***,*-  r + („«— ,j  * • 

also 

r*— (n«)* = («.*—  i)  | (^rzrj)  - •»»*  j + yi2.  • 

folglich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar 
o*  — (nu)4  >0,  c > nu. 

Wenn  ferner 

v>  (Ä)’ 

ist,  so  liegt  der  Rimkt  (xy}  odhr  (ar,j(,)  ausserhalb  oder  inner- 
halb der  Hyperbel,  jenachdem 

.V,*MA*-  »,i*-1*-(a*  " |)2|  «der  .*»<(«*-  ^f*12-(ni”~1)‘j 


Digitized  by  Google 


88 


Grüner t:  Täeorle  der  te/ehc/mitte 


ist.  Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

e*  — (nt»)*  = (n*  - 1)  | (^Tf)  — *i*  | + »i* 

oder 

r*-(nu)*  = .y,2— (»*— I)U,*  — (-»"1  |^)  l> 

folglich 

r*  — (n«)*  > 0 oder  t*  — (nu)*  < 0, 

also 

e > nu  oder  v < nu, 

jenachdem  der  Punkt  (xy)  oder  (.Tt;yi)  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Hyperbel  liegt.  Weil  endlich  nach  §.  1.  für  v = nu  der  Punkt 
(xy)  oder  (xlyl)  in  der  Hyperbel  liegt,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Jenachdem 

v < nu,  v = nu,  v > nu 

ist,  liegt  der  Punkt  (uv)  innerhalb,  in,  ausserhalb  der  Hyperbel. 

Hiernach  können  wir  nun  den  folgenden  allgemeinen  Satz 
aufsteilen  : 

Ein  Punkt,  dessen  Entfernungen  von  der  Directrix 
und  von  dem  Brennpunkte  u und  v sind,  liegt 

Innerhalb  des  Kegelschnitts, 

In  dem  Kegelschnitte, 
ausserhalb  des  Kegelschnitts, 

jenachdem 

v < nu,  v~nu,  v >•  nu 

ist. 


§.  8. 


In  Bezug  auf  das  in  $.  3.  betrachtete  rechtwinklige  Coordina- 
tensystem  ist 


(Ax  + ßy  + C)* 


®*=  (*—/)*  + (»— g)*. 


wenn  x,  y die  Coordinaten  des  Punktes  (uv)  in  diesem  Coordi- 
natensysteme  sind.  Daher  ergiebt  sich  nach  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  der  folgende  allgemeine  Satz: 
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Jeder  durch  die  Coordinaten  x,  y bestimmte  Punkt 
liegt 

Innerhslli  des  Kegelschnitts, 

In  dem  Kegelschnitte, 
ausserhalb  des  Kegelschnitts, 

jenacbdeni 

<„*(A*+Jfy+  C)*, 

(A*  + ß»)  | (*-/•)*+ (y  - g)*  I = n»  (Ax  + By  + C)», 

(A*  + B*) I (x~f)'+(y-9)*\ > rfl(Ax  + By  + C)* 
ist. 


Drückt  man  diese  Bedingungen  auf  folgende  Art  aus: 

<»-»)•  <(?#*)'  (2*+?*+  ')'• 

<*-«*+ (,-»)■-  Cv=£®)'  (£*+?»  * ■)'• 
<*-/)’  t <»-«■  > foggO’  & + ?,  1 1)’ . 

so  werden  dieselben  nach  §.  6.  für  den  Kreis: 


(*-/T  + (.V-fl)2<;  r«, 
wie  auch  anderweitig  bekannt  genug  ist. 


IV. 


Zweite  Directrix  und  zweiter  Brennpunkt 

«■  9. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Frage  zur  Beantwortung  vorlegen, 
ob  es  eine  der  Directrix  parallele  Gerade  und  einen  zweiten  Punkt 
giebt,  zu  welcher  Geraden  als  Directrix  und  zu  welchem  Punkte 
als  Brennpunkt  alle  Punkte  des  Kegelschnitts,  unter  Voraussetzung 
derselben  Charakteristik,  in  ganz  ähnlichen  Beziehungen  stehen, 
wie  zu  der  ursprünglich  gegebenen  Directrix  und  dem  Ursprung- 
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Beb  gegebenen  Brennpunkte.  Sollte  die«  de*  Fall  »ein,  worüber 
das  Folgende  Aufschluss  geben  wird,  so  würden  wir  diese  Ge- 
rade und  diesen  Punkt  die  zweite  Directrix  und  den  zwei- 
ten Brennpunkt,  die  ursprünglich  gegebene  Directrix  und  den 
ursprünglich  gegebenen  Brennpunkt  aber  die  erste  Directrix 
und  den  ersten  Brennpunkt  nennen. 

§-  io- 

Die  Charakteristik  bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  durch  n. 
Die  Gleichung  der  ersten  Directrix  ist 

Ax  + By  + C = 0, 

und  die  Cooi-dmaten  des  ersten  Brennpunkts  sind  f,  g.  Da  die 
zweite  Directrix  der  ersten  Directrix  parallel  sein  soll,  so  hat  ihre 
Gleichung  die  Form 

Ax  + By  + C,  =0, 

und  die  Koordinaten  des  zweiten  Brennpunkts  wollen  wir  durch 
/[,  ffi  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  sollen  also  für  jeden 
Punkt  des  Kegelschnitts  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die 
zwei  Tollenden  Gleichungen  Statt  finden: 

n* ( Ax  + By  f O*  = (.4*  I F)l(z-  /)•  + (y  ~g\* | . 

n*(Ax+By  + C\)*=(Aa  + Hy-g,)*\. 

Die  zweite  Gleichung  kann  mau  auf  die  Form 

n*{(Ax  + By\  C)-(C-C,)j* 

= (A*  + ßa)l[(*-/>  + (/'—/'.)]*  + [(.¥  + 

also  auf  die  Form 

n4(zfx+  By  + C)*-2n*(C— ClK/ir  + ßy  + C)  + n*(C-  C,)* 

= + m l(*  - f)*  + (y-g)*\  + (4*  + B1)  i (/-fl)*  + C 9 - 7.)1 ! 

+ 2(A*  + ß»)  | (f-fx)(x-f)  + (g-gx)(y-g)\ 

bringen;  und  ziehen  wir  nun  von  dieser  Gleichung  die  erste  der 
beiden  obigen  Gleichongen  ab,  so  erhalten-  wfr  die  Gleichung: 

«*  (C-  Cü*  - 2n*  (C-  C,)  (Ax  + % + O 

^(4*+  BVKf-f,  Ff(ff~g,m^+  )(x-f)+(g-gL(y-g)f. 

D»  diese  Gleichung  unabhängig  von  besonderen  Werthen  von 
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x und  y gelten  maw,  so  ward»  men,  hierauf  gestützt,  aus*  der- 
selben auf  bekannte  Weise  drei  Giefchcmgen  nur  Bestimmung  von 
fi>  ffi>  abzuleiten  suchen  müssen.  In  wie  weit  diese  Bestim- 
mung möglich  ist,  will  ich  im  Allgemeinen  nicht  untersuchen, 
sondern  will  vielmehr  den  zweiten  Brennpunkt  (ftgi)  der  besonde- 
ren Bedingung  unterwerfen , dass  er  eben  so  wie  der  erste  Brenn* 
pnnkt  (fg)  in  der  4?e  des  Kegelschnitts  liegen  $«U. 

Die  Gleichung  einer  jeden  auf  der  Directrix  senkrecht  stehen- 
de« Geraden  bat  im  Allgemeinen  die  Fomn 

. Bx — Ay  + C'  = U. 

und  soll  nun  diese  Gerade  durch  den  Brennpunkt  (fg)  geben, 
also  die  Axe  des  Kegelschnitts  sein,  so  muss 

Bf-Ag  + C'=0 

sei«,  woraus  sieb  für  die  Axe  des  Kegelschnitts  die  Gleichung 

!)•••••  B(x-f)-A(g-g)  = 0 

ergiebt.  Soll  also  der  zweite  Brennpunkt  (fifli)  in  der  Axe  He- 
gen, s#  aiues 

-»(/*  — /> — ff)~0  oder  B(f-fl)  — A(g—gl)=0 

sein , woraus  sich 

=Jj[(f—fi) 

ergiebt.  Führt  man  diesen  Ausdruck  von  g — gt  In  die  obige  alk- 
gemeine Gleichung  ein,  so.  wird  dieselbe.: 

n*(C-  Ci)*  - 2 n\C-  C\)  (Ax  \ By  + C) 

- -A~ ) I B(y-g) i 

oder  ^ I * * 

n*(C-C,)»  ^ 8«*'(€— €,)  (Ax+tiy  + C) 

= (^— y?f-A)H^^(f-fi)\(Ax  lRy+Q-(An  Äfr+ Cjr? 

. i 

woraus  sich  die  Gleichung 

«*(C-  Ci)*  + (Af+Bs+CP-  - (4f\Bg\ C)|  2 

*•  ' 4t  _L  Rt 

= 2| »*(C-C,)  + -j—if-MHAx  + By  + C) 
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ergiebt.  Weil  diese  Gleichung  unabhängig  von  besnnderen  Wer- 
then  von  x nnd  g,  also  auch  von  Ax \ C , Statt  linden  muss; 
so  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 


- I... 


n*(C — Ci)  + </•-  /i)  =*  0, 


t»«7 1 


n*(c-c,)*-f  W+%+ C)4  - J — (/-/i)-(4r+  %+C’)  j '=*>. 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt : 

„*(C-  Ci)  = - —~fBi 

also  nach  der  zweiten  Gleichung: 

n*(C— C1)*+0V+  Bg  + C)*- |n*(C-C1)+(^+Äff+  C|«  = 0. 
welche  Gleichung  inan  leicht  auf  die  Form 
• (C-C1)l(l-«*)(C-Ci)-2(^/,+  fij  + C)|=0 

bringt,  woraus  sich  die  beiden  Gleichungen 

C — Ci  =0,  (l-»!)(C-(i)-2W+ßj  + C)=l) 

ergeben.  Da  nun  aber  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wie- 
der auf  die  erste  Directrix  zurückführen  würde,  so  bleibt  nur 
die  zweite  Gleichung 

(1  — „*)  (C-  Ci ) - 2 (Af+  Bg  + C)  - 0 , 

aus  welcher  sich 

r MAf+Bg  + C) 

C-C,-  1 — n* 


ergiebt,  woraus  dann  nach  dem  Obigen  ferner 

, , _ 2 n*A(Af+Bg+  C) 

f-fi  — +"ß*)  ’ 

2 n*B(Af+ßg  + C) 

g-9i—  (l_**j  (A*  + B*) 

folgt,  so  dass  wir  also  jetzt  die  folgenden  Formeln  haben: 

I.,  „ + Bg+  C) 

L-U— „*-] 

WAW+Bg+C) 

f—h  — )(^*+Ä*)  ' 

2n*B(Af+  Bg  f C) 

g-9i  - („*  _ l)(^*  + ß*j  ' 
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Da  diese  Ausdrücke  nur  daun  für  Cj , ft,  gt  endliche  völlig 

bestimmte  Werthe  liefern,  wenn  n^l  ist,  aber  nicht  für  n = I, 

so  haben  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  zwei  einander  parallele 
Directrizen  und  zwei  denselben  entsprechende  Brennpunkte,  welche 
in  einer  und  derselbe!!  auf  den  beiden  Directrizen  senkrechten 
Geradeu,  nämlich  in  der  Aze  des  Kegelschnitts  liegen;  die  Pa- 
rabel hat  aber  nur  eine  Directriz  und  nur  einen  Brennpunkt. 


§.  11. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Entfernung  der  beiden 
Brennpunkte  ( fg ) und  (fig{)  der  Ellipse  oder  Hyperbel  von  ein- 
ander wollen  wir  durch  F,  C bezeichnen.  Dann  ist 


oder 

also  nach  2) 

3)  . . . 

Aus 


F=WFfi).  G=i(g  + gt) 
F—f — G=g-Ug-gi); 


„ , n2A(Af+  Bf,  FC) 

- (n*-l)(^*+Ä*)  ' 

- n*B(Af+Bg+Q 

‘ f , 2n*A(Af+Bg+C) 

h~'  (n*—  1)  (A*  -f  B*)  ’ 

2 n*B(Af+  Bg  + C) 
ffi  ~9  („•_  i)  (^>+ßk) 


folgt  sogleich 


Ah  + B9l  + C=- (Af+  Bg  + C) 


oder 


t • * , )»•*;-  ,■ 

4[±jBg± C n*-l 

4)  • • • • ; M + »’  + i 


I V* 


5) 


Also  ist  nach  2): 

r r-  KAfi  + Bgi  + C) 

C-Ct—  n*+l  ' 

, , in'AjAh  + Bg^C) 

/ ./»-  («*  f 1)  (A*  + Ä,)1'l 


9-9 i 


2n*B(Ah+Bgt+C). 
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und  « eil  n»e  ouoh  > > 1 -.J 

rx>fi+k(f-~ft)>  C=£.9i+t<S,“#i) 

gesetzt  «erden  %an» , fco  ist : 


6) 


-Fi 

G = ff, 


n*A(Aft  + B*  + C) 

(»*+l)(^+Ä*)  , ’ 

#B{Afx  +B9l  + C) 
(»*  + l )M*+Ä*)  ‘ 


Aus  3)  und  6)  folgt  leicht: 


oder 


7) 


AF  + B G + Ctxz  - . 

AF+BG+Ca  Afi 
Af+Bg+C 


AF+BG+C 


\ 

= -(«*-!). 


Afi  +B91  + C . , » . w 
AF+BG+^~  + ( +1)’ 

welche  Relationen  alle  sehr  bemerkenswert!!  «ifcd. 

Auch  kann  man  noch  die  Relation 

8) AF  + BG  -f  C^c\(C — Ci) 

merken.  t ' 


i.d 


§.  12. 

Wir  wolleii  jetzt  die  Coordinaten  der  Stheitei  der  Kegel- 
schnitte suchen,  welche  bekanntlich  die  Durchschnittspunkte  der 
Axe  mit  dem  Kegelschnitte  sind.  Bezeichnen  wir  also  die  Coor- 
dinaten  der  Scheitel  durch  f,  g'  ubd  fy,  gt';  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen: 

n*(Af  + Bg'  + O*  = {A'  + B*)  ( (f>  -f)*+  (g>‘-g)*\, 

» j 

nnd  ( K . . 

n*{Afi  + BgS+  C)*=t 


I . ••  1 
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nach  einer  netten  >feth<nie  analytisch  entwickelt.  Uö 


woraus  man  siebt,  dass  die  Coordmaten  der  Scheitel  die  zwei 
reellen  Wurzelpaare  der  beiden  Gletehuagen 

n*(Ax  + Bp  + C)*  * {A*  + Ä»)  I (r— /)*  + (*— 5>*  I. 

sind,  wofern  es  zwei  solche  reelle  Wurzelpaare  giebt. 

Um  diese  Gleichungen  aufzulösen,  bringe  man  sie  auf  die  Form: 
n*{  A(x-f)  + B(t>-g)  + Af+Bg+  C|*  = (A*+B*)  !(*— /)*+(»— 5)% 

B , _ 

v—g—jir—Di 


woraus  sich  eur  Bestimmung  vnu  f— f die  Gleichung 
(n*~l + ‘2«W+  Bg  FO 
— — n*{Af  + Bg  + G’)* 

ergiebt. 

Für  die  Parabel  ist  n = l,  und  die  vorstehende  Gleichung 
wird  also  in  diesem  Falle: 


(T-/>=-  W+  % t C). 


woraus  sich 

( A(Af+ßg±C) 

\ *~f—-  2(/t*  + Ä2)  * 


«1-5 + 


ergiebt,  so  dass  also  die  Parabel,  wie  wir  auch  schon  wissen, 
nur  einen  Scheitel  bat*  dessen  Coordinaden  f',  g'  durch  die 
Formeln 


10) 


r 

9' 


, A(Af+Bg+C) 
—t^~  1{Afi  + B*)  ’ 

B(Af+Bg+C) 
~~V -2(^>  + B*> 


bestimmt  werden, 

< 

För  die  Ellipse  oder  Hypetbel  ist  I,  und  X—  f muss 
durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 
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, ..  , 2 n*A(Af+Bff  + C)  n*AHAf±  Bg  + C)> 

+ (n»-l)(A»+2?*)  V—l>-  +■»*)* 

bestimmt  »erden.  Es  ist  aber  nach  2)  und  3): 

, „ 2 n*A(Af+Bg  + C) 

h — >—  (n»—l)  (,<•+£*)  ' 

n*A(Al+Bs+C). 

' ~ (»*  — 1)  (^* +Ä»)  ' 

also : 


Durch  Auflösung  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen,  in 
, Verbindung  mit  der  Gleichung 

B(x—f)  — A(t)—g)  = 0 


erholt  man : 


n i I ß 


also , weil  offenbar 

A~fx-r 


ist: 


M) 

I n±l, 

f v-g—  2„  (9i  9)i 

also: 

[ e_nTV+n±1^ 

y — 2n  ' + 2n  «' 

12)  . . • 

) «TI  .*±1 

( *-  2n  2n  *• 

Weil  nach  11) 

(f — /)*  + ( t>-9 )*  = ("J1)’  {(fy-D'  + iSi  S)'\ 


U* 
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nach  eUmt  neuen  Methode  analytisch  entwickelt. 


Vt 


tot,  so  sieht  inan , dass,  wena  jetef  (/y)  der  dem  Brennpunkte 
(fg)'  nächste.  Scheitet,  also  (/,'£/)  de»  am  weitesten  von  dort 
Brennpunkte  (fg ) entfernte  Scheitel  ist;  offenbar  m . i 


' n • i 'üT>:8a  i'frl  2n  ^ *»viini»iii,i 

13)  . . 1 , , ,y  c*n  i-fiiiR 

alao 


- • . ■ '•  !7.  ' ' ‘ 

,,  n + lft..  «— 1,.  , n + 1 . n— 1 

r —zrf+-%r/,.  9 =-^-9  + ^9li 


14)  . . 


2»  ' T 2n  " ’ ^ „ ii^r*  /'  ? z»  ; 

.,_«-l  ..  n+lu  , - . .... 

n — / + _2rr ''  ’ 9t  ~^2n  9 + 9t 

gesetzt  werden  muss. 


n — 1 _ . »*+l 

2n 


• ' ,ft  - V.,  ft 

Aue  13)  und  2)  erhält  man  leicht : 

I ft  * ft  w A (AfA  Bg  + C) 

I'  I—  (n  + l)^HÄ*)' 

! AB(Af+Bg+C) . 

9 9~  (n  + 1 )(A*\B*)\ 


14  *) 


•t  !.:;u 


nA(Af  Bg  + C) 


% /-“  (»-1)M*+«»)’ 


t '1.  » x 

und  da  aus  den  beiden  ersten  dieser  Formeln  die  Formeln  10) 
für  die  Parabel  offenbar  hervorgehen,  nenn  man  n=l  setzt,  so 
sieht  man,  dass  die  den,  dem  Brennpunkte  (fg)  nächsten  Schei- 
tel ( fg ')  bestimmenden  Formeln  ganz  allgemein  für.  alle  drei 
Kegelschnitte  gelten. 

t ’ ft.  ..  - v I,  ... 

Bezeichnen  wir  die  Conrdinaten  des  Mittelpunkts  der  Entfer- 
nung der. beiden  Scheitel  von  einander,  durch  F,  G' ; so  iqt 

•’  s -»*■•■* j *=±^'+7.0, ! (T^Kg'+ir,');* 

also  nach  14) : - > 

f-l<  tf+fi).  6”  = % + ,,); 

folglich  nach  dem'Öbi^n:  ^,,a 

F’  - F,  G'  = G , 

Thsll  XXXI.  T 


r 
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n 


\Vv>  ürHKßrl;  ilßt  Mß^HtChuMt  Aua« 


dWi4Hfiln»M*  dierPunkf*  t,ir'fi)t-4i»di'(J','G')k>1  von  denenwir  den 
letzteren  den  Mittelpunkt  dei  Ellipse  oder  Hvperbel  >g»- 

nannt  haben,  miteinander  suSammenfalleo.  > (e\)  »■  Jmnjim  mW 

Bezeichnen  1*4*  .die  Entfernung  der ' beiden  Brennpunkte  von 
einander  • dbrcft'-’  2« , die  Entfernung  der  beiden  Schditel  von  ein- 


ander durch  2a,  so  ist: 

i . • H , , , 

|V>  - . i\'  \ Al 

4e*=  (/•-/,)*  + 


\ 


,11 


' ««Ir. 


Nach  13)  oder  ld)  ist  aber: 


1 — t 


W=(/' +&-&,')• 

i '• 


A 


Ri 


n «r 


,w  ■ 


n« 


] S ) w I - ( 


t« 


also : 


1^,  .-.amu  llol.i  j«  t.*t-«H'»a 

: •ii,'i-M  m ;n  i'.ino  (i.  imu  'Ui  an/ 


9 -9i'=-(0—9i)l 


de*  + (s  — 4?i  )* , . 

' -U  • -I  j 1 ; i • " T ' , 


und  folglich  nach  2): 

( 


• V*  I 


<:  U 


15) 


i + C) f 

1 !«  - (n*--\j*(A*  + B*) 

‘■Ul1  . n*(Ajt+Bx+C,# 

V ; “ (n’  - 1)*(^»  + B*)  ’ 


(01  nkVell’  hiernach  11  *>  ' n -in  <'•"  •!  u i.  -um  sh  bnn 

ue  . !slr>>-.  f--«  iiii.i  iitiai,  * •}»■»«  ri*»H  tart.ioS.i  lodr.inM  aili  lifl 
. i •>  if'ii-’i  'i  n ' A « ß ^ PM  h i.l)  . i f : rif  ] d ’r : - 


'Wt1,  ‘Mi' 'ist 


.'aio’i  ,i  lim  Hini.ii»od 

...•.•tto"  oiliuri  »Ih<>'!/! 


«•— cJ  = (1  — n*)a®,  c®  — a%=  («*  — I)a», 

•lottn.i  i iii  eidili'.jtoltllf  : . ti.:.--  •..•»•>  iio  ii  »<  li'iilibliiRtl 

und  fblgirch  fflr  d?e  Ellipse  >— e*,  f(1r  'dle  Hyperbfer  ^-Ui'o*  ^- 
sitiv.  Daher  kann (mgn  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  respective 

/,*  =„*_**  und  6*=e®-a*.  „m1c 

also  respective  ^ ( , -y, . 

«.*=„*-6*  „„d  e»_Äa+!4«fi(i  ^ ( ^ 

folglich  allgemein  ^ ..  ^ ^ 

. \zr.r  lU.u 
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nach  einer  neuen  Methode  anal  u liech  entwickelt.  UQ 

17)  . .tf;  .1l9.ii:  ■ «*  » A*>  ii!l  ! • »I«  1 il  ■ 

setzen,  wenn  man  für 'die  Ellipse  das  obere,  für  die  Hyperbel 
das  untere  Zeichen  nimmt.  Weil  nach  dem  Obigen  für  die  Ellipse 
und  die  Hyperbel  respective 

rb*={l-n*)a*  u»‘l  **  = («*— !)"*,[,  ,,!•>  - 

ist,  so  hat  man  nach  15)  für  die  Ellipse  die  Formeln  : 


.1  •< 


• ”*W+*ff  + r?j« 
0 (1— n*)®(/t*TTP)  ’ 


.1 


18)  .*•*. 


6* 


n'{Af+Bg  + C)' 


i.-IV 

: . I ; 


(1  — n*)  (.4*  -f  ß*)  ’ 

. n*(Af+'Bff+C)*, 

e ~ (l^W+ä*)  * 

- ' . ' •;/!<!  Ii  ' !,  ••  o. !«. 

f.  f 


und  für  die  Hyperbel  die  Formeln 

, n*(Af+  ßg  + O* 

(n2  — 1)*  (Ä2  f ß2)  ’ 

m c{.  « *W+ßg+Q)*.t. 

. rtHAf+ßg  + C)*  ■ ’ 

e — («*— 1)*  (A*A  B*)' 

Auch  ist  für  die  Ellipse: 


••  7;1  > UHU 


«•»!*/  1 ■ >2———=  . y rr>-  _ 1 

l 6=r<jVi-n*,  * = «(1  = 7757=»  - — VT-«*;  . , 


20) 


und  für  die  Hyperbel: 


:n; 


■*  , 1 

21) 


r ’ nb  b 

&3=al/»*—  1,  *=«0=7777--- j;»  - = \ «*— 1; 


V^t*- 1!*  n 

’*  >•!'*' 

Dip  so  häufig  bei  den  vielen  Anwendungen,  die  sich  von  dpr 

Ellipse  unä  Hyperbel  machen  lassen,  vorkommenden  Grossen 

uw/xnl  ">ti*T  T.sr  1 • • «.•••'  _■■>.>  M>i\) 

sind  also  nicht»  weiter  als  diet  CiiarAk(eri*tiken  dieser  l’urven. 

T* 
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Soll  bol  der  Ellipse  u — b sein , so  muss  onch  ‘20) 

Ixi  ■ * 1 — n*=l,  n = 0 " • 

0-  pH . i ! i ! 

seih,  welcher  Fall  schon  früher,  mit  Nachweisung  seiner  eigent- 
lichen Bedeutung,  besprochen  worden  ist. 

Soll  bei  der  Hyperbel  o = 6 sein,  so  muss  nach  21) 

«■  — 1 = 1,  m = V2 

sein,  welchen  Fall  wir  gleichfalls  schon  früher  besprochen  haben. 

Die  Entfernung  des  Brennpunkts  (fg)  von  der  entsprechen- 
den Directriz  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
der  absolute  Werth  von 

Af+Bg+C.  , ' 

VA*  + ß*  ’ 

also  nach  dem  Obigen  ist  diese  Entfernung  für  die  Ellipse : 


1— n*„  ,T  — »* 


■«» 


und  für  die  Hyperbel: 
»*-1 


n* — I n*— l 

b—  ■ 


<;l 


n n ~ na 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  diese  Entfernung  also: 

o b , 

V'2  V'l~  i t- 1 ■ 

folglich  immer  der  Hälfte  der  Excentricität  gleich,  da  die  Grosse 
e die  Excentricität  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel  gepannt  zu 
werden  pflegt. 

}.  13.  / 

Des  Folgenden  wegen  sind  rücksichtlich  der  Ellipse  und  Hy- 
perbel noch  die  folgenden  Bemerkungen  nüthig. 

Nach  §.  10.  wird  jede  dieser  Curven  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 

** (Ax  V Bg  + O«  =(A*  -f  B*)  i(a—  f)'  + (ff -ff)*], 
«*(Ax+  BgA-Cl)>=(A^\-B^)\{x-fl)'Uff-g,)'\ 

"charakterisirt.  Der  erste  und  zweite  ßrenopunkt  sind  (fg)  tifid 
(/i0i)*u"^  ^le  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Directriz  sind 


respeettve 


V . > : ! l ! / 

Ax  + By  + C=z  0,  + Dy  + £ = 0. 1 


Für  die  Ellipse  ist  nach  §.  5. 


•I.  hÜA 
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wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grösse  Afx  + Bgx  + Ci  positiv  oder  negativ  ist.  Was  aber  die 
Hyperbel  betrifft,  so  erhellet  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen, 
wenn  man  sich  die  Curve  aus  denselben  construirt  denkt,  auf 
der  Stelle,  dass  in  Bezug  auf  den  zweiten  Brennpunkt  und  die 
zweite  directrix  de*  zweite  Zweig  der  erste  und  der  erste  Zweig 
der  zweite  ist,  so  dass  also  nach  §.  5.: 

n(Aa r+  By  + Ci)t=+  V (>+  »*)!(* 

ist,  wenn  man  für  den  ersten  Zweig  das  untere' oder  obere  Zei- 
chen nimmt,  jenachdem  die  Grösse  Af\  Bgx  -f  Cx  positiv  oder 
negativ  ist,  dagegen  fiir  den  zweiten  Zweig  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nimmt,  jenachdem  die  Grösse  Afx  f Bgx  + (\  posi- 
tiv oder  negativ  ist.  Nun  ist  aber  nach  2):  , | 

, , 2 n*A(Af+Bg+Q 

B =1  * (na — 1)  (A*  -f-  ß*)  ’ 

■ 2 n*B(Af+  Bg  + C) 

Hl— 9~  (»»—  1)(A9  + Ä*)  ’ 

C,_C+  n*—l  ’ 

also,  wie  man  sogleich  übersieht : 

Afx  + Bgx  + Ci  = Af\  Bg  C-2 (Af\  Bg  | C) 

«der 

22)  . . . Afx  + Bgx  + C\  = -(Af  f Bg  fO , 

»o  dass  folglich  die  Grössen  Af  -f  Bg  C und  Afx  f Bgx  + C’| 
absolut  gleich  sind,  aber  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 
Daher  kann  man  das  Obige  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken ; 

Für  die  Ellipse  ist 

n(Ax  + ByA  C,)  = ± V(Ti*Tß*)  |(.t  -/,)*  + (g  -gtj*\ 
wenn  man  das  untere  oder  obere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 
die  Grösse  Af  + Bg  -f  C positiv  oder  negativ  ist,  und  für  die  Hy- 
perbel ist 

n(Ax  + Bg  + C,)=±  XCfÄfi  ^)|(a--*./-,)-  + (.y-.7,)1!. 
wenn  inan  für  den  ersten  Zweig  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
nimmt,  jenachdem  die  Grösse  Af  \ Bg  + C positiv  oder  negativ 
ist,  für  den  zweiten  Zweig  dagegen  das  untere  oder  obere  Vor- 
zeichen nimmt,  jenachdem  die  Grösse  Af  \ Bg  • f .6’  positiv  oder 
negativ  ist.  > 
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Vergleicht  man  diese  Resultate  mit  §.ß., 
ßpndcs • 

& • Vf  2.  I n'  i 

Für  die  Ellipse  haben  die  Grössen 

v « 'S  tif  |«j  * / • , 


so  ergebt  sicU  Fol- 

l*»‘l  e •.  » fl/'.  tO  .1.»  • •* 

|V^  I .\1.  »•> 


• zir-f -ßy-f  C und  zfa:  -|-  ßy  -f  (\  1 ■ lil  ; ■'1t 

I , . . * ■ * • i .g  •; I ( * tt 

entgegengesetzte  Vorzeiehen,  und  die  erste  dieser  beiden  Grössen 
ist  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  Grösse  Af  ) Bg  -j-  C posi- 
tiv oder  negativ  ist. 


Für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  haben  die, Grössen 

Ax  + By  + C und  Ax  + By+Ci  ’ ' • f 

i , \ ! J1'  ■■  ■ I FJ  , !,  I ul.t  * 

gleiche  Vorzeichen,  und  sind  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die 
Grösse  Af  + Bg  + C positiv  oder  negativ  ist.  ..lH,  „„,1.,  \ 

Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  haben  die  Grössen 

Ax  \ By  + C und  Ax  + By  -f-  .Cj 

gleiche  Vorzeichen,  und  sind  negativ  .oder  positiv,  jenachdem  die 

Grösse  Af  \ Bg  f C positiv  oder  negativ  fst. 

\ 

I 

V. 


V ectoren. 

...  : . . i 1 > 


.•  H|t  >1  . 


}.  14. 

• ' ' \:\  ; # 

Jede  von  einem  Punkte  eines  Kegelschnitt»  nach  einem  seiner 
Brennpunkte  gezogene  Gerade  heisst  eiu  Vector.  I)a  die  Pa- 
rabel nur  einen  Brennpunkt  hat,  so  entspricht  jedem  ihrer 
Punkte  nur  ein  Vector;  die  Ellipse  und  Hyperbel  haben  aber 
zwei  Brennpunkte,  und  jedem  ihrer  Punkte  entspreeben  daher  zwei 
Vectoren.  Wenn  (xy)  ein  beliebiger  Punkt,  eines  Kegelschnitts 
ist,  so  sollen  irti  Folgenden  die  von  demselben  nach  den  Brenn- 
punkten (fg)  und  (fiffi)  gezogenen  Vectoren  respective  dnreh  F 
und  F,  bezeichnet  werden.  "■  ‘ i ■ * \«  o-wM')  ->ft» 

Weil  l 

V*=(x~f)*  + (y~g)*,  F,*=(*-A)*+(yW^)*  „ 

ist,  so  ist  nach  den  beiden  aus  §.  lü.  bekannten  schon  im  vorigen 
Paragraphen  angewandten  Gleichungen: 

Z-S  -1!  V\  » nHAf+By+  €)*=*(  J*  + «*)>*,' 

n*(Ax+  By\  r,)*  = (/D-|  B »)  F,*;  i.  mi,: 
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nach  ttntr  nrvtu  UtUtodt  mtalyiuck  tatwickelt.  10$; 

('t  f v*N  4 


, . , i ~ ;*  • •« 

„ W < *„  J ’ n *(Ax+ßy  + L\)> 

A*  + ß*  * yi—~~d*+ß*  "• 

»I*JS**M  itilMÜ  liadpnnob  tim  (H I .VI  n > ■ ; i r li*rr  . jir*:l”tol  l»..n 

Für  die  Parabel  gilt  bloss  die  erste  Gieichtug 4 aer  (ür<‘  did 
Ellipse  uod  die  Hyperbel  gelten  beide  Gleichungen. 

1 \».V-  , ... 


*A  I 


i) 


: l-i 


Für  die  Parabel  ist  n = l,  und  nach  §.  Ö.  ist  die  GrOsse 
Ax  -f  By -f-  C positiv  oder  negativ.jenkchdem  die  Grösse Af-{-Bg4C 
posijivoder^tjv  W‘,w¥,*i* 

chungeo  1): 


> ( W j ,.t-  I 

2)  t'V  •'  F=i 


w?'' 


fl-fc  , hv-  j , ... 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenaclidem  die 
Grösse  4f+ßn+  C positiv  oder  negativ  brt. 

.*  - ■ -■  --  - | i.  - > ' i i I ...«•» 

'.)  I VH  | \I  - :»*-|  t<V  -v> 

}.  16. 

'iili  mobdo'-iti*'!  .nomr-mn;  5 oti-M-.X  ••.in  ij'<'  umthIi»  niö 

Für  die  Ellipse  haben  nach  §.  IS. -di*  Grössen' I 'x  I Nt"  * 

Ax+  By  + C und  AxA-By  + Ci 

entgegengesetze  Vorzeichen,  und  die  erste  dieser  beiden  Grössen 
i8fhP<Wti»!  fl*?!  ni^gsjUf,!  jeoachtiem  die  Grösse  4/',|  Bg  +£j  po- 
sitiv oder  negativ  ist  Also  ist  nach  1):  i.» 

i <4 itß,i  > 

f \\VV  i v,l  mka*  >)  v»b  tun 

(I  d'wi’i 


I v — xn [Ax  + By+Cj . 

Ir’1!  vf\  i + B1  . ' 


wenn  mann  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
die  Grösse  Af\  Bg  + /?•  positiv  gde,r  negativ  ^ist. 

Aus  den  beiden  vorstehehdefti  Gleichungen  erhält  man  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen: 

•iwhdv  uni.  . tirrmi.i  il  ul  m -mh  / ,-••.••) -i.-t  Wie  mindo  eil*  .ir.in  r*n*»*r 
Pi  V -l.  1 -r :*i -o . 4 \iV\  |’\l. 

n.  / i*b  o '»;•••  •'  gnuiu.iii'-.  .!1  i.tII'^  ij'i  iiiu  loorari  I- ■ »e\t. 

also  nach  IV.  2):  null,*» 
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fr»  n«rl:  , Th*orU  deC  Srgtfic/Miltft 


2 n(Af+Bg  + C)  “*l* 

- , .1  ,«?  (l-n*)^#Ä-;  (| 

™«:.W*k  ' m\  | ‘ ) 

■nd  folglich,  weil  nach  IV.  18)  mit  derselben  Bestimmung  wegen 

der  Vorzeichen  offenbar'  :>  '•  » ‘ 1l'^ 

;•••;  .1!)  *tbfi<1  i«-*!!*»;  ! •■'riijvli  '!<  bt>u  !‘-4 

2„=  + **w+Bg+Q 

^(l-a^V^  + Ä* 

’ 1 i 

ist: 

....  : ,i;,  ) . .,.  ,'fj  .(-.n  ',.c  . I - i*  (»dl  n.‘l  o'b  t<-  1 

*.  • ■ y "t"  i v.iin  »ilic  ; i ,.i  I ■') 

Für  F,  erbSlt  nian  hieraus  leicht  den  folgenden  Ausdruck : * 


5)...  F,=± 


2 n(Af+Bg+Q  „ 
(1-n»)  VA*+B* 


1 — n*  Ax  + By  + C . 
~T~Af+ßg+~Ci 


oder 

6)...  F,=T 


MAf+Bg+C)  n*— -1  AxAßy+C> 

(n*-l)V=^1  + Äa  + * Af+Bg  + C'’ 


die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  Grösse 
Af+Bg+C  positiv,  odernegativ  fett.,  , .mH  I •.;>  f 


. ' t > 


j.  17. 


! -}  >■!. 


;..  ..1  1)1,11  ...  : - 1 . * / -IV  .1,  -gtpv 

1 Für  den  ersteH  Zweig  der  Hyperbel-  haben'1  nach  §.  13.  die 
Grössen  ' 1 '“»  ,{,i* 


Ax  + By+C  ind  Ax  + By.ArCx 

:\  1 • 4 / 

mit  der  Grösse  Af+Bg  + C beide  gleiche  Vorzeichen, 
nach!):  ,/M  ,1. 


A!so  jet 


7)  ' V 


n(Ax  + £y  + C) 


J|-‘» 


y =' jj.  x 1 

Sd,;~  rrr>vj  r /i»  r?n;,ni  x\\\'\n 

’J-  • h(Ax+By  + C{)y-  ' ''  ■ ',il> 

r-!  — dt“  ‘ 


■I  i. 


; (1  .\viivn,  ■*  •,  .',v  »-  ’ ' -.4>.'jii  1 ''H'W'.t'  * -*■ 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 
AfA-  Bg  + C positiv  oder  negativ  jst.  , 1 j 

\ | -t  4 

Also  Ist,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vor- 
zeichen: ” ' ' 
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IU5 


also  nach  IV.  2): 


oder 


V-  V -4.  <CA  ^ 

■ »*'  A*  + B ■’ 

■P 

' > V /T,(n=* -"!) 


F VJ'x  2»^4gg  + C) 
1 A <w*~l)V!F+ß* 

Nach  IV.  19)  ist  aber: 


di.  J«i  . / ) (I 


also : 


^^ÄffBg  + C)  >i 

:j|*>iubsuA  nohno'.l.  i 1 1 ; : i ('  ( l.i'-l 

* \ .o\  ! i>  i ’j  i ♦ \I>V 

' -!  ‘ V'  1 F,  — Fca-ia.  -1  < 1 


8)  • • 

> I Firj  H*  «hüll, map  hieraus  den  folgenden  Ausdruck:  i, 

••M  fl».  tj*UI  1 *S,u 

* ~ .WJf+Bg  + C)',  n*— 1 zfcr+^  + C, 

V,~*  V^+TP*4  * '^nlipF%~g+ VU  “y 

das  obere  oder  untere  Zpidhen  genommen,  jenachdem  Af  + Bg\ C 
positiv  öder  Negativ  ist  -.i  t ‘i  4 i ■ ■ >\> 

Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  haben  nach  §.  13.  die 
Grössen 

Ax+  By  + C *trtd  Ax  ABy+Q 

mit  der  Grösse  Af+Bg+C  entgegengesetze  Vorzeichen.  Als« 
ist  nach  1): 

i«  tdatni;iv  Bg\ ©)  11  K<I  **«■»!>  1‘*'1  * 

s >A  ells  liil  <■»>  n»TTt  tfnTr  1 nah  rl  >n<!.  eit 

nlO)vaaab  .ouds&  ^nsgnsog  ziilxniG  i-b  i toili  itu|  ..i'-.i  j -m  ,4 


i v - 1 »Mx-f  gy-f  fi). 

I F.-i 


♦ ii  jiiiint  >i:di)  ?i'i 


flr  >i  v‘.\  | a.li 


die  unteren  oder  oberen  Vorzeichen  genommen , jenachdem 

XftBg&yUtäv  ijäeriiegativ  Ut.''-  ,fr  / ’ 

:d>”  I * ;<-i  oihi'i'l 

Also  ist,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vor 

Zeichen:  **  — v\  -V 1 ’\  ‘ 
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r — f =£4.  4 

i\V  1 V"  / V ^*|ä* 

» 

aUo  nach  IV.  2):  /I  •»*>!* 

\ 

v:  . bs  \-j. %*(Af+Bg  + Q. 

n\  t /.(»«-JjV/P+B* 

Nach  IV.  19)  ist  aber  irtlio 

9„ — y ^Af  + Bg  +,„Q.  ( 

\M  Vmjsw  ' 

also:  ' . 1 i.ij.  Ui  C'l  V I ii-  -./' 

II)  ...  . 


»I« 


....  i|  * „ff-rfiss®“- 

1 1 - lt« 

Fiir  K,  erhält  tnah  hieraus  den  folgenden  Ausdruck: 

,9,  F -x  **Af+Bg+C)  «%-_±  Ax+By  + C 

"■  1 * (»*-i) V 4f>.4w 1 "r r*  + 

das  untere  oder  ehe« Zeichen  genommen,  Jeeacbdem  Af\Bg\C 
positiv  oder  negativ  ist. 

'>  I v.«  ■)•  ■'.!.  I v V ! | .>  t.rlr 

Nach  6),  9)  12)  ist  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  allgemein: 


•.di  XI  -i  rijoii  n idxi  i IWi'i  | dl  j i*i>.X  fi 0 lio it\  n*d.  liVi 

»M. 


1 VJ?  a rie  in  e t e n\  j > 

• -IA  ,<l*tll:n  ii «/  t\lo>-.‘»v:'  -0-  I I i>A  | \l.  •->  li)  lab  itlf  I 

6.  Io.  . , 

:(l  lijfili  Ui 

Unter  dem  Parameter.,  eines  Kegelschnitts  versteht  man 
die  durch  den  Brennpunkt  {fy)  f welchen1  es  för  alle  Kegel- 
schnitte giebt,  parallel  mit  der  Direetrix  gezogene  Sehne  desselben. 
P ! ylY  I i.i.).u  1 

Die  Gleichung  der  Direetrix  ist  » i * " 

Ax+  By  + C—O, 

.:  sl  .!•<:.  «*t  . ’ • ■ ■ 1.  • . «•  ..y>/  friiodo  j«|"  niVflllH  «*•!> 

und  die  Gleichung  der  durch  den  Bremyiuiikt  (fg)  parallel  milder 
Direetrix  gezogenen  Geraden  ist  folglich: 

v>  / v»J«  1»  .'•**/*  ••.*.  , ciii^'Mi  tr>‘M  i ' *»*•!•  tifn  t't.niili  .1*1  omI/ 

A(x-f)+ß(y— g)=0.  ii  *td*>'  s.\ 
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m 


Bezeichnen  nun  f,  t)  die  ('oofdlnaten  der  Durcbscbnittspunkte  der 
durch  den  Brennpunkt  (J'y)  parallel  mit  der  Directrix  gezogenen 
»Geraden  mit  dem  Kegelschnitte,  so  haben  wir  zu  deren  Bestim- 
mung ife  Gleldbungen:  ’ 1 ;'»• 

A(X — f)  + Ii(t)  — dlv.  h ••  :it  . - 1 . 

«HAx  +Bt)+  C)a=U»  + ß*)  lOc  -/)*  + («>-  fl)*  I 

oder  ' 

+ ÄJp’iljyjss:  0,(-  ’ " ',Ac  1 •« 

’«*|J(r  -7)  + »(b-fl)W+  ÄflfC'i*.-^i^)!(k-/)«+'W-ir)*l 

; o**u 

oder 

* V \ « + *a>-9)=0,  U t f 

n*(4/+  ßfl  + C)*= (^*  f J?5)  i(jr— /)* + (h— fl)*l ; 

woraus  man  leicht  mit  Beziehung  der  oberen  und  Unteren  Zeichen 

auf  einander  erh&lt:  . ,t  . . . , • 

r»ril«  r>  - 1 rw  irr»  .-•*'*  • . l h j.a. \ 

•iiriul  utr«i>  »i«w 


1)  . 'i-'V|V\ 

•V.  if 


iV.  ' i\i  nB(Af‘+ßff+C)  ,'  \ I \!ii.  r nil 

X-f=±  :^§qp7Ts  ’ :>7  ;>»  i. 

\ »V 

i fl  — + + 


:r.  { {<*  fl,fl  f i>  0*1/. 


Bezeichnen  wir  nun  den  Parameter  mit  p,  so  ist  offenbar  ■ 

' - 1 I */' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden:  |>|JU 


afso : 


t MnH4f\Bg+C)* 
p1=z — a*VE*^"’ 

lei  l>mi  ■».r»i'ith<uA.  «toi*. : • ti!>  irtn  r»  .ii — : 


■ » 


iiliiqnu  'll  imvi  «I  li-i .t  ’ ' * ' " I ’ j<  •>»  i -l 

2)  P=±  \TÄ*+&~ 

.1  irr 

und  nach  IV.  22): 

.'19  V»  i<i  «iv*  A Hl«u  .i"  ■- i < d ■ j >HI 

-«(^A  + Bffj  + C,) 

3)  . . . . p-T  vw^—, 

0|  > 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
At  + By  + (i  positiv  oder  negativ  ist-U  - ,,  > •>.«! 

v ■ i' Aus  2)  urid  IV.  18),  19)  findet  man  leicht  für  die  Ellipse  und 

Hyperbel:  I-'  • .■>  noi>- 
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Grmntrt:  TAeort*  4*r  ktuehchnlUt 


iili  !i|j!iiu  |r.l  :(iil')-.il:  i:ii!  v.l.  , , 24*  n .1  i!  i .1  • >H 

•■4)v;i>v/u  t-*.* < : Fr  -y 

-uiii-oU  n'.vtti  in  ihr  i'-  • .1;  .><’# 

Die  Kntfernung  des  Brennpunkts  (fg)  von  der  entsprechenden 

Directrix  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Genmetrie  der 
absolute  Werth  des  Bruchs 

io  - n,  . •>  Af+Bg+C  . 

V a*+b* 

, V»1.. 

so  dass  also  nach  2)  die  Entfernung  jedes  Brennpunkts  von  der 
entsprechenden  Directrix  ist;  für  die  Parabel,  wo  n==  \ ist, 
also  \p. 

Nach  IV.  14*)  ist  das  Quadrat  der  Entfernung  des  dem  Brenn- 
punkte (fg ) nächsten  Scheitels  (fg')  v<jn  dem  Brennpunkte  (fg): 

^ m ’ L 1 _ n*(Af+Bg  + C)* 

n*itf  ii  V»  * * 

und  das  Quadrat  der  Entfernung  des  am  weitesten  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  entfernten  Scheitels  (ff  gf)  von  dem  Brenn- 
punkte (fg)  ist: 


II 


Also  sind  nach  2)  die  Entfernungen  der  J>eiden  Scheitel  von  den 
Brennpunkten  bei  der  Ellipse: 

27T+T)  “,,u  2(T-^’ 

und  bei  der  Hyperbel: 


und  yJL 

2(n  + l)  und  2(n— T>‘ 


P ■ V 


Für  die  Parabel  gelten  nur  die  ersten  Ausdrücke,  und  es  ist  also 
bei  dieser  Curve  \p  die  Entfernung  des  Scheitels  vom  Brennpunkte. 


' 1 


VII. 


n .t. 


Sehnen,  Durchmesser  und  Asymptoten. 

1 ’ ' r : m 1 •. 


}.  n>. 


nj  j t . (1  »*  - •«! 


Die  Goordinaten  des  Mittelpunkts  einer  iwei  Punkte 
Und  e,,les  Kegelschnitts  verbindenden^  Sehne  desselben 

seien  u,  e;  so  ist  . 1— : ,-.«j /!< 
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nach  einer  wem*  Kethadt  mtaipUtc*  emMckelt  W¥ 


«=  i(*i  + **>»  «r=ttyl  + yt)  • , J. 

, Weil  0*1  yi)  und  (.rty,)  Punkte  des  Kegelschnitts  sind,  so 
finden  irntckn  deren  Coordiaateo  die  folgend en . Gleichungen 
Statt.  ! ii  •'  ul  1 ■ -d’  r\  • ! i m)  oHnuniilh'M 

»•<<**, +** +c)*=(i<*+Ä»)t(*i-/),+(y. 

n*(Axz  (-  Byt  -t-.'b)’*=(44  + B*)[(x% — f)*  + (y*— y)4| ; ,a 

durch  deren  Subtraction  von  einander  man  die  folgende  Gleichung 
erhält: 

\ B^hjF^(A-¥  Äy,+  6«r  -Afi 

=(^*+  fi*)t[(*, +[(y> -y)*—Cv» -.?)*]'• , - 

■/  *,«> 

»eiche  man  leicht  auf  die  Form 
' 1 **|  A(xt  ~xt)  + B(y,  — ^t))  |4(ar,  + **) + B(yi  + yt)  + 2<7l 

, t**-y 

also  auf  die  Form  ■>  •>•  •1  «i '»lin-» ■; I ot  iib 

1)  . . , + t'-' 

=(42  + ß2)!K  - x,’)  (u  - /)+(y  i— yi)^—yt  ■ 


bringt;  und  aus  dieser  Geichung  erhält  man'  leicht: 


V«\*n.  i 


os  y,  — ya  _ n*A{Au+Bo  + C)-(A*  + B*)(u- f) 
ir.-ar,“  n4£(4«+tfe  + C)-^2  + Ä*)(»-y)  ’ 


I H" 


oder 


I • 


I 


y,  — r/t j(n4— 1)44-  ff4)»  + n'ABy  fn«4C+(4*  + B*)f 

, x .T,  Tjft-  “((»«-  l)ß*—A*\v  f w*4fi»+  n'BC+(A*+ff)g  * 


oder 


. ' s - : , »i  »»>  f»  •,* 

• *#!.'•.»*».•  I » 1 1 , it  • i \ i • 

« *•  ii  * t . *i  i*  •»  - * j 

y.  -y»  l(«c-l)  4*-  B*'(n -f)\»'A  fffr-y'  +n«4(4/'+  ff  7f  O) 

-l)fi^4*l  (f-5)^MÄ(K-/)4>fi(iW&J + Cj ' 


4) 


Betrachten  wir  nun  eine  Schaar  paralleler  Sehnen  von  belie- 
biger, aber  bestimmter  Lage,  so  ist  für  dieselben  offenbar 

eine  constante  Grösse,  die  wir  im  Aflg^ntfefneh  durch  ff’ hezeicfa- 
nen,  iind  also  ‘ ' -4.  iwr.hlu  .4  hm 
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■v  il  &r.nn*rt?  Iktarie  der  KejeitrJmitl*  -n>* 


5) •V".!  A;  " 

OH  .ll.Ii«  Ulli  lll.l»!  ; A r i.  v f,,  ,.i  i—ft 

üöttten1 'teelferr.  Dann  ierfcälte«  wir  nach  dem  Vergehenden  für  die 
Mittelpunkte  (mp)  dieser  Schaar  paralleler  {Sehnen  die  folgende 
Gleichung:  j t , ,A  , 


,e,Cuun^:_,,  , Vy  , n H - ) , h*. 

n'MAu  + gr  + Q-(^  + /A)  («— /) 

6)  . . Ä=-  rfjj{Au  + t}v: pF)- (4*  + &)■(• -9) " ‘ " 


;|nui(-.i  ,'.i  ‘ihn  ;>!• 

oder 


I ■!  > no  .u  i!  uz 


rioinlt 
i Medio 


=0 


ltn1 — 1)  d2  - ß2l  u + n^Aßv  +n*AC  + ( A 2 + B*)f 

7)  K=  -^ZZyTB^-A^  v +n*AhiiT^BC+(A*  + B*jg' 

- ;;.v.  - st\*-  iv.il  1 '\  *>  i -sl'\~  ,a.)j»t«tt  ■»  *K)a tr 

oder 

if«»— ^A^-B^Uu-n+n^ABiv— fi)^n*A{Af\B'g^) 
8>  X^r-iirlt^l)B%~A*i{v-!>)+n*Aß(u^f)+n*ß(.Af+B9i-C)  ‘ 

Leicht  bringt  man  die  Gleichungen  7)  und  8)  ater  auch  aut 
die  folgenden  Formen:  mio  I o:  • Vm  > M 

9)  (nMB*tf^-irtl)4,r=J??]iV  : t 

+ m*-})ß*-4*\K+n\AB\v  ( 

+ |n*ßC*  <4*  + ßpfa&f  t”*4C  +,  (A*  + *VJ  ] 

und  „>rv\  ) | •>:*  | „l  ,K-„ 

10)  .*(tt  |nMßA"FK»»-l)H2-JßJ]l(«-/')  j 

+ |[(n2 -1)  ß2— 4*]  K + n2#4ß| (e— $)  ( =0 . 

I ^t+rfißK-bAXAf+iBff-k  Q..  | r„  1 

' -I  ' I ’ 1 A*t«  o i 1 t 1 1 

v Weil  diese  Gleichungen  in  Bezug  auf  u,  b vom  ersten  Grade 
sind,  so  ergiebt  sich  folgender  wichtige  und  merkwürdige  Satz; 

Die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Sehnen  eines  Ke- 
gelschnitts liegen  in  einer  Geraden,  oder  der  georoe- 
t rische  Qrt  4er  Mittelpunkte  aller  parallelen  Sehnen 
eipe«  fLegeleebnitt*  i.s,t  e|ne  Gerade, 


-oilfol  n<>/  o'imtor*. 
letln-iOo  * *'* 


M. ntid.ir'  o :i  t ii  •»  n-*;.i  • 

5.  20. 

Iiodl'o»-:1)  1;  I 's:  UA  . :"l  I ’-.tl..,.  li.  ->|  <tt|; 


Betraphiep  jwh-  W)?*  beliebige  Schaaren  paralleler  Sehnen, 
und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Durchschnittspupkte  4qr 
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!U 


geometrischen  Oerter  ihrer  Mittelpunkte  durch  W#  &*&•» 1 wie 

*n  deren  yestimmun^  nach  IQ)  die  bejde^  ^plgeip^aific^up^n: 

•>A-  n>  ( VNHSn  p c .*  i *» 

TiV*,  Hoilalot 

+ -h'®Ä+.9  ,6  \»)  ' 

+ \[(n*-l)B*-A']K'  +n*ABHV-g)  j =0.  . 0,|e 

+ n2(BK'<  f+A)(Af+  ßg  jrQ  _ . ) 

l)ie  Bestimmung  von  U — f, ' V — g au«  diesen  beiden  Glei- 
chungen gründen  wir  auf  den  folgenden  allgemeinen  arithmetischen 
Lehrsatz,  der  überhaupt  oft  zur  Abkürzung  der  Rechnung  die 
voiiteffUehede»  Dienet«  leistet;  . uS.  noseib  nun  li  h nobus  t! 

*t!-i)ti(n  iiw  di®  <•».  ,nr.  \j  — "I  — l lUiiixim  i ociud>i‘>!,k 
lj  p h t s (i  t z>  'il'ul't  .,1  mld'noi  hI’im 

(•\  | ,-^y  j \|.t  ‘J.r,,  . 

Wenn  zwischen  zwei  Grossen  jr,  jfl  zw  ei  Gleichun- 
gen von  der  allgemeinen  Form 

(«)>  + Xf>P  f l>i)V  W + *i4°' 

(ap‘  f 0| ) .r  + (*/>'  + 6, ) jr  f c;/  + c,  — 0 

ludtiu/li.  '*»  luui  “•  . 11.1  . i «in:*  : ^ .t  -;,.t  v>'/L 

Statt  rinden,  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass 

ft — p'  nicht  Verschwindet:  • l ' • ■ d'vi  H •moih  boia 

•:  it-  . /I  il  "oi  hnu 

oc,  — co,  co,  — «c, 

X~abt  — ba a(\  — 6u,  ’ 

siihi»ii  atcZ  1131h  itiudvtni  «>  h,|  i»»fi  d iiV . : 

Beweis. 

v>h  'ot4niii|loi)il..  ieb  t*’-.  aod  -iii  imnoy  -ntl 

Eliminjrt  nian  ans  ;defi  beiden  gegebenen  Gleichungen  zuerst 

y,  dann  jt,  so  erbidk  #1*1^, !,  j ;l  nuq ! o • l • ' ....  J,  i, 

•idtv)7/  tCoa^Hk  + Ar)-fc<h*»+*i)(u^'+«t)tl*l>_j  i.v’l 

^ j-.  • \ nur 


(II 


n-Sil  iftii  til 


MiU  n-.Mw  düthMP.'  (°p'  + «k)lj#  | 

1 '»{rCiriiiiw.  19b 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet:,!.  u’Ai'tk  --'Al.;  ,;5d 

(ap  i «,)£/ -tb*Ü(ß—p’) 
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llt  V 4**mr*.'  Xtoarit  dtr  XtpekcMUe?  v,~n 


•ml  #mw  «dki*  *e; 


v.  vihtO  miiliiiiMj 


üt  4 *.> - (v  + 

(Cp  + «i)  (Ag'  + *l) — (bp  + ^^(cp'  + Ci)—  (ci,  —ict)(p  — p'); 
folglich  onter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar:  ‘ 

(abt -6«,)*+ (U[  — !*c,)  = 0,  ' r'V‘ 

• (ab,  — —■  (eäi  — ac,)=0 ; ■ r" : 

- j i .<  • -.(  .!  ' ‘.fl  ~««,|  • 

6C|  — CÄ,  ' !_\cOj  — ' * lt  i 


*.  > • 1 L.n  »i«  . , 

r-ir  JwwtWft  werden  sollte,. . . 

^ VI  ! ♦(<  JUWAflia“/.  ’ 


i»;»U  »in.  t I*o f ft*.?.  : • 
)lu  v ; i » »; f ! *«  ..*ii 


..  -*  id  * ! 


»trade«  wir  nun  diesen  Satz  zur  Auflösung  der  beiden  obigen 
->"3u«u*iuiitfeo  zwischen  V—f,  V—g  an,  so  erhalten  wir  mittelst 
Mbr  Uttfbter  Rechnung:  > . , > 


m 


lft  ^ « *A(Af+Bg  + C) 

'■* 1 1 v " ■ " 

*:!**»'  » n|;T  T^n  i.oy  n ^ j; 


r.J  „ ..  ,»!Ä(4/+ßj+C) 


" L-  ' '•••*  ' < >'  » ' ■ i i - 

Nur  für  n ^ I,  aisq  nur  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel, 

sind  diese  Werthe  von  V,  V endliche  völlig,  bestimmte  Grössen, 
mul  nach  IV.  3)  ist 

i • ,•••>  ,«•»  •- »'« 

' , - P=*’.  F=G;  * 


woraus  sich  der  folgende  merkwürdige  Satz  ergiebt: 

l>ie  geometrischen  Oerter  der  Mittelpunkte  aller 
Sc  haarte  ft  tidt'k fielet  Sehnen  der  El I Ipse'trnd  Hy'pdr bei 
gehe»  durch  den  Mittelpunkt  der  Cnrve."  1 ,in'“ 


Kür  n=l,  also  fÜT  die  Parabel,  werden  die  obigen  Werthe 
wm  C’>  f"  unendlich,  und  wir  müssen  daher  diesen  Fall  besonders 
betrachten. 

Nach  9)  und  10)  ist  die  Gleichung  desgeomdtrischen  Orta 
der  Mittelpunkte  eipey-  Schaag  paralleler  Sehneu  iu  diesem  Falle  : 

12)...  (AK  — ß) (Bu  — Av)  1 ’ »-  an' 

>=ü 

< V +\BO+iA*+ß*)g\  Ä*  * ^ 'V 


t 
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oder: 

13)  . . . (AK—B)\B(u  — f)  — A(v—g)\ 

+(BK  + A)(4f+ßg  + C) 

l 

also: 

14)  *u-Ac  | WC+(A*+B*)ff) K+{AC+(A>+B*)f)_0 

A K ""  B 

oder 


15)  B(n—f)-A(v-ff)  + ^t~(Af+B9  + C)^  0. 

Die  Gleichung  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen  der  Parabel, 
deren  Gleichung  für  ein  constantes  K und  ein  veränderliches  Z, 

y=Kx-\-L 

ist,  halbirenden  Durchmessers  der  Parabel  ist  hiernach : 

14*)  Pr  irr  | *C+W  + B*)g\ * + 'jC+(A'  + **M_0 

AK — ‘B 

oder 

15*)  B{x-f)-A(y-g)-±L™(mBg  + c)=<i. 

Nach  IV.  1)  ist  die  Gleichung  der  Axe 
B(x—f)  — A(y—g)  = 0 

oder 

Bx-Ay-(Bf-Ag)z=  0, 

welches,  mit  dem  Obigen  verglichen,  zu  dem  folgenden  merkwür- 
digen Satze  führt: 

Die  geometrischen  Oerter  der  Mittelpunkte  all  er 
Schaaren  paralleler  Sehnen  der  Parabel  sind  der  Axe 
der  Curve  parallel. 

Jede  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  oder  Hyperbel  gehende 
ond  jede  der  Axe  der  Parabel  parallele  Gerade  heisst  ein  Durch- 
messer der  Curve. 

I 

$.  21. 

Die  Gleichung  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen,  deren  Glei- 
chung für  ein  constantes  A'  und  ein  veränderliches  L 
Th.il  XXXI. 


8 
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SrnnfrH  Throrte  /frr  KeathcfmWr ' 


y — Kx  L 

ist,  halhirenden  Durchmessers  ist  nach  10): 

[tfiABK + [(**-  1)jP  ~H*)\(x-f)  y 
+ 1 n2AB  + [(n*-  1)  B2-  A2] K\(y  -y) 

+ «*M  f BK)(Af  \ btf  \r  O 

und  da  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  dieser  Durchmesser  durch 
den  Mittelpunkt  ( FG ) der  Curve  geht,  so  ist 

I u*ABK  + [(«*—  1 )A2~~  ß*jl  ( F—f ) 

A I n* AB  + [(na  - I)ß2-  A2 ] K I (&’  -y) 

. An2{A  + BK){Af\By\d 


woraus  man,  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  Obigen  ab/.ieht, 
für  den  in  Rede  stehenden  Durchmesser  die  Gleichung 

16)  . . . |#sdMt[(*,-l)d1-Ä*]:{*—  F) 

• • ! ' t 

+ 1 n*AB\  [(»*-  l)ß*-  .4»]K!  (y-fi) 

oder 


17)  ....y- 


„ n2ABK  + \{n2-\)A*-B*\,  _ 

n2ABA\(n2—  »)ß*  — A*M 


erhält. 


, ’ 1 ! . t I >,  /" 

Die  Gleichung  einer  Schaar  dem  durch  die  vorstehende  Glei- 
chung charakterisirten  Durchmesser  paralleler  Sehnen  ist  für  ein 
veränderliches  Lt : > iit<> 


n2ABK  + \(n2—  l)A2  — B2] 
nMß  + t(n*-l)ß*-^|Äf+^^ 

und  entwickelt  man  nun  nach  der  in  der  Gleichung  1?)  ausge- 
sprochenen Regel  die  Gleichung  des,  diese  Sehnen  halbirenden 
Durchmessers,  so  erhält  man,  weil  , . , „ „ , > 

«2AB\n2ABK  + [(»*-  Y)A2-B2}\ 

- :(»*  - \)A2-B2\  Ui2 AB  | f («*  - 1)  B2 - A2]K j , 

=1  n*A2B2  - f(n2 — \)A2~B2}  [(„*  — 


n2AB[n2AB+[(n2-\)B2-Ä*\K\ 

- |(n*-  1)Ä*- A2\  \n*ABK +[(«*- 1)  A* -B*}\ 
= ,AA2B2  - [(n*—  1 )A*-  B2]  [(n*  - 1)  B* — A2] 
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lfö 


ist,  die  folgende  Gleichung : , .x„  ( 

18)  ....  . .'  y-G  = K(x—F). 

* , \ I y\>V  1 » . 

Hieraus  ergebt  sich  der  folgende  Satz:  ' 

Wenn  ei,n  Durchmesser  der  EIIipse*oder  Hyperbel 
eine  Scharr  paralleler  Sehnen  balbirt,  so  werden  die 
diesem  Durchmesser  parallelen  Sehnen  von  dem  der 
ersterenScbaar  parallelerSehnen  parallele  »Durchmes- 
ser balbirt. 

I ’ 

§.  22. 

...  • * * • ./ 

Wir  wollen  nun  allgemein  eine  durch  den  Mittelpunkt  (FG) 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  gehende  Gerade,  also  einen  beliebigen 
Durchmesser  dieser  Curven,  betrachten,  dessen  Gleichung 

19)  y-G=J(x  — F)  ' 

sein  mag.  Bezeichnen  wir  die  Coordinate»  der  Durchschnittspunkte 
dieses  Durchmessers  mit  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  A,  Y; 
so  haben  wir  ,zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen : 

Y — G==  J(X-  F), 

n*(AX+  BF+C)«=(d»  + Ä*)|(  A— /)*  + (F-^)*); 

von  denen  man  die  zweite  auch  unter  der  folgenden  Form  darstel- 
len kann,  um  sie  leichter  mit  der  ersten  verbinden  zu  können: 

x . < i. 

n*[A(X—F)  + B(Y—G)  + AF+  J?G+  Ci* 

= (A*  Wi  ((X  - F)  — (f—  F)]*  -I-  [( Y — G)  - (ff-  G)j* 1 . 

Durch  gehörige  Ein  Wickelung  dieser  letzteren  Gleichung  er- 
hält man':  rt  _ , 

0=  F)a 

' ;"1'’  + | — (A*  4 Ä*) | ( F — G)*  ’ 

4 2n*AB(X—>:  F)(Y-r  G) 

•(  1 + ‘Hn*A(AF+ßG  + C) +(**+&)  (f-F)\(X-F) 

+ 2[n*B(AP+BG  + C)  4 (A*  + Ä*)(y-G))(  Y-G) 

4 n*(4F  t BG+C)*-(A'  + B*)\(f-F)*+(ff- G)*j. 

Nun  ist  aber  nach  IV.  3),  wie  man  leicht  findet: 

8* 
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Ar+BB  + c--2g*p:hm-'-'*  ’ '■ 

F\s  x.  tu  rr  »'(Af+Bg+Cf 

(f-  Ff  + (s-  *)"— (jt*J1)«(^  + Ä^ 

!.:r,;:;: **^F+ÄG+c)+u*+fi»)(/,r-F)«o. ,•■>  ..  . 

;/  «*Ä(^F+y?G  + C)t<^+^s)(y,— G)  = °- 

„ >.*M/ 4 % ft)* 

nS(^F+ßC+€)*-(^*+ßa)i(/'-^a+(S'-G)9l=- ^ ~i * 

wodurch  die  obige  Gleichung  die  folgen<le  einfache  Form  erhall: 
(n *A*  - (A2  + B*)1.(X  - Ff  + 1 n*ß*-(A*  + /i2)!  ( F—  G’)* 


+2nM ß(A-  F) (Y—G)  — 


G’)*j  :.i  i ■ 
v>  =0 

i 


oder 


- F)  + B(  F - G)l* - (A*  + B*) |(JT-  F)*  + (F-  G)*l 


nW+gg+O2. 

: *a—  1 ’ > 


. >i- 
• ,n, 


und  wegen  der  Gleichung 

Y-G=J(X-F) 

bat  man  also  zur  Bestimmung  von  X — F die  Gleichung: 

V.  ' ! 

(«•M+#J)2-M*+  «*)(!  + *)  HX-  0*=— > 

woraus  man,  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden  Gleichung, 
mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  erhält: 


20) 


A — F=l 


n{Af  4'  G)  A ' 


- V (»*-  l)|n2(<4  + ßJf-(A*+  IP)  (1  f 7*)| ' 

v r j.  nJ(Af+Bg  + Q | . 

V (n*-l)!n*M+  BJf-U*  + i**)(l+/*)|  ’ 


I 


oder,  wie  man  leicht  findet; 


• I .:!  r- 
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2!) 


X~F=±  -?-T— 

V^«*- 1 )!(«*>- 


(Af+Bg+C) 


V («*—  1)  |(n® — 1)  (-4  + BJ)*—  (B  - AJ)t 


I * 


V r J.  . »JQy+lfo+C) 

* ^(,75 _ T)  *(^;w+  *>>*- (B-aJü  ’ 


oder  auch: 

( X-F=± 
22)  1 

I Y—  G=  J_ 


S.  - ■:) 

”(A/+  Bg  + C) 

V(1  - «*)  |(T— w*)  (A  + BJ)t  + (B-  AJ)*\ ' 

*J{Af+  Bg  + C) . 

V" (1-«*)  1(1-«*)  (A  + BJ)*  + (B-AJ)* j ’ 

• • ' . » } 


wo  die  zweite  Form  für  die  Ellipse,  die  erste  Form  für  die  Hy- 
perbel die  meiste  Bequemlichkeit  darbietet. 

Im  Falle  der  Ellipse,  wenn  nämlich  «<1  ist,  liefern  die  For- 
meln 22)  für  X,  Y immer  zwei  reelle  Werthe,  woraus  sich  er- 
giebt,  dass  die  Ellipse  von  jedem  ihrer  Durchmesser  in  zwei 
Punkten  geschnitten  wird,  welche  offenbar  von  dem  Mittelpunkte, 
der  Ellipse  gleich  weit  entfernt  sind.  Denn  bezeichnen  wir  die 
Entfernungen  der  Durchscbuittspunkte  vom  Mittelpunkte  im  Allge- 
meinen durch  R,  so  erhalten  wir  aus  22)  für  die  oberen  und  für 
die  unteren  Zeichen  in  gleicher  Weise: 


23)  . . Ä*= 


«*(1  + J*)(Af+Bg+C)* 

(!-«•)  1(1  — n*)M  + BJ)*JTB-AJ)*\  • 


Im  Falle  der  Hyperbel,  wenn  nämlich  »>  1 ist,  liefern  die 
Formeln  21)  für  X,  Y nur  so  lange  reelle  Wertbe,  als 

(»•-!)  (A  + BJf  - (ß  - 4J)*>  0, 
d.  h.  so  lange  als 

(„i_l  )(A4BJr=(B-lAJ)*. 
oder  so  lange  als  ' ' \ 

/df  «,;v=  1 

\W=Aj)  > »*  — 1 

ist  Wenn  dagegen 

* /a  + bj\'  L * 

\B—ÄJ)  ''«»-!  •>  . * 

ist,  werden  X,  Y imaginär. 

Wenn  also  > 
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I * 


_ i 

ä*-i 


I 


ist,  so  schneidet  der  durch  die  Gleichung  19)  charakterisirte  (Durch- 
messer die  Hyperbel  gar  nicht.  Wenn  dagegei/  — * * I 


/A  + BJ\*  1 
\ß  — AJ/  > n*— 1 


: d i 


ist,  so  giebt  es  nach  dem  Obigen  für  X,  Y zwei  endliche,  völlig 
bestimmte  reelle  Wftrthe,  und  der  durch  die  Gleichung  ltf)  cha- 
rakterisirte Durchmesser  schneidet  also  die  Hyperbel  io  zwei 
Punkten,  die  offenbar  von  dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  gleich 
weit  entfernt  sind,  weit  man,  wenn  man  die  Entfernungen  der 
Durchschnittspunkte  vom  Mittelpunkte  wieder  im  Allgemeinen 
durch  R bezeichnet,  aus  21),  man  mag  die  oberen  oder  di«  un- 
teren Zeichen  nehmen. 


i 

24)  Ä*= 

I ’ ' 

erhält. 


n *(l  + J*)(Af+Bg  + Cp  /. 


(«* — 1){(«*—  1)C^  + Ä^)--» — — ^/)*1 

• -oi  v . 

• ' I‘1  ••  i,  I"-.  . .|  i , •/  .|  • ..  .;;i  i , .. 

Gewissermassen  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  vorherge- 
henden Fällen,  auf  der  Gränze  zw  ischen  dem  Schneiden  and  ZSicht- 
scbneiden,  liegt  der  Fall,  wenn  i-. ! >.  ,.\  m i-jiuu  -tili 


( 


'A  +_ß^v_L_l  _ 

B-Aj)  — n*-l 


I , 


-:.V 


ist,  wo  X,  Y unendlich  werden,  welchen  Fall,  der  offenbar!  bei 
der  Ellipse  gar  nicht  Vorkommen  kann,  wir  dahot  jetzt  besonders 
betrachten  müssen. 


}.  23. 

Wenn  wir  aus  der  Gleichung 


I -! 


25) 

oder 


/ A + BJV * _ 1 

\B-AJ)  _ «*-1 


d I 


26)  ...  . ß—AJ=±(A+ßJ)\Tn*- j 

' i ' ' 1 *\ 

die  Grösse  J bestimmen,  so  erhalten  wir! 


27) 


J = 


RTASTh*  — 1 nun  t 


n 


t .d-o 

.1,«.  n 
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und  die  Gleichungeu  zweier  {durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel 
gebenden  Geraden,  welche  gewissermaßen  auf  der  Grenze  zwi- 
schen den  die  Curve  schneidenden  und  nicht  schneidenden  Durch- 
messern liegen,  sind  also : 


28) 


3'-c-d±BV^r*- 1( 


Aus  einem  Grunde,  der  weiter  unten  näher  erläutert  werden 
wird,  nennt  man  die  beiden  durch  diese  Gleichungen  cbarakteri- 
sirten,  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  die  Asy  mptoten 
der  Hyperbel. 


Nach  IV.  1)  ist 

ß(x—/)  — A(y—g)  =0 


oder 

. . r . • * - . . I . • - -.1  1 

B(x-  F)  - A(y  — G)  + B(F -f)~  A(G~g)  = 0. 

und  folglich,  weil  nach  IV.  3) 

B{F-f)-A(G-g)=  0 

...  . ...  

ist,  . . . 

B(x — F)  — A(y — G)  = 0 , 

die  Gleichung  der  Axe  der  Hyperbel.  Ist  nun  (XI ) ein  beliebi- 
ger Punkt  in  den  Asymptoten  und  P das  von  demselben  auf  die 
Axe  gefällte  Perpendikel,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie 

„ \B(X-t')-A(Y-G)\* 

/= a*Tb*  * 

nnd  nach  28): 


Also  ist,  wie  man  leicht  findet: 


+/?*)(*—  F)VV-  1 

ß(X-F)-A(Y-G)  = ± {- — 


also  nach  dem  Obigen: 

(*-l)(A* + £•)(*-!)* 

: (A±Bhfn'~ I)» 


,.|  fl  p* : 
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Bezeichnen  wir  die  Entfernung  de«  Punkt««  (XF)  von  dem  Mit- 
telpunkte ( FG ) der  Hyperbel  durch  E,  «o  ist  nach  dem  Obigen, 
wie  man  leicht  6ndet: 


£»=(x-F)*+(r-o*= 


n*(A*  + B*)(X-F)* 


Folglich  ist 


also 


zw  n*~l  „ 

fl® 


Hieraus  sieht  inan,  dass,  so  lange  iE  sich  nicht  ändert,  auch 
P ungeändert  bleibt,  so  dass  also  die  von  allen  gleich  weit  von 
dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  entfernten  Punkte  der  beiden 
Asymptoten  auf  die  Axe  gefällten  Perpendikel  sämmtlich  einander 
gleich  sind,  woraus  sich  ganz  unzweideutig  ergiebt,  dass  die  Axe 
die  den  Scheiteln  der  Hyperbel  zugekehrten,  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  die  beiden  Asymptoten  mit  einander  ein- 
schliessen,  halbirt;  und  bezeichnen  wir  also  den  von  der  Axe 
mit  den  beiden  Asymptoten  eingeschlossenen  spitzen  Winkel  durch 
o),  so  ist  offenbar  , 

>. • , . p ic  1 ' , 

i sin  «=  < 


also  nach  29): 
30)  . . 


Vn*— 1 

sin  o)  = 

n 


\ V' 


woraus  sich 

i 

31)  cos  « = — , 

n 

und  folglich: 

I • 1 . | -:  

32)  . . . ...  tang o>  = Vn* — l 

% 

ergiebt. 


' ■ i"'  Cf.  .*  *1  • II  »!■(  <*'  t 


i - 7 r< 

l..lb  I 


Der  von  den  beiden  Asymptoten  eingeschlossene,  180°  nicht 
übersteigende,  den  Scheiteln  der  Hyperbel  zugekehrte  Winkel  ist 
2« , und  aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  leicht: 


Digitized  by  Googli 


nach  einer  neuen  Methode  analytisch  entwickelt.  121 

33) 

.ios„=**5[3,  cos2„=_5!=?. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  also  nach  §.2.  für  n—  V'2,  wird 

sin2o>  = ],  cos2co  = 0;  • * 

woraus  sieb  ergiebt,  dass  die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel auf  einander  senkrecht  stehen. 


§.24.  * 

Wenn  (jnj)  eis  (beliebiger  Punkt  ist,  und  wir  durch  diesen 
Punkt  eine  mit  der  einen  Asymptote  parallele  Gerade  legen,  so 
ist  nach  28)  die  Gleichung  dieser  Geraden: 


ß+Atfn*— l, 

V l(X  X)i 


‘ ’ * • t,  • 

und  bezeichnen  wir  nun  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte dieser  Geraden  mit  der  Hyperbel  durch  X,  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 


(ßTFAVn*-lXX-r)  = (A±B\Tri*=l)W- t>), 
n\AX  + Bl?  + O*  = (/l2  + B*)\ ( X-f )*  + I 

oder:  • ' ' 

(BT  A Vtltt)  (X  ~r)  = (A  ± B ^r^T)  CP  - 1>) , 

: '•  ' ' ' l.i  ■ . 

n»  \A(X  - x ) + B(X>  - 1»  + Ar  + ß»  + C | ' * 

= (^2+  B*)\[(X-x)  + Or -/)]*  + [(V  — V) + Ot  — jp)]*|. 

Die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen  bringt  man  nach  ge- 
höriger Entwickelung  leicht  auf  die  folgende  Form:  ' 

0=  \n*A* — (A*  + B1)  I (X  — jr)* 

+ 1 n*«2  - (A*  + B*)  I (H>  - „)* 

+ 2nMÄ(*-r)(9-K) 

+ 2|n2.-l(^i:  + Btt  + C)—(A*  -f  B*)(r— f)  | (*— r) 


+ 2|n‘ÄMi+  Bt)  + C)— (A*  + B*)(m-  g)WP-*>) 

+ n*(Ar  + Btf  + C)*—(A*-f-ßt)l  (r— /)»  + fo  ~^)S|. 


],23  Grüner t:  Theorie  der  h'egeischnUte  V t 

Wegen  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleichungen  kadn  man  aber, 
wenn  i einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

■'  “ * - r = f(A  ± ß i) , 

! V—  b = >(ÄT-4VAna-lJi.  r.i  t 

setzen,  und  die  Grösst 

' ' ! («M* - (A*  + B*) I {*—*?  * t n*ß2 -M^*+  tfi* 

i .<  -I  » I-.:.  . tl 

+ 2n*AB(X— r)(?» — b) 
ist  als«  das  Product  von  i2  in  die  Grösse 


lii’M2-  (.•l*+Ä1)|(^+BVr  n*-J}*+|7i®Ä2-(^®+Ä*)|(Ä:F^Vr  w*-l)* 

i . M : • ■■  ' I' 

+ 2n*AB(A  ± B^n*—i)(B^A>fi*—  i) 

= »®|  d(d  ± ÄV  n^JH-  T d VtT^I)  |« 

— (A*+  Bs)l(d  + ÄV»J-  + n*  — 1 )® ) » 

#,  . • - .......  • . . 

»valcftta  sich  sogleich  auf  die  Form 

n\A 2 + ß2)2  - n\A2  \ B2)2 

i • * • * ; 7 * . " 

bringen  lasst,  und  folglich  verschwindet.  Daher  verschwindet  auch 
die  Summe  der  drei  ersten  Glieder  in  unserer  obigen  Gleichung, 
und  zur  Bestimmung  von  X,  9 haben  wir  daher  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen  des  ersten  Grades: 

. . 1 . . , . 

(ßT  A\T^-i)(X-T)  = (A±  B\rn*=7)W— p), 

' 2 ; n*A( Ar  + ßtj  + C)  — ( A 2 + ß»)  (j—f) ) ('*  - r) ) 

lt  I ! I 

4‘2|«2ß(/4r  + ßtt  + 0 — (zt2  + ß*)(b-.7)H?— b)  | = 0, 

+ n2(^  + ßt)  + C)2-M2+ß2)l(r-/r)H(b-y)*)'  tl 


durch  deren  Auflösung  man  1 


_ 4-t  ß Vn2—  1 

2(A2  f iS2) 


0 


■I  n*(^r  + ßn  + C)*— (/l2-Fß2)i<>— /)2-Kb — ff)*i  
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9 n~  ; 2<J*  + £*J  ' ' 

^ ,,t(Ar  + ßn  + O«  - (>l*  -h  fl*)  | (t  - /■)«  + «)  -.9)»  1 

n*(Ar+Bt,  + C)—  \(A±ß*ftf^\)(j-D  VV-I)  (n-ff)  I 

erhält«  ,x  • ■ > I»  ow  i !..*•>.,  i > 

t-n.>  0 nvi!  ,i  I n.r  e\A.\. 'i  j 

• Hieraus  sieht  man,  da  as  jede  mit  der  einen  der  beiden 
Asymptoten  parallel  gezogene  Gerade  die  Hyperbel 
nur  in  einem  Punkte  schneidet. 

I - -u  ! V. 


I 


2h. 


Nach  28)  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Asymptoten  mit 
Beziehung  der  oberen  und'-unteren  Zeichen  auf  einander: 

I'  •h!i  i.i!  ; ' i , 

^ B + AV»*-1,  _ 

y — G = -p (x  — r ) , 

A + B^n*— 1 

y — Cr  = — — — 7^==  (x  — h ) . 

A + BVn*-- 1 ' 

• • / i ; 

Diese  beiden  Asymptoten  «vollen  wir  nun  als  die  Azen  der  xt 
nnd  yi  eines  neuen  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  als  Anfang 
gelegten  Coordiuateusyefema  der  xx y,  annehnieu,  und  wollen  die 
von  den  positiven  Theilen  dieser  Axen  mit  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  diese  Winkel 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x an  durch  den  rechten 
Winkel  (xy)  hindurch  von  Ol  hls  360°  zählen,  respirctive  durch  J 
und  r\  bezeichnen.  Dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie,  mögen  diese  Winkel;  nun  zwischen  0 und  180°  oder 

zwischen  180°  und  300°  liegen; 

> I “ • ' f "■ 

, B^Ahnp—i 

tangi  = 


A±B\n*  — 1 

«”— *«  {*  t s ß+^v^n  i » 

ch  l -1  V~A%B\Crfr~ :V 


woraus  man  initteM  der1  Formeln  t 


t A 


'i 

A 


. tnng» 

6"‘5  = rrt^?*V8,"^=  I + tang? 

leicht  erhält: 


lang?;* 

” = 1 H 

!|  nt.  , 

: 1.1  .. 


V 
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sin£*  = 


n*(A*  + ß9) 


. {B±AV  «*-!)» 
•""»)  — n*(A*  + B9) 


Weil  man  aber  die  positiven  Theile  der  Axen  der  ar,  und  yt  be- 
liebig annehmen  kann,  und  die  W'inkel  £ und  i\  zwischen  0 und 
180°  öder  zwischen  180°  und  360°  liegen  können,  so  wird  es 
offenbar  immer  »erstattet  sein. 


sin  £ = 


b^aV  »a— i 

nV'/P'+Ä* 


B±A^n9-\ 

zu  setzen,  woraus  dann  mittelst  der  obigen  Formeln  für  die  Tan- 
genten ferner 


cos  4= 


cosij  = - 


A±B\fn*— 1 
nV  A*  + g* 


nyfA'  + B* 

i I ,,  » 

folgt,  so  dass  wir  nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln  für 
die  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen  er- 
halten: 


35) 


„.A±B\/l!P-i  . A + 

X=F+  + _7_r„ , 

„ B+A\TriTZ: T . B±A\r^-i  . 

WX'+  + m *" 


xl  t 


oder: 


36) 


r ^gV»^!  , A?B\T w»-1.. 

X nV>  + g*  V+  nV^  + g*  y‘ ’ 


gT^V  n®—  1 A B±AVn*  — 1 . ..  - 

«v^TS* 


' »-  c ==^=ms-‘*.  + 


nV^+g» 


woraus  sich,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  a;,  und  yt  auf- 
löst,  ferner  leicht  ergiebt:  t(r  (i. 


Digitized  by  Google 


nach  einte  neuen  Mtihotie  analytisch  tnMckett. 


'>  » V>t  i \l.  , . 37) 


**  * aVV—  ix^*+-ß*) 

■V  - ■ <\  > A v.  ilf . . 

-x.»  l(ß-F^V~ w* — ^(ar-Fj-^jbgy^^T)  (»-«)). 

y‘  + SVÖ^-lX^-f 


oder: 


1 ) «•.  ‘ , 


I'  • t -. 

38) 


Xl  ~ W (fi2-i)(^2  + ß2) 

„ _ ^wl[g(x-F)-^(y-6')]T[^(x-F)4-fi(y-G)]^ra| 
-Vl  + 2Vr(n*-l)(/C*+ß*) 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  durch  Multipiication 
auf  der  Steile: 

39) 

n«  | [B(x-F)-A( y-  G)]*-(n«-  1)  [A(x- f) + J5(y-G)p) 
*&'—  4(n*  — 1)(;4®  -f  ß*) 


oder 


40) 


_ n»j  (iP  t !?»)[(*- F)«+(y-ft)»]-n»[<4(:r-  F)+ß(y-G)]»| 
xiy*—  4(»*-l)(^*+fi*) 


Nach  IV.  3)  ist  nun:' 

x F-x  f.MW+Bg+C) 
'+  (»«-lx^+ß*)  ’ 

„ . n*B(Af+Bg+C) 

y -G=>y-y  + * 


also: 


■»  ’i.  i . . et 


(^*  + B*)  | (x  - F)*  + (y  - G)*  1 

= (^*  + Ä*)|(x-/)*+(y-y)*l  . 

. 2«4(/4/f  % + C)(.4*  + By  + Cf  ‘ ri*(n* ±<2)(Af+ Bff'+C)* . 

+ — — örajr"-"7- 

"»i’l  jt  •*  • s «5  i *.  . n '!•»  :«>*  ci'- 

und  • M ».  : 1 •<  : ’HT'J  I l wt  VtijWW  < 
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A{x  - F)  + B(y  - G)  = Ax  \ By  + C + 

• > • - t .*.  , \ - < \ i v.  ex.  i vv  u 


»*|  A(x  — F)  + B(y  — 6?)  | * 

= n\Ax  + By+C)* 

. 2 »W+  ß</+  C)(/ix  + ßy+C)  . «W+%+Q* 
+ n*— I + (n*  — lj* 


Ist  aber  (xy),  und  folglich  auch  («jyJ,  ein  Punkt  der  Hyperbel, 
so  ist  nach  II.  2) 

; 

(.!»+  ß»)  | (. x-n * + (g-9)'\-n\Ax  + ßy  + C)*  = 0, 


also  nach  dem  Obigen: 

(.4*  + «*)[(.r  - F)*  + (y  - G)*]  - n\A{x-  f)  + /%-«)]'•* 


nHAf+Bg±C)* 

P^l 


T#l*' 


und  folglich: 
41)  . . . 


_ nHAf-tr  Bg  + C)* 
~ 4(n*—  l)*(A*+ß*)  ‘ 


Nach  IV.  15),  17)  ist  also: 

i • t ■ !»..•.  v | 

41*) ==  Je4  = *(f*  f **)•' 


Hiernach  ist  das  Product  xxyx  eine  constante  Grösse,  und 
wenn  also  ar, , absolut  genommen,  in’s  Unendliche  wächst,  so 
nimmt  yx,  absolut  genommen,  in’s  Unendliche  ab,  ohne  jemals 
zu  verschwinden,  woraus  erhellet,  dass  die  Asymptoten  sich  der 
Hyperbel  immer  mehr  und,  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähern,  wenn  man  sich  in,  ihnen  immer  weiter  und  weiter  von 
dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  entfernt,  eine  Eigenschaft  dieser 
Geraden,  di«  zu  ihrer  obigen  Benennung  Veranlassung  gegeben  hat. 

v'  ; 

• ff-  » 

. Zu  dar  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  merk- 
wirdigen  Gleichung  wollen  wir  noch  auf  eine  andere  Weise  zu 
gelangen  suchen,  weil  uns  dies  Gelegenheit  zur  Entwickelung 
noch  einiger  bemerkenswerthen  allgemeinen  Relationen  geben  wird. 
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Wir  kehren  deshalb 
denen  Gleichungen  \ I 


nieder  zu  den  Leiden 

•\  j ' ' 1 t ■ • ' n * » j 


lnv  i <f4.  gerun- 

i ». . <• 


2 1 »M(  Ar  + Btt  + o - ( A»  + B*)(x  - f)  1 (*  -jr) : : 1 

+ 2l  n*ß(Ax  f Bn  + C)-  (-4*  + ß*)(t>-?)  KP  - 1» 

f ».*( Ai + B o f Q* - ( + #*)  t (r  - /•)*  -f  (n  - »)»l 

zurück,  in  denen  bekanntlich  (rn)  ein  beliebiger  Punkt  ist,  und 
(2|>)  den  DurchHehnitt8|>utikt  einer  durch  den  Punkt  (m)  parallel 
mit  der  durch  die  Gleichung  c ; „ / . ; 


'v~  ..  B*A\r*=i  ■ 

■y — G = - — - -p-_:  (.g  — h ) 

3 A±B^ip—\ 

*•. 

charakterisirten  Asymptote  gelegten  Geraden  mit  der  Hyperbel 
bezeichnet. 

» ! i **  ; m'\\ 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  kann  man  auf  einen 
anderen  bemerkenstrerthen  Ansdruck  bringen.  Denn  es  ist 


n*A(Ar  + Bt,  + C)-(A*  + B*){x  -f) 
~n'A\  A(x - F)  i B(t)  - G) ) - (A*  + ß*)(r—  F) 
,,  j + v*A{AF+BG  + C)-(A*+B*)(F-f), 


: • t 

* ■ • a 

ti  ** 


' ««dir  + Bt)  + C)  - (A*  + B*)(n  -g) 

' i=;n*B\A(x—F)  + B{!t-G)\^(A*+B*)(i,-G) 
+ n4ß(/IF+  BG  + r:)-(/f*+  B*)(G-g)-, 

' *VS\  , 

und  nach  IV.  3),  7)  ist: 

»*A(AF  f BG  H-  Q-(#  t 


■ (LI. 


n*ß(AF+BG  \-C)-^\B^)(G-g)=Q-, 

. ' » > .(  n 

also:  , t , ,i  ; 

n4/4(/4r  f /fp  + C) - (,l*  + i?*)(r  -/? 

i ...*  , f * • ' j i < . /-»A  ...  i i-  i . 

= n'A  \A(t-F)\  B( n - G)  |-  M®+  /?*)(r  - *’) , 

■ / . I .\ 

n*B{At  + H»  + 0*-M»<+  B*)(n  - g) 


-n*B\A(x-F)  r ß2)(i,_G). 

Ferner  ist: 


i!  i 
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»*(4r+  Br,  + Q*- (A*+ B*){  (r  -/•)*+ (»-tf)1! 

= b* M(jr  - F) + .8(1)  - G)  + AF+  B G + C| * 

-M*  + Ä*){[(r-F) +,(/!-+/)]»  + [(#-C)  + («-<;)]*! 

= n*M(r  - F)+B(t>- G)i*  - (A*  + /?»)i(r^F)*+{»>- 0*1 

+ 2|  n*A(AF+BG  + a)-(A*  + B*)(F-f)\0t-F) 

+ 2 1 n*B(AF  + ÄG  + C)-(4s+jB,)(G-ji)lrt-C) 

+ n*(AF  + BG  + ty-(A*  +B*))(F-  f)*+  (G-g)*  |, 

also  nach  dem  vorher  Bewiesenen,  und  weil,  wie  man  ans  IVi 
3),  7)  leicht  findet,  11 

n*(AF+BG+  Cp-^AHB?)  {(F-f)H(G-gf ) = - 

ist: 

n*(4r  + J?i>  + Q*-  (A*  + ß*)  I (*-/)•  + 0>-^)*| 

=n*  \A  (r  - F)  + B(t>  - G)  | 8 - (A* + BA)  { (je  - F)*  + <i>  - G)*  | 
n^Af+Bg  + Cy 

~ M* — 1 

Folglich  ist  die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen,  von  denen 
wir  ausgingen: 


2 1 n*A[A(x- F)  + B(t)  - G)] -i(A*  + ß*)( x — F))(X—x) 
+2[n*BlA(x-F)+B(i>-G))~(A*+B*)(t)-G)W-t»\ 

+ n*[A(X-F)+B(v-G) I *-^(A*+B*)  | (x  - F)*  +(t>- G)* ) 

n*(Af+Bg  + C) * 

— n* — 1 


Legt  man  nun  den  bis  jetzt  wilikfihrlich  angenommenen  Punkt 
(jrrf)  in  die  durch  die  Gleichung 

„ r b±a*t»<=] i 

V~G- ATBVn*^*-^ 
charakterisirte  Asymptote,  so  ist 

„ B±AW*~ T,_  m 


X 


A+BVn*—l 

Ii±A\rn^-i 


(V  — G)-f 


\ 
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lJfV 


*l*o , wie  mau  lef  bt  , 

(t  r1  .)'»>  — I»;  1 j . T- 

71  L.  A*  + fl* 


vl(r-fv)  + i?(„_G') 

*.  M ■ • 

>Ai  ..  ' 

A(t—F)  f B(t>-G) 


A f jBV 


»tzT,"-''- 


A*+  B*  , 

<•-<?> 


und 


Folglich  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar: 

»*  \A(t  - F)  + ßtf- G)  I • — (AP  + nt)  | (f  _ F)t  + („  _ G)S , _ „ 
und  daher  unsere  obige  Gleichung: 

| n*A[A0t~F)  +B(t>  -G’)]  - ( A * + -f)|  (*  — ,) 

+ -F)  + JS(o-G)]-M*  + »*)(•>-  G)|(»- n) 

• v ' ■ : v*.(j  ■ \ 

“ 2(»»-l) 

Nun  ist  aber 

«*A[A(x  -F)  + B(tf-  G’)]  - (A*  + B*)(r  - F) 



.’*!  ' I — i\. J !■,:>;  

= J L(A*+B*)  Vn*-  lB  -^<-V^n*~1  (t—  F) 
ATBVn'-V  ’’ 

n*B[A(x-F)  + fi(n-G)]  - (A*+B*)(t>- G) 

^DBT'AV^-i  Ä 

(”  ®> 

<i|>  •<  ■*>  «±dV»'-I 

folglich  .-.*)>;•  • • i . .ib  f-’Ir. 

Th.il  XXXI.  e 
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nie 


also: 


' 8(*2—“  1)  V V* — 1 . (J2  + B*Y 

• > (I  i «•«  i ( \ -i>V 

Nacb  dem  OÜigen  ist}  : 

(B^A'f  ,P-i)(X— x)  = (A±B>/  n*  — l)(|l  - »), 

(.B±AVn^)0t-F)  = (A^fBVi^ri)^-G) ; 


f-V\ 


(BjA\T **— jyntt  fr  - H*  ~ 
und  folglich  nachdem  Obigen,  wie  , } xM 

: j.  *•*>  OV  vio  «tiaPIUl  i n!#  l*  I 01/ 

,i,  i.>  ~n'  ?ft  f »l.i—  kW- «-A  > C*  - •»H.flV*n:  J 

n*(Af+  Bg  + C)HB±A  \rrf^l)(BTA>fn*-l) 
(t)  — G)(Q—t>)=  ' i 11  k4(j«i_  t)2(A*  + B*)* 

oder 


43) 


vidb  Im  im?. 


\ r “V  j 'I  -I  I 3 — tlKJMw 

, ,,w-  . n*(Af+Bg  + Q«|  ^-(n»- l)g») 

(r- /-)(*-  r)  ~ < • ^-l)*{4*.+^3f)* 

(»>-  C0(V  -,•>}-  , « J 

„ . . I — - . / .\  ! t 

berner  ist: 

f : t.' - | .U4)  >!,«\  ! t \ — ijhJiVsn 

Alle  diese  Produete  sind  also  constante  Grössen.  doitjtot 


1/  r/  n*Wf 
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Weil  nun 

+ (ß^p^V'*5'-n)5ffc  n ß») 

;•  i*'«\  • •••  - • * » | wl  lt\ln  ,•  ,1 

ist,  ko  erhält  man  aus  den  Gleichungen  42)  und  44),  wenn  man 
dieselben  quadrirt  und  addirt: 


I •! 


Vl . * r 


Cr— F)*|(*— r)a  + (»Lo)*|  = C'^A  + B^  «*  - 1)* 

(n— r^+fw— ti1»*)  — VQAS  K*%±  mß+A\r^  — i)« 

also,  wenn  inan  diese  Gleichungen  zu  einander  addirt: 

l"'  i ,V  • ' * I i *' 

43) 

•«  ■ nu 

^ • ^ \ - 1 1 \ M 

eine  Gleichung,  welche  offenbar  mit  der  auf  ganz  anderem  Wege 
gefundenen  Gleichung  41),  ‘Wenn  rhan!  ^dieselbe  auf  das  Quadrat 
er.h»ltt»  vnH^aniiig^  üh^einstirnm t.  , ...i  -,\t:  , | 

!'»J  ■;.!  Ti:!,  n hc.i  v i l ■<•!  1.1  iV.r1-!  iJnr'i  .i>b  ,^,A)  * -i  :u*l 

iiImUii'I  .11  vb  tiei  i*i  l.r.n  lüfi'  t'i  T..\  4*\b  i.it 

ad‘»:i:  imiii'i  d t'iiu  i ' V..  ii*  *#»•>»  i*  . \ ' ...  ii.  -!.•■  4 ,\f  i . 

.‘I'*»di..'i  i\.,r  ti !i  - 1 ■ . r. r ; > ii  i- • Vilff.“  ‘l  1,1  ’*d  hnu 

n . ) nii*.  bim 

Berührende,  I, inien. 

,i  - • , \ » n ra  r 

lim  *.l  • 'i  : .»«  id''  .'  ti  ■'!  “ .-‘nV  msh  d-iBii  ü ti*  niiiiM 

IH  ...1.S  !»’»:•  *i M-eiil  oigidai,i ,!  ntnitet  ms  iM 

Ein  beliebiger  Punkt  meines  Köge^ohtiMssei  (a,yi).  Denkt 
man  sich  nun  einen  zweiten  Pqnkt  (*»«,)  ,des  Kegelschnitts,  uod 
legt  durch  die  beiden  PunlrtÜ  (Xl!/l)  und  eine  Geradi)  so 

ist  deren  Gleichung  , ->,._<■>  . „fl  ( rt 

•'  '-’t^  -9)(.-A  |H-)- UM  d *l.)i\-K""  '• 

an«  11)7111  hiiir  idm  1 li  I» 

nouik'iol^xiHiVl  T'b  sibeii)  u-gülnil^d  mel»q  ua  «id 

Weil  aber  (*,»,)  und  (.r^a)  Punkte  des  Kegelschnitts  sind,  so 
ist  nach  VII.  2),  wenn  wir 

' \ • ,4.1  M t i ! ,,  \ ! tI.'M* 

~ *’  v.  ,*  ^4(fi  * **).  * i(y,.+‘y*)' l- 
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setzen : 

y,  -y, n'A(Au  1 Be  4-  C)  - (,4»  + - f) 

xx  — x,  n*B(Au  + Br.  |-  C)  — ( A * -f  Ä*)(® — ü)’ 

und  folglich 

n*A(Au  + Bt  + C)-(A*+  B*){u-f)  , 

y yx  ~ n*B(Au  + Br  + C)-(A*  + B*){v-g) 1 l' 

die  Gleichung  unserer  Geraden. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

’ I 

-r»  — xi  — Axt , ys  — yi  = A>/x ; 

»o  ist 

u — Xl-\-\Axx,  r = y,  | ■\Ayl 

und  folglich 

Au  j-  Bc  -f  C ss  A(xx  + i Axy)  + B(yt  + lAyx)  -f-  C , 
u—f  — Xl—f+  iAxt. 

®— y=yi -y+i^y»-  . 

Lanzen  wir  aber  dem  als  bestimmt  und  unveränderlich  gedachten 
Punkte  (xtyi)  den  Punkt  (x^)  immer  näher  und  näher  rücken, 
so  dass  derselbe  immer  genauer  und  genauer  mit  dem  Punkte 
(xtyi)  zusammenfallt,  so  werden  Axx  und  Ayx  sich  immer  mehr 
und  mehr  uud  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern, 
und  die  Grossen 


Au+Bt+C,  u-f,  c — g 


werden  sich  also  nach  dem  Obigen  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  respective  den  Gränzen 

A*l  + Byl  C,  xx—f,  y»-y 

nähern.  Also  wird  sich  die  Gleichung 

_ n*A(Au  + Bv  + Q-(A*+B*)(«-n. 
y «IÄMu  + Äe+  C)-(A'+B*)(e—grx~:z,) 


unter  der  gemachten  Voraussetzung  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  au  jedem  beliebigen  Grade  der  Gränzgleiobung 


**A(Ax,  +J9jr,  + C)  ~(A'+B*)(x,  -f) 

n’ßtfSi  f Bi/t  iC)  - (A*  i - g) 
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nach  einer  netten  Methode  analp  tUch  entwickelt.  1» 

nähern,  durch  welche  also  eine  durch  den  Punkt  (x,yx)  gebende, 
der  Lage  nach  völlig  bestimmte  Gerade  charakterisirt  wird,  wel- 
cher sich  die  durch  den  Punkt  (x,y,)  des  Kegelschnitts  und 
irgend  einen  anderen  Punkt  desselben  geangenen  Sekanten  als 
einer  völlig  bestimmten  Gränze  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zg 
jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  den  letzteren  Punkt  in 
dem  Kegelscboitte  dem  Punkte  (,xxyi)  immer  näher  und  näher 
rücken  lässt. 

Die  durch  die  Gleichung  I)  charakterisirte,  durch  den  Punkt 
foy,)  gebende,  der  Lage  nach  völlig  bestimmte  Gerade  heisst 
die  Berührende  des  Kegelschnitts  in  dem  Punkte  («iyt),  und 
dieser  Punkt  selbst  wird  ihr  Berührungspunkt  mit  dem  Kegel- 
schnitte genannt. 

Die  in  dem  Punkte  (jriy,)  auf  der  diesem  Punkte  als  Be- 
rührungspunkt entsprechenden  Berührenden  des  Kegelschnitts  senk- 
recht stehende  Gerade  heisst  die  Normale  des  Kegelschnitts  in 
dem  Punkte  (3jyi),  und  wird  nach  1)  und  den  allgemeinen  Leh- 
ren der  analytischen  Geometrie  durch  die  Gleichung 


2) 

n'B(Axx  +Bt/l+C)-(A*+ B*)( y,  -g) 
S-*'~  i*A(Axx  +ßy,  + C)-(A*  + B*)(xx-f) 


(*— *i) 


cbarakterisirt. 

Die  Gleichung  1)  der  Berührenden  kann  auch  auf  die  folgend« 
Form  gebracht  werden: 

»HM  Hfyi  +C)M(*-4r,)+ß(y-y1)l 


= (A*  +JB*)  I (*i — f)(*—  *t ) + (y»  - y)(y—  »i)L 


oder,  wie  sogleich  erhellet,  auf  die  Form: 

■ ■ m ' ' 

n*(Axx  + Byx  + C)(Ax  + Hy  + Q - n*(Axt  + Sy,  + <•’)* 
=(A*  + £*)!(*,  +(y»— y)(y— y)l 

- (A*  + £*)  | (*f  - f)%  + (Ji  “ 9)*  I • 


Well  nun  aber  (a^y,)  ein  Punkt  des  Kegelschnitts  ist,  so  ist 
nach  II.  2) 

n*(Ax , + »y,  + Cf  = (A*  + B*)  I (*,  -ff  + (y,  -y)*l ; 
folglich  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Berührenden: 
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t»Uhe rt)  moM  titr  Kegeh'chnitir  ,au 


•'•Jw  ■*'.*  1-V  tfi(Axi  + **‘4  fc)(A*  + By  4pi ' ■*',v'1'  ,w  "'• 

* m t:  . u ni  * • «1  . . i . . * ■.!  i«'u#  «v  * » i ••  i .1  «•  Ij 

J*  m.  -*  (j»t -> »K*f— J?)l.  •>.(  , 

I . ^ N ( . . 

welche  Gleichung  bei  vielen  Untersuchungen  grosse  Bequemlich- 
keit darbietef.  ' ’ *"*  ■’  - / -->••.  • 

fH  tJ  iliM  *1  ti*:b  t i.tii  ei»#  . . »il  ei  111.1  *»  ;/  i'-m  i-i  •*.' j 

nt  Wollte  man  die  Gleichung  der  Berührenden  des  Kreises  haben, 
so  müsste  man  in  Folge  der  in  §.  6.  gemachten  Bemerkung  die 

Gleichung  I)  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen: 

j*o*i  : *’  ..  •»*•*  .:>.d-.  •;  e F »»il»  d»i«ih  ,G 

•/  • nC  ' y A/A  1 . B 1 1 

w KW  • cyc**  + c*1* 

7 ~ tic — \~ß7l a — 

WW+bV  cU’x,+  + 

rM  'Ir.  ■>)/  ■ t !•  .....  , ,-.».  ...*  »,rl  I.-I.  ; 0,0 

woraus  sieh-  dann  nach  den  in  dem  angeführten  Paragraphen  ge- 
gebenen Regeln  als  Gleichung  der  den  Kreis  in  d«i»Puukt*  (artjii) 
Berührenden  die  Gleichung . I »I-  • I • ,»  ,i:  ■•).  I mei» 

• ■ i «•►Ul  iib  tf  • n- 1.  » ir»«!->^ll/'i  lir.  •>  .-!■  •! 

Xl  —f.  , 

»— 3h  = -r— 


y^yi=- 


yi  - 9 


oder 


, v\  i m ' *’m  ,«v\  i vv 

ergiebt.  Wollte  man  die  Gleichung  3)  benutzen,  so  müsste  man 
dieselbe  auf  die  fjgp  „ . ..  . , 

= OPi  -~f)(x —/■)  + ( 3fi  —9)(y  ^äö  I 


bringen,  woraus  sich  dann- nach  denselben  Regeln  wie  vorher  für 
die  Berührende  die  Gleichung 

» l : „ • /'  ' , ' J ä 1 

(*>  —f)(*  —f)  + (yi  —ff)(y—9) =r* 

ergiebt,  deren  völlige  Üebereinstimmung  mit  der  obigen  Gleichung 
leicht  eisichtlich  ist,  wenn  man  sie  auf  die  Form 


(*i— /)!(*— *i>+ —J) 1 + (^i  ~ $ j =f;  i’*// 

bringt,  und  bedenkt,  dass  nach  §.6.  II 

* "•  i '"v ' . * 

gesetzt  werden  muss.  1 
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m 


icßfy 


«'■  ■ Ufo vorhergehende  (fifoichung 3)  kann  man  »uqh  auf  folgende 
Arit  darstetieo  asb  iiui  n'>ftn<ndiiriit  nb  : utt'>»ilrnjtl  w.,i» 

lUo  I tS!l«!«t*f) 

dwJmÜ  «•»amu, i ••ili  ;/.  <■  ui  , , mlenib 

*’•  "*?  vili  '"f-  '»Vt  ■ *.l>in  m-  i’.nnilu-  rii-ib  • •■  «->b  e\Anu>t 

n\Mi  + jfy,  + Q*  s?  (4*  + £»)  t (*,  - /)*  + fy*  rr;*)*  I , J 

ist,  auf  folgende  Art: 

•Q*tifr»r  **  iff  i :*  : r.  fl m*  i ?>vmr»'i>,n 


■ 'IUI  II  .«in  Ulli  • J . j 1 : i • | - • ilf  II  / IIJ«  I |tJ ' 1 

> »<rif! , j/4  */7.  iV  « i /.  l.li  ?•  t^id  ii  | 


i i»  . /,«*}•.  .»r.  n.  i * 


n"'*/r  T'ir  *= /•)»  4.^1  —<;)*  ' *n~-r'  '•  ’N 

• • ' • ••>  - ■ . / ’.  *•..:•!  -;i»  mii 

woraus  sich 

«-  t n (!•'•/■ 

n*(^x  + % + C)»-  (J^+  Ä»)  [(* -v/)*  + (//-ff)*! 

Kffi —ßfainfl-Msb.  -$) I* 

=<<*■+«•>  , 

•'*/.  -.ib  ltjK  (,,1,1.)  ■jJmiiji-'  ,;rililinoil  or. , . ,j,  urivitdi)  oib 
Sho^fllMl  (V  l'IIU  (1  l!  bl:i<  d)l.l'V>.l)  .*•  . i p.  /[  pfJH/lu 

n»(Ar + % + <7)*-(--l*  + «*)  |(x  - f)*  + (y  - ffj* I U ’ J‘ 

- 4.  ^ -f)(y— ff)— (yi  -ff)(*  - /~)  i* 

J ^ « \ - ' «>  I ».  f ; % | ,*f.l  T »♦ 

ergiebt.  Hieraus  sieht  man,  dass 'für  jeden  von  dem  Berührungs- 
punkte (xjyj)  verschiedenen  Punkt  (xy)  der  Berührenden 

.*,!•.  »i  •*'!>  j.1»  ...  c , > v tu  •(  i it 

(A*  + «*)l(xr-/-)*+(y^-ff)*|>  n*(^+  ßy  + C)» 

ist,  und  das«' folglich  nach  dem 'in  §.  8. ' bewiesenen  Satze  alle 
Punkte  der  Berührenden  mit  Ausnahme  des  Berührungspunkts, 
also  die  ganze  Berührende,  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen, 
woraus  denn  auch  ganz  von  selbst  folgt,'  dass  die  Berührende 
ausser  dem  Berührungspunkte  keinen  zweiten  Punkt  mit  dem 
Kegelschnitte  gemein  haben  kann.  " ' —’V-  >«’A 


-4- 


•IV  r* • ** 


-i./ 


•)  E«  int  Hllnreincin 


t • i!«  *>» 


C««|  + U >,)* — («*+  6*X<f|*  + Ai*)  = -v(oi>i  — bo,)'.  „ 
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}.  29. 

Wir  wollen  die  Entfernung  des  Berührungspunkts  {2,yt)  tob 
dem  Durchscbnittspunkte  der  Berührenden  mit  der  Axe  des  Ke- 
gelschnitts , dessen  Coordinsten  u, , r,  .sein  mögen,  durch  T ; die 
Entfernung  des  Berührungspunkts  von  dem  Durchschnitts- 

punkte  der  Normale  mit  der  Axe  des  Kegelschnitts,  dessen  Coor- 
dinaten  Ug,  sein  mögen,  durch  2V;  die  Entfernungen  des  Euss- 
punkts  des  von  dem  Berührungspunkte  (arjSj)  auf  die  Axe  des 
Kegelschnitts  gefällten  Perpendikels,  dessen  Coordinaten  u, , c, 
sein  mögen,  von  den  üurchschnittspunkten  der  Berührenden  und 
der  Normale  mit  der  Axe  respective  durch  £ und  £ bezeichnen, 
wobei  wir  bemerken,  dass  die  Entfernungen  5 und  .£  Subtan- 
gente und  Subnormale  genannt  zu  werden  pflegen,  und  wollen 
uun  die  Entfernungen  T,  N,  S,  £ zu  bestimmen  suchen. 

Nach  IV.  I)  st 

B(x-f)-A{g-g)z±  0 ' 

die  Gleichung  der  Axe  des  Kegelschnitts,  Und  folglich  offenbar 

^(a:-xl)  + B(y-yl)  = 0 ' ^ , 

die  Gleichung  des  von  dem  Berührungspunkte  {xigi)  auf  die  Axe 
gefällten  Perpendikels.  Hiernach  und  nach  1)  und  2)  haben  wir 
sur  Bestimmung  von  u( , c,  die  Gleichungen: 

— f ) — A»i  —ff)=0, 

, ' 

*'A(Axl  + By,  + C)  - (A*  + B*)  (x,  - f) , 
r‘ ~ 7 n'B^+Bl^+Cj^U*  f B*)(.yt  -g)  ! 

• , l . • 

*•  . t i • * * » r , 

zur  Bestimmung  von  ug,  r2  die  Gleichungen: 

B(«i  — /■)- /<(«*—  y)=0,  ' * 

n'B(Axx  + %,  f C)  - (A*  + B^fh  - g) , 
r*-K  -„*A(Ax\  +%,  h C)-(A*  + ««)(*,- fl *l)’ 

■ ' , '.'i  , ...  .,!riii!;.,ii'!  .ja  .... 

und  zur  Bestimmung  von  u3,  rs  die  Gleichungen: 

1 ' ’ •*  ’l  ■ i > . ■ • i ^ . ■ i» i • , 

B(h3  —f)  —A( ps  —g)  — 0 , A(#j  — jtx)  1 B(e,  — y,)  s=  0. 

Ans  der  zweiten  der  beiden  zwischen  m,  , r,  geltenden  Glei- 
chungen erhält  man,  wenn  man 

«i  — (»i  -A.  t> \ -,Vi  = O'i  -^g)—tvi  —g) 
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hiiUt^  die /folgende  GIeicbang:[[;.. ' ,,  _ .<  N 

I n*A(Ax,  + ßy,  + Q-(A*  + ß*)(x,  ~f)\(Ul-D 
+ i n*B(Axl  + ßy,  + C)-(A*  + ß*)(y,  -y)|(e,  -9) 

~ I »*A(Ax,  + Byi  + ß)  - (A*  + ß*)(x,  - f)  | (x,  - /) 

+ \ntß(_Axi  + ßy,  + C)  — (.!»  + B»Xyi  — y)|(y,  — y), 
woraus  sich,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

n*(Ax,  + B,Jx  + C)*—(A*  + ß»)|(x, -fl»  f (y, -y)»|  -0,  ■ 

leicht  die  Gleichung 

| * ßy,  + C)  — + ß*)(x,  —/OK«,—/") 

+ i n»ß(zlx,  + ßy,  + C)  - (.1*  + ß*)(y,  -y)  I (c,  -y) 

= -n*(Af+  Bg  + C)(Ax,  + ßy,  + C) 

t t * | * * >>  ■ ' 

ergieht,  welche,  in  Verbindung  mit  der  ersten  der  beiden  zwischen 
u, , e,  Statt  findenden  Gleichungen  leicht  zu  den  folgenden  Aus- 
drücken führt: 

•0  •: 

4) 

. -.t 

. /•_  n*A(Af+  Bg  + C)(Axt  +ßy,  + Q 

1 ' (^TZf2) |( Af+Bg  + C)  + (n*-l )(Axt  + ßy,  rf  Q j ’ 

_ n*B(Af+  ßy+  C)(Ar,  + ßy,  +Q 

* M*+ß*)!M/+ßy  + C)  + (n*-l)(^,  fß//,  f rj- 

Aus  der  zweiten  der  beiden  zwischen  u9,  e,  geltenden  Glei- 
chungen erhält  man,  wenn  man 

«*  — *1  = (“*—/) — (*1  — /) » «•»— y<  — (r*  -y) — (y,  — y) 

setzt,  die  folgende  Gleichung: 

I n2B(Axl  + ßy,+  O — + ß2)(y,  -y) | («,-/") 

- 1 n*A(Ax,  + ßy,  + C)  - (A*  f ß*)(xt  -/)  I (e,  - y) 

= I n*ßMx,  + ßy,  + O - + ß*)(y,  - y)  I (x,  - /") 

— !«*^(/<x,  + ßy,  + C)  - (/45  + ß*)(x,  — fl  l(y,  — y) 

= «»(/Ix,  + ßy,  + C) | ß(x,  — fl  — <%,  — y) 

und  verbindet  man  nun  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden 
zwischen  w,,  rt  Statt  findenden  Gleichungen,  so  erhält  man,  weil 
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B(x, — f) — A{y, — g)  sich  auf  beide«  ü^Hen' durch  Blvtoion  anf- 
bebt,  leicht  die  folgende«  ^ys^riicke^  , A i , t . i !u 

, j ■ v „ ii2A(Axt  + Bg,  +’0  .1  A".  j 

\u*~f=  

5 • ’•  •»  ; : .'•*  : • 

) ,n*B(A. r,  + fiy,  + C) 

■ ' ■ ' l '*••»  ~ 9 — 'r~t~  A% + % 

■ -I.i  • : ->.l  ••*••• 

Die  beiden  zwischen  h3,  v3  Statt  findenden  Gleichungen  kaun 
mau  auf  folgende  Art  ansdrücken : 

B(u3-f) = 0. 

A(us  -f)  + ß(e3  - f/)  = A(x>,  —f)  + B{ y,  —g) ; 

u . . ? k ' i . i • I 

und  erhalt  nun  sehr  leicht: 

, A\A(xl  — f)A-B{yx-g)\ 

Hrrt*n-  /H+  B*  ’ 

/ i .:>  r.  i*I  , !>  ’.t\  ’ l f 

B\A(x,-f)  + B(g, -y)l. 

®»  9 — A*+B%  ’ 


oder: 


* !l 


6) 


r , „ A\(Ax,  + Byt  + C)—(Af  + Bg  + C)\  \ ,« 

,«,-/=  — — ja+ß4 


ä'AAx,  4 By,  +'  C)  - (Af  f Bg  + C) ! 

! ( r3—gx=-  ' A*+B* 


;Weil  nun  .i  ../*  •*  L:  * • ' «i  • * * 

> l : • ' *i  . i . i ! * *>  • ’l  d • 

N2  = (x,  — «,)*  + (r/i  — t-a)’ 

■ . . » «.  ' .x  ■ • <.  »•« 

ist,  80  ist  nach  5): 

„ n'AjAx,  fJjjQ ‘ 

N ~ l*»”'  ; » A*+JP  : ..»■ 

. i " 1 M*ß(.ilx,  +^t  -f  C)u 

+ (*  — ff ^5+#- ' * 

\ - • , ' ' I **\  ' 1 ■ - • ! > I . V . V 

woraus  man,  wenn  man 

\ ; <i  t ! ' t Mt'-  i , ! I f 

A(x | —f)  f B(yl  —g)  — (Ax,  + Bg,  f C)  —{Af  i Bg  | C), 

(A*  + B2) ! (x,  - f)2  \(y, -9)*'  = »*(  + Bg,  + C)2 

setzt,  leicht  erhütt : 
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.VI 


* s*  i*:l-  ' \ 7)  Vk  ,,, 

* \ f ,v.»A  | i ■ i >|  WA  » .v  i *1 

^ + <k\Ql4f\ BaMQ+u  + %» -fcC) i 

x*  — ; ' m ■ 'uä  — ' : r * ■ , . J jiyusb 


Ferner  ist 


-*H  H* 

/ . \ 


»Wo  nach  5)  und  .6): 

. \ I e 


■2*  = («a  — «»)*  1-  (»*  -»*)•» 

f. 


-t 


•".1 

!:.i 

t I 


™ \mBff  + C+  (nl — l)(Axt  +Z?y,  + C)  i* 

•6)  • . i11*  ')''  l " l.'.l'l /l*-f ■ 'YTT7.'  ■'  ••'■ 

r i i i'ä’.lisu/.  n'iv'do  ; nnil'i, • i.  1 - • i (>  ;ii'irit  J i<*i<»i(l 

Fflr  die  PärUel  Ist  h^'I  , also:  I .-  ,>« 

.|l  ) r • IKJ  «Itlllli  dlllld  i oib  li»  lino// 

«>  *».  <*  ijijutJS2 I * ’jfr * 'im  r b 

- 1. »•* I .,<*»n  u.> , r'd.  « * •u.i>n  #•  d»  ,•»//  v»**  lim 

«öd  daher  für  diesen  Kegelschnitt  die  Subnorraale  eine  oonstante 
Grösse.  Weh  ■ nach  • VI. '•  2) , 4 wenn  p den  Parameter  der  Parabel 


bezeichnet , 

ist,  so  ist 
10)  . . 


V.  i ’ 1 I 


\ 


r u,.W+Bg  + Q\ 

UP)  = A*+ß* 


•2=ip. 


also  bei  der  Parabel  die  Subnormale  immer  dem  halben  Parame- 
ter gleich.  r'  ' I i I . I . • I . I • 

| . • i\  I , I I 1 1 • ' | \ > 

Bezeichnet  P das  von  dem  Berührungspunkte  (Xiy,)  auf  die 

Axe  des  Kegelschnitts,  deren  Gleichung  nach  dem  Obigen 

B(x  — f)—A{y—g)  = 0 

’ ' i > a r\i  ' 

ist,  gefällte  Perpendikel,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie : 

m im-  ! ß(r'  —/’) ~ A(Xi— g)l* 

ii)  . . . / <— yy  \ A*+  B*  . . ' 


Nun  ist  aber  aus  einfachen  geometrischen  Gründen  offenbar; 

■.II  »?» nTi»  »v  t rru?»  T ifri  ' >j*  t|  th  ...  itftjr 

1 > . | int-r  | / ||  . i . . 5 jP4  ra  , , ' • •< 

S2=sl*.  »Iso  S»=^,  , „ ... 

mul  folglich  nach  10)  und  11)1:  ' 
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io\  « 1 ß(X|  f)  A(y,  y)t* 

‘ ° ~ + Bg+  C + (»*-!) (Axt  + Bg,  + Ol*' 

Zur  Bestimmung  von  T bat  man  verschiedene  Ausdrücke,  von 
denen  wir  die  folgenden  hier  anfübren:  , 

13)  7’=|A  = pA' 

und 

14)  . . S(s  + 2)=  s*  + p*. 

* * t k ‘ 

die  sich  sämmtlicb  aus  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  ähnlicher 
Dreiecke  ergeben;  die  Einführung  der  obigen  Ausdrücke  von  IV, 
S,  2,  P in  diese  Formeln  überlassen  wir  dem  Leser. 

Wenn  wir  die  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts  (r^e,) 
der  Berührenden  mit  der  Axe,  des  Durchschnittspunkts  (use,)  der 
Normale  mit  der  Axe,  des  Durchschnittspunkts  des  von  dem  Punkte 
(X|y()  auf  die  Axe  getollten  Perpendikels  mit  derselben  von  de» 
Brennpunkte  (fg)  respective  durch  £',  E",  E"  bezeichnen,  so  ist; 

E'*  — (u,  —/■)*+  (c,  — g)* , 

£**=  («,-/)«  Kns-sr)«, 

£»*=(«,-/■)* + («,-»)*; 

also  narb  4),  5),  6): 

15) 

t il  ■ f 1 *!  .1*  . . ' •» 

zv,  _ «W+  Bg  + C)*(Ax,  + Bg,  + C)* 

- (W*  + B*)  I (AfA  Bg  + C)  + («*- 1)  (Ax,  -fBg,  + Ol*  ’ 

"*(4*,  + Bg,  + C)*  , 

* _ A*  f IP 

I (As,  + ßgt  + C)  - (Af  + Bg  + C)  I* 

1 - 

,,  i 

Für  die  Parabel  ist  n=l,  also 

MV  + gy.+Q« 

folglich,  wenn  für  jeden  Kegelschnitt  V den  von  dem  Brenn- 
punkte (fg ) nach  dem  Punkte  (x,y,)  gezogenen  Vector  bezeich- 
net, nach  V.  2) 

16)  E'  = V,  . •;  : 


Digitized  by  Google 


nach  einer  nennt  Ife/Mo/Ie  mmlytitch  tnhHrktlt. 


141  ' 


woraus  die  bekannte  einfache  Constrnction  der  Berührenden  Her 
Parabel  folgt.  , , , . •-  , 

Ferner  ist  nach  V.  1)  allgemein  für  jeden  Kegelschnitt: 

17)  E*  = nV. 

' , - • I •• 

Bezeichnen  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  und  F,  die  Entfer- 
nung des  Durchschnittspunkts  der  Normale  mit  der  Axe  von  dem 
Brennpunkte  (/jy, ) und  den  von  diesem  Brennpunkte  nach  dem 
Punkte  (:r,yi)  gezogenen  Vectnr;  so  ist  natürlich  ganz  eben  so: 

18)  . T . .i 

Also  ist  für  die  Parabel 

19)  .......  . E"~  V, 

und  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist 

>0) V.VX. 

Hieraus  ergeben  sich  durch  ganz  einfache  gedmetrische  Betrach- 
tungen unmittelbar  die  bekannten  Conatructionen  der  Normale, 
und  somit  auch  der  Berührenden,  ftir  die  Parabel,  Ellipse  und 
Hyperbel.  ...  . ( 


§.  30. 

^ •Ä-  • ; I' 

Es  Hessen  sich  noch  sehr  viele  bemerkenswerthe  Betrach- 
tungen über  die  Berührenden  der  Kegelschnitte  nach  der  obigen 
Methode  anstellen;  *yir!  wollen  uns  jedoch,  um  nicht  zu  weitläufig 
zu  werden,  mit  einigen  Untersuchungen  über  die  von  den  Brenn- 
punkten ( fg ) und  (f\gi)  auf  die  Berührende  gelallten  Perpendikel 
P und  P,  begnügen,  .y.  . . , , : 

Nach  1)  und  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geo- 
metrie ist:  • V* ‘ V ; • . - 


[nM(dx,  + ßy,  + 1’)  - (^*  + B*){xx  -/-)](*,  -f).  J» 

+ [n*B(Ax,  +Btf,+cy-  (A*+  fl*) (y,  -y)j  (y, -y)( 
t [n’AiAxx  + C)  - (A*  + ß*)(xt -f)}*  f ’ 

l + [n*B(Axt  i-Bgx+C)-  (A*  + fl*)  (y,  -y)]*  5 

■ v.  t< ■ vv.  * iv  r • ?*•  v • ■ 

[n*A(Ax,  + ßgI  +C)+-(A»+B*)(xl -/)](*,  -fi) 

-»  \n*B(Axt  + Bgl+Q-(A*  + B*)(gt  ^y)](y,  -y,)  5 
j {n'A{Axx  + Bgt  + Q-(A'  + «*)(*, -f)]*  J 

I + [n*B(Axx  + fl*  + C)  — ( A»  + fl»)  (y,  - g)]  • 1 


Digitized  by  Google 


142  Grnnert:  fkenrit  <t«r  A'ftkcAHUt*.  -,,,u 

v.l  Der  Zähler  »on  /«  int  da»  Quadrat  der  Grösse  „I  « 

n\Axx+Byx + C)  M(x,  - f)\ B(gt  -g)\  ~ M*  t **)  l(*i  -/P+tyi -</)*> 

-i  »•.'•/I  «•»?.  >j  *•/!  .1  ./  jf.'MJi«  Jwj  T ;•  •*»  | 

oder 

* *t  r i , *•  j 

n*(Axi  + BVl  + C ) t Mx,  + Byx  + C)  - {Af  + Bg  + C) ! 

i **!\»  f *»»*!»  .1  f»u u y \ Ltd t-f? /||  Ijrui  •>- . j i » i I '»•(»  in!  «#»nH 

....  „sh  v.l- 

II  j!.  • j !•  ,'l'i  Hl' • n*<i>  illlli  !>>,'"•;  < |H 

und  folglich,  weil  bekanntlich  , , >a  , ^ , .„j,.,,., 

»*(Axt  + ßyt  + LY  - (4*+  ß2)  i(x,  - /0a  + (»i  - <7)’  I = 0 * > 
ist,  das  Quadrat  der  Grösse 

.t  "\  . . •! 

-n*W+  Bg  -f  C)(Axi  + Byt  + C). 

1-  j I ! ii,  i i -ii  • • , ■ i . ■ 

Der  Zähler  von  P,*  ist  das  Quadrat  der  Grösse 

■ iS  «'  'I  + ßy»+!0|  <4(xi-<T-/x^+'ß(s%-— nS^)l  ’!l 

-LP+Wifii  .f-'ioW  - /i) +fri  --gjfa  ‘-r'gi)  f* 

Nach  IV.  2)  ist  aber: 

, _ . J 2n*A(Anßg  + C) 

.. . f.t  : 

»'» i f»  »i  ,/*a  2n*Ä(i4/-f.Ä7+iC) . ,.ir.  : .im 

; . r\  ?t— (nWlH^+iW>  '<  .1^ 

-il:  : : iiL  Vj*  * «J  S:il .J  - '■>!..  ) 11*1 • : • * 1 . '.‘7"  i*.% 

wie  tpan  ^cht  findet:  . <VjV  .r,jllu., 

A(xl-f,)  + B(gl-g1)  ‘i->vi>.-.i;-‘l  b.i. 

.n-i.l  |i  ii.  ,■  ,..mr  i*»h  n!sir.  m I jj*  « i’i  . Ile  n ■*  !i  : u,  1 ii  ../ 

— Ax | + By-\-  C -f  n2 __-j  (Af -f -Bg  + C) , ■ 


t 


und,  wenn  man  \ — I ' * I iV^  ■ ‘ 

* — /)*|t=«*(dlx,  4-  Byx  +€j* 

"i  ,»-)vA\  I *l.i  > 1 I. j » 

(~l(A* +Ä»)  { (x,  - i)  + (yt  —g)(j?i  -g!)  f 


setzt: 


^ (,H-s»*&*r+aH-'*)ic-i*i +svii+ov^/‘+  Bo+ cj  r. 

J 


_ i ;K\  ■ | *l:i  - 'M  I iii.  t.s»l 

Folglich  ist 

1 E l(\S  - iV  **  -»  #M  - O + 1*  » 


'.‘t 
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n*(Aacli+B9f  -t-G){AiXi—f1)+ß(3ii-r~,g\)l  n,-,» 

' * ' 2n*  V* 

= n\Af  + ßg  + Q(Az,  + Byy  + C)  f^j^f  Bg+C)* 

- „ii:i  W+  *&+  c)*i 1 +— 2“  • UfTBg  + C1’ 

Der  gemeinschaftliche  Nenner  von  P1  und  P ,*  ist: 

n*(A*+B*)(Ax, , +J?y,  + OHId’  j^Kx,  -/Oa+(yi  -y)4t" 
- 2n*(^H  B*)(Axx + Äy,  + C)  | (Axx  + £y,  + C)  - ( + Bg  + C)  | , 

oder , weil 


ist: 


(.1*  + IP) [ (*,  -/)*-*  (y, **)«|  =h*(^1  + tfy,  + Q* 

> i ,«<\  ! • ').  T ' " I \ , A I*,  < '■  < 


n*(^*+^*)(^i+%1+t)!(n*-l)C^x1+%1+C)+2(^/!+%+  C)  | , 

1 J i«  j * t ~\t 


oder: 


*' \ 


n®— 1 Axx  4-  Byx  -f-  C, 


B?%if\Bg\ OM*, + Äy, + O | H;  vr^r-  c '• 

Also  i*\\  ' ' - ' ' • ' /'’■«  ‘ 

*»W+  iBjgd-  C) (Atk  + gyi  + C)  ,,  


21) 

and 

22) 


. /»  = 


va  i ■.  i~'-.;  v / 

~ (n*I^T)*  ’ A*  + Ä*  • ,**,+%, +C 

, ^!z-J  ^,+%,Vc 

1 > Ut\  ,^l'T  K:  Af  + Bg  -J-  C *■ 


(«U  f-*l. ):*’«-  I)  ' ' / 

Hieraus  ergiebt  sich 

. ,»  *(3  Io"  4>W' 


* 


1 I I “(ni-i)*  (At  + B*)* 

*»ih  I oib  lül  nsihioS  imid 

'dj^'minin  -I  ppj  — iP 9it 


23)  . 

*i!'  ii;l  nnmnn  <»ib  ,<tar|iii  -|  oih  ml  imilnioS  cindn  sib  nr.m  nniu 

ond  folglich  MvkivII 


.17  ÄuZ 

: t^nd'llO* 
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wenn  man  für  die  Ellipse  und . Hyperbel  respeetire  du  obere  und 
das  untere  Zeichen  nimmt.  Allgemein  ist  nach  18),  19): 

*5)  .......  PPt=b*, 

1 V-i  I J ; « I Lvi  , ^.1«.  » | VÄ  i 

das  Product  PPX  also  eine  cönstante  (»rosse. 


För  dife  Parabel  Ist  nach  21);  ..  , ..  , ^ 

\ I v -\  : • 

(Af+  Bg  -f  C)  ( Ax,  + By,  + O 

2(4*  + B*) 


26)  . . /»  = 
und  nach  V,  ,1) 


(AxS+  B*  40«. 

^+ß4r’ 


also: 


#*_,  Af+Bff+C  P_\T,  Af+By+C 

V)  V'—'  Axt  + Byy  + C'  V~y  '■  Axt+Byt  + C 

Für  .die  Ellipse  und  Hyperbel  ist  nach  V.  1),  13): 


v%_  n*(Ax  i + B#t  + C)a 
K - 4*+B* 

4n*  \Af+Bg+t 

Vl  (n*—  1)®  / V"4*  + B* 


* »*— I ^«i  + Byi  + C , 

•"+  2 ■ Af\  Bg\ C ! ’ 


also  nach  21)  und  22),  wie  man  Ifeibht  findet: 

.... 


P*  = 


28) 


n *(Af+Bg  + C)*  F* 

(n®  — I )*(.4*  +■  B®)*  ’ Fj*’’ 

rfp«  n*(Af+Bg+C)*  V£. 

lP'  ~ (n*  - iy*(^*TBV  ‘ F5  ’ 

und  folglich:  ( ( - 

f ! v'*  ‘ » . n*(Af+ßg+C)*  _P 

j ■ -±(l-n*KA*+ß*)-  F/ 

29)  ...  { 

.r^+By+Q»  F,. 

’ ^l-nW+B®)’  F ’ ; 


I •••« 


wenn  man  die  oberen  Zeichen  für  die  Ellipse,  die  unteren  ffir  die 
Hyperbel  nimmt. 

Nach  VI.  2)  ist;  wenn  p,  wie  gewöhnlich,  den  Parameter  be- 
seichnet:  * '•*  ' 1 i 
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. _ tn*{Af+Bf,+  0* 
p ~ A*+B* 


also  mit  denselben  Bestimmungen  wegen  der  Zeichen  wie  vorher: 


30)  /»  = + P*_ — 

' *4(1  — n»)  V,\ 


pa-.—P»  £.. 

1 “±4(1—«*)  V' 


also  für  die  Ellipse: 

31)  p=§vfas'Vr; ;*  p,==i vfe^Vr** 

und  für  die  Hyperbel: 

32)  P=  p,=^fa  VT- 

Ferner  ist  für  die  Ellipse: 


33) 

PP,-- 

Pa 

“4(1—«*)' 

1 „2 P* 

1 n — 4/jpj » 

«=yri 

und 

für  die  Hyperbel : 

34) 

PPt  = 

P 2 

“ 4(n* — 1)  ’ 

a i P* 

" 1 — APP, 5 

n = ^"l 

Für  beide  vorhergehende  Curven  ist: 

35) , . P:P,z=P:V,. 

Für  die  Parabel  ist  nach  2?)  auch 

(±/r+^.9  + C)* 

Vi~t-(Axl  f Z?Vl  + C)*  • 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

(A*i  + + C)*  = ( + B*)F* 

ist: 

- ne,  n . , (4f  + Bg  + C)* 

46)  ...  . P*~  ) 3S+~gi y ‘ 

Nun  ist  aber  nach  VI.  2) 


,_4  (Jf+Bg+  CH* 
p ~ A»  + £*  1 


Th.»  XXXI 


10 
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also: 

und  folglich: 

37)  . . 


p*  = j'P*  v*. 

i»—\Pv. 


A 


IX. 

Die  Durchmesser  als  Axen  der  Coordinaten. 


§•  31. 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  sei:  . 

1) y=Kx  + L;  # 

und  bezeichnen  wir  nun  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der 
Durcbschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch 
X,  n;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

n = Kx  + L, 

nHAx  + Bt>  + C)a = (A*  + ß2)  | (r  - /•)*  + (t>  - fl)*  | . 

Eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  tj,  so  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  von  x die  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

, + K(L-f,)\+nHA  + BK)(BL  +C)_ 

x~~  (1  + K^A*  + ß*)  — n\A  + BK)*  T 

_ n«(  BL  + Cf  - (A*  + B*)  j f*  -K  L - g )*  j 
~ (l  + Ä^X^  + ß2)— t?(A  + Bk)*  ‘ 

Nach  einigen  leichten  Reductionen  findet  man,  dass  die  Grösse 

l(^a  + B*)[f-  K(L-g)]  + n*(A  + BK)(BL  + C)  |* 

{ 1(1+  K*)(A*  + ßa)  - n%  A + BK)*  | , 

+ ) X\n*{BL  + CT  - (A*  + Bi)  [P  + (L  -g)* } | \ 

sich  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen  lässt: 

\n*\[BL+(^.f(A+BK)lH[li(BL+C)-(L-g)(A+BKm 

(.d’+ß*)  J ( i 

(-Ma  + ßW+L-y)*  I 

und  setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 
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»)  • • • Kf+L-g  = w,  L — v>— Kf\  g\ 
so  ist:  ", 

BL  f C f f(A  + BK)  = Af+Bg+  C+  Bw , 

K(BL+  C)  — (L—g)(A -f  BK)  = Ä( Af\  Bg  + C) - Au, ; 
also  <lie  obige  Grösse: 

t , n*[(Af+  Bg  + C+  Bw)*+  (K(Af+  Bg  + Q - Au>)*\  1 
(A  \B  ) |_(/42+ß2)w2  J- 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  : 

3) 

<W= 04*+  Ä*)  I/-  JT(L-j7)|  + n*M+ ÄÄ)(BL+  C) , 

«2[(/f/‘+  %+C+  ßte)H(Af(/lA^+  C)-Au>)%\ 
(A*+  ß*)tc- 


• s ,,2t 


H = (A*+ß*) 
so  ist: 

4)  . . . x = 


M±  VH 


(1  + A'*)(4a  + /?»)  -n*(A+  ÄAT)*' 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

t)—Kx+L, 

lind  die  Grösse 

L | ( l + K*)(  A*+  ß «)  - na(<4  + ÄÄ)*  I 
+ ATI  (/<»+  B?)[f- K{L-g)]+n*(A  + BK)(BL  + C)l 

bringt  man  leicht  auf  die  Form 

+£*) \L+  Kif-y  Kg)  !-«*(/!  + BK)(AL  - KC) ; 

also  ist,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

5)  M'  — (A*+  B*)IL+  K(f+  Kg) ) - n*(A  + BK)(AL  - KC) 
setzen : 

M'±KvH 


6)  ...  t)  = 


(1+  K*)(A*+  B?)—n\A  + BK)*’ 


wo  in  den  Gleichungen  4)  und  6)  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
sich  auf  einander  beziehen. 


to« 
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Bezeichnen  wir  die  beiden  Durchschnittspunkte  unserer  Gera- 
den mit  dem  Kegelschnitte,  insofern  die  Gerade  den  Kegelschnitt 

wirklich  schneidet,  durch  (jr^i)  und  (r2iJä);  so  ist  nach  4)  und  6): 

■ * 

VA 

1(r»~  T*>  = * (\+K^(A*+B*)~—n*(A  +BK)*  ’ 


. . AVAr 

*W*  ~ ^ ~ ± (1  +K*)(A*+B*)  -n\l+  BK )*  ’ 

• I 

und  wenn  nun  F die  Länge  der  halben  Sehne  zwischen  den  Punk- 
ten (ri«>i)  und  (r2i)a)  bezeichnet,  so  ist  offenbar 

y*--  fr»  — ' o2)*_.  — r*y  | ^»7^*, 


also  nach  dem  Obigen: 


7)  . . F*  = 


(i +jr»)A 

l ( 1 + K*)(A*  + B*)  - »* (A+  BK )*  t* ' 


' §.  32. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Ellipse  und  Hyperbel,  so  ist  nach 
VII.  17)  die  Gleichung  des,  alle  der  durch  die  Gleichung  I)  cha- 
rakterisirten  Geraden  parallelen  Sehnen  balbireriden  Durchmessers: 

r-  "2ABK+nn*-l)A*-ß*i 
'J  ~ n*Aß+](n*^i)B*- A*)k(*  >' 


and  bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  dieses  Durchmessers 
mit  der  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  Geraden  durch 
(uv);  so  hat  man  zu  der  Bestimmung  der  Coordinaten  u,  r dieses 
Punktes  die  Gleichungen 


e = JT«  + L, 

n*/lßA'+|(na  — I)dl*—  B*\ 

~ +!(*»—  Ä*\K(U~J)' 


von  denen  mau  die  erste,  um  sie  mit  der  zweiten  leicht  verbinden 
zu  können,  am  besten  unter  der  Form 

e — G = K(h  - F)  + KF+  L -G 

darstellt.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  durch  Eli- 
mination: ^ 
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8) 

_ _ n>AB\\{n*-\)BA- A*\K  . _ 

r-  (l+K*)(A*  + ßt)—n*(A  + BK)*K*’ft'  ’’ 

. _r_ __  ,„F.r 


oder : 


« — F = 


») 

n*ß(/l  + ßAT) -(.4*  + B1)* 

(I  + F*)(4a  + B*)—n*(A  + BK)* 


(KF\L  — G), 


•ß_ »MM  + gg)-Ma+g*j  (KFx.  I — 

"(i+jr*)(.4*  + ß*)— »*(^+ßF)*c  + '' 


Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (uo)  von  dem 
Mittelpunkte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X,  so  ist 


folglich  nach  9): 


A*=(h-F)*  + (b  -«)*, 


10) 


(^*+ß*)l(l+Ä*)MHß’l)+»l(na-2)(r<fßA)*t, 

— |(l+Jf*K.4*+ß*)  — «*(^  + ßÄ')*|*  <’>  ■ 

Nun  ist  aber  nach  IV.  3)  und  oben  2) 

(na-  !)(.*»  f ß>-  »W-ß)(^+ß’y+  C) 
JTF+G— G_  («»— l)(^*  + ß«) 

folglich : 


H) 

| (1 + K*)(A*  + ß*)  + «*(»’  - 2)(dl  + ßAT)1 1 


<a 


Y,  f X l(n*  - 1)(A*+ B*)w  - n*(AK  - B)  (Af+  Bg+C)  I' 

~ (n*-l)*(^+ßa)|(l  + ia)(P4*+ß*)-n*{^  + ßl')2|a 


wobei  man  zu  bemerken  bat,  dass  nach  dem  Vorhergehenden 

(A*  + Ba)  I (1  + K*)(A*  + ß2)  + n3(n*-2)M  + ßAT)*  1 
=»1  »Mß+[(«‘- l)ß*— A*]K\*  + \n*ABK+  [(«*—  \)A'—B'}  |» 
- 1 tPB(A  + BK)  - (A*+  B*)K t*  ltn*A(A  + BK)  - (A*+  ß*)  |« , 
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also  ' 

(l  + 2)(A+  BK)* 

eine  positive  Grösse  ist. 

Naeh  11)  und  7)  ist  nun: 


(n* — 1 )*(A* + B*)  | ( I AK*)(A*A-B?)~n*(AA  BK)*\* 
(\+K*)(A*  + B*)  + n*{n*-'2)(A+BK)*  ' A 

= I (**  - 1 ){A-  + B*)w— n *(AK — B)(Af+  Bg  + C)  \* , 


(n*  —I)|(l  + K*)(A*  + B*)  — h*(A  + BK)*  :* 


--  y* 


(1  AK*){A*  + B*) 

MAf+BgA  C I Bw)*A (K(AfA  Bg  f V) - Aw)* | . 
(«*-!)  ; 
>-(A*+B*)w*  ’ 


oder,  weil 


n\{AfA  Bg\ C + Bw)*+  (K(Af+Bg  + C)  - .-in>)2  J - (/l2  + Ä*)u>* 
= (»*— 1)(4*+  B*)w* -2n*{AK- B)(AfA  Bg  \ C)w 

\ n*(l+K*HAf+Bg+<y 

lat:  ». 


(n2  — I )2(.d2 + fi2)  |(  1 + K*)(A*  -f  B*)  — n*(A + BK  )2 12 
( 1 + k*)(A*  + B1) + n*(n* — 2)(4 + BK)* 

=(n*-\)*(Äi+Bi)*tc*-2n*(n*-l)(A*+B*)(AK—B)(Af-\-Bg+C)u> 

An*(AK-B)*(An Bg  + C)*, 

(n*  - 1)  | (1  + K*)(A*  + B*)  - n\A + BK)*  |2  T.„ 

__  y $ 


= (n2—  l)*U*+**)*w*— ‘2n*(n*-l)(A*+B*)(AK-B)Uf+Bg+C)te 
f „*(»*-  1)(1  H K*)(A*A  B*)(Af + Bgi  C)*i 


woraus  sich  durch  Subtraction  die  Gleichung 


(n2 — 1)*(J*+Ä*)|(I  +K*)(A*  + Bi)-n*(A+BK)*\* 

(1 + Ji:2)U2  AB*)  + n*tn*--l)U  + BK)*  1 

(«*- 1)  | (I  + K*)(A*  + B*)-n*(A  A BK)*  ’*  , ,, 

— I + K * 1 

= n*(Af+  Bg  + C)*\n*(AK—  B)*—  (n*~  1)(1  + K*)(A*AB*)  I 


Digitized  by  Google 


nach  einer  neuen  Methode  analytisch  entwickelt. 


151 


oder 


(«*  - 1 )HA* B*)  -n*(A  + BK)*  I» 

(1  + K*)(A* + Ä*) + n\n*  - 2)(4  + BK)*  A 

("* — 1)  I (1  + K*M'  +B*)~  «s  (A  + BK)*  i* 

1 + K*  ■ T 

= n*(Af+  B g + C)*  | ( 1 + K*)(A*  + Bl)  - »V  + BK)*  1 , 
also  die  Gleichung 

19,  Y» 

' ( 1 + Ä*)(X*  + B*)  + n*(n*  - <2)(A  + BK)* 

(n2- Dl(l  + K*)(A*+B*)-n*(A+BK)*t 
1 AK* 

= n*(Af+Bg+C)*, 

oder 

13) 

(n*  - I )*(A*  + B*)  I n*(AK-  B)*  - (»*  - 1 )(1  + K *)(A* + B*) ! „ , 
(l+K*)(A*+B*)  + n*(n*-'l){A  + BK)* 

(n*-\)\n*(AK-B)*-(n*-l)(l  + K*)(AHB*)) 

1 + K* 


oder 


= n*(Af+Bg  + C)*, 

14) 


( 1 - n’)a(42  + B*)  I n*(AK — B)* + ( I - n*)(  1 + K*)(A* + B1)  | 
( 1 + K*)(A*+ B*)  + w*(n*  - 2)(A  + BK)* 

. ( 1 — ri*)  \n*(AK — B)*  + (l  — «*)(!  + K*) (4®  + B*) I 

+ 1+Jr*  r 


= n*(Af+Bg+C)* 

«reicht. 

Fiir  die  Ellipse,  wo  1 — n1  eine  positive  Grösse  ist,  kann  man 

15) 

_ j r*Uf+  Bg  + C) V (\TK*)(Ä*± B*)  + n*(n* - 2)(A+~BK)*  j 1 
" ' ( I -»*)  Vu*  + B*)  | n*iAK-  B)*+(T-  «*)(!  + K*)(A*  + B*)  1 1 ‘ 

j t,(Af  + Bg+QVi  +K*  _ * 1 

^ f V (1  — n*) ! K*(ÄK—  B)*  + ( 1 - »*)  (1  + 4f*)  MM  B»)  *' 
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setzen,  und  nach  14)  ist  dann  die  Gleichung  der  Ellipse  zwischen 

X,  Y: 


16)  . 


Auf  der  Stelle  erhellet  aus  dem  Obigen,  dass 

17) 


»_  */-i — -3  4 f (1  + K*)(A  -f  JP) 

p _ er  -V  1 n ■ y (1  +jrS)(^2  + + „2(„2 _ + BK )* ' 


ß l/,,  «2(«2  -2)M  + RK? 
~VT^Y  + (l  + r*)(J*  + B*) 


ist. 


Nach  §.  22.  wird  die  Hyperbel  von  dem  den  halbirten  Sehne» 
parallelen  Durchmesser  nicht  geschnitten  oder  geschnitten,  je- 
nachdem 

(1  + K^Ä1  I ß2)  — n\A  + ßff)2  > 0 

oder 

(1  f A2)(/l2  + B*)—n*(A  » BK)*  <0, 
also  jenachdem 

n\AK  — ß)2 — (n® — 1)(1  + A2)(.42  + ß2)>  0 

oder  • 

n204A— B)2—(n2— l)(l  + A*)(/l2  + B*)  <0 

ist.  Wenn  also  der  den  halbirten  Sehnen  parallele  Durchmesser 
die  Hyperbel  nicht  schueidet,  so  setze  mau: 

18) 

„*  _ i <Af +ß.<7+QV  (T  + X*)(Ä*  + &)  + n*(nr-  2)(/t  + ßA)2  ( * 
*(n2-l)VrM2+ßa)|n2(^A-Ä)2-(n2-l)(l+Är2)(^2+Ä2)|(  ’ 

~ j niAf  A Bf,  + C)VTT^ I 

P I V (n2  — 1)  | n*(AK  — B)»— (na  — l)(.l  + K*)(Aa  + B*)  | ( 

und  nach  13)  ist  die  Gleichung  der  Hyperhel  zwischen  X,  Y:  , 
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Wenn  aber  der  den  balbirten  Sehnen  parallele  Durchmesser 
die  Hyperbel  schneidet,  so  setze  man: 

20) 

| +n2(n«- 2 xa  + bkJ2 / * 

( | (n*-l)(l+lT*)(/l«+Ä*)-n*(^r-  Ä)*l  I ’ 


ß 2 


-I: 


n(Af+ßff+  C)Vl  + Jf» 


V («»~l)|(n*-l)(l  + K2)(A2  + AK-B)*\\ 

und  nach  13)  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,  Y: 

Nimmt  man  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen,  jenachdem 
der  den  halhirten  Sehnen  parallele  Durchmesser  die  Hyperbel 
nicht  schneidet  oder  schneidet,  so  ist: 

22) 

\*{Af+  Bc,  + C)V(i  + K*)IA*  + B*)  + n2(n2-2 )(A+BK)*  * 
*(«»—!)  V ± (A2+ß*)  j n2(AK-B)2-(n2-\)(  I +K2){A2+B2)  | ’ 


*> 


n(Af+By+  C)Vj  + K2 


^"±0**  — 1)1  n\AK — B)2 — (n*  — I)(l  -f  K2)^2  + B2)  | 


i % 

I 9 


und  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,  Y ist: 

Allgemein  ist  für  die  Hyperbel: 

24) 

8 - „ V„*-l . \[ (T  + iWf+ff) 

P~  “ (1  + X*)(A*  + fl*)  + tfi(n2—2)(A  + BK)2  * 

„ L_  1 r;,  »*0»»  —WA  + BK)2 

V«1— i ▼ + (i+jr*)(^*+Ä*)  ' 

Fiir  die  Ellipse  ist  nach  15) 

(1  - n2)2a2(A2  + B2) ; n2(AK — B)2  -f  (1  — n2)(l  + K*)(A2  + B*)  | 
n2(Af+  B,j  + C)2 

= (1  + X*)(A*  f B2)  + n*(n* — 2)(A  + BK)2, 
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( 1 - n*)*P(#  -f  ß®)  1 n®M*~  ß)®  + (I  - w»)(l  + K*)(A*  + ß®)  I 
n*(Af  + ß^  + 6')* 

=£:(!-  «»)(!+  jr*)(d»+ß*); 


also: 

(1— «*)*(«»  +jS»)(^«+  B*)[n*(AK-  ß)®  i (1 — w*)(l  + K*)(A*A  ß®)  | 
«W+  Bg  + 6’)® 

= (n®  -2)|  n*(4  +ßJT)*-(I  + ß*)  I 

= (2— n*)  {n®(/fAT-  ß)®  + (1  - n*)(l  + JT®)(zl®  + ß*)  | , 
folglich : 


25)  . . 


«*  + <?*= 


n*(2 — u*)(Af+Bg  + C)® 
(1— n*)*(,4*  + ß®) 


so  dass  a®  + ß1  von  K unabhängig,  und  insofern  also  eine  con- 
stante  Grösse  ist. 

Fiir  die  Hyperbel  ist  nach  22): 


(n*  — 1)*«*M®4-Ä*)tn*(^jr— Ä)*—  (n®-l)(l  + IC1) (A*  f ß*)| 
n*(Af+  Bg  + C)® 

=(1  + AT®)(4®  + ß*)  + «*(«*— 2)(^  + ß.ÄT)*, 


(„i  _ 1 )*P(A*  + ß*)  I n*  (AK  — ß)®  - (n®- 1)  (1  + K*)  (A*+B*)  \ 
± ~ nx(Af+  Bg  -f  G’)® 

= (»*-l)(l+tf®X^®  + ß®); 

also: 

(n* — l)*(o* — ß*)(A*  I ß*)  I n*(AK — ß)® — (n® — 1)(1  +jr*)(z**+ß*)  j 
± — W «<?  + C)« 

= (n®  - 2)  I n®(  A + BK)1- (1  + i K*)(A*  + ß*)  I 

= (2 - n») I n*(^ir-  ß)® - («® - 1)(1  + K*)(A*  + ß*)l. 


und  folglich: 


26)  • • 


a®  — (S* 


. n*(2 — «®)(/l/'+  Bf,  + 6’)® 
1 (»*— f)*(4*  + ß*) 


so  daRS  also  hier  a®— ß®  von  K unabhängig  ist. 
Die  Gleichung  der  Directrix  ist  bekanntlich 
Ax  + By  + i ’=  0 , 
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und  für  die  der  Directrix  parallelen  Sehnen  ist  folglich 
K=-£,  also  A + BK=0- 

Weil  nun 

n*{AK-B)*\ ß2)  = ( I +A’*)(^ | B*)-nHA\BKf 
ist,  so  ist  in  diesem  Falle  für  die  Ellipse  nach  15): 

, ) ”(Af+_B{r±JiL  1 2 
° • l(i-»,)Vd,+  fi‘l  ’ 

~ j n(Af+Bg+C)  ( \ 

P 1 Vr(l-w"2)Ui  + ®2)’  ’ 

also  nach  IV.  18): 

o — a , ß — b. 

Für  die  Hyperbel  ist  auf  ganz  ähnliche  Arttnach  22): 

, I njAf+Bg+C)  ,» 

“ - '(n2-l)Vr^*+  ß2l  ’ 

~ ( n(Af+Bg  + C) 

P I V(n2— 1)(^*+Ä*)I  ’ 

also  nach  IV.  lit): 

a = a,  (3  = 6. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  nach  §.  2.  bekanntlich 
n—V'i,  n*  = 2 , nl — 1 = 1,  «* — 2 = 0; 

also 

n*(  AK  — ß)2 — (?»*■  — 1)(1  + K1)(A1  + ß2) 

= *2(.IÄ  — ß)2 — (I  + AT2)(.I2  | ß2) 

= (.dA-  ß)2  — (.J  + BK)'1 
= (ß  — AJC^—^A  f BK)1. 
und  folglich  nach  22): 

„*  _ \ VMAf+Bg  + ClVT+  A 2 j 2 
I V ±l(B-AK)*-(A+ßK)*i'  ’ 

* = \ £c+ gvjTs*  j * 

P ' • V±  I <*  - AK)*-(A  + BK)1  ( \ 
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30) 


. ,2(1  + Ä*)(J/+Z?9  + C)» 

* (B-AÄ)*-(A  + BK)*’ 

a,  .W+mAf+Bff+C)*' 
p —±(Ä—  AK)*-\A  + BK)*' 


also  immer  a — ß. 


33. 

Die  Winkel,  welche  die  durch  die  Gleichung 
y — Kx  -f  L 

für  ein  constantes  K und  ein  veränderliches  L charakterisirten 
Sehnen  mit  dem  sie  halhirenden  Durchmesser,  dessen  Gleichung 
bekanntlich 

* n*ABK  + \(n*-\)A*-B*\, 

y-u*=  -n2AB+{  („*_!)£»*_  Ät\K''x  r 

ist,  einschliessen,  wollen  wir  im  Allgemeinen  durch  co  bezeichnen. 
Natürlich  hat  cd  zwei  Werthe  zwischen  0 und  90°  und  zwischen 
90°  und  180°;  damit  nun  die  folgenden  Formeln  vollständig  rich- 
tig bleiben,  hat  man  in  denselben  für  ca  immer  den  zwischen  0 x 
und  90°  oder  den  zwischen  90°  und  180°  liegenden  Werth  dieses 
Winkels  zu  setzen,  jenachdem  die  Grosse,  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  positiv  oder  negativ  ist,  eine  Bemerkung, 
die  man  auch  in  allen  ähnlichen,  späterhin  noch  vorkommenden 
Fällen  zu  beachten  hat,  ohne  dass  dies  fernerhin  noch  besonders 
bemerkt  werden  wird. 

Dies  vorausgesetzt,  liefern  die  bekannten  allgemeinen  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  uns  den  folgenden  Ausdruck: 


n*ABK+\  (n*  - 1)A2-  fl2!  + 1 n2A5  + [(n2-  1)B2-A91A:|ä 
lang  ca  — n%Ag  + ( (f|j_  1)fi2  _ J 7 K_  \niABK+\(n*—  \)A*—B*\  ’ 

also : 


31) 

oder 


n*(A  +BK  f—  ( I f A2)(A2  + ff1) 
taug  co  — b*(j4  ±BK)(B—AK) 


3-2) 


(n*  — 
taug  co  = 


1)(1  + *2)U*-f  B*)-n*(B-AfC)' 
n%4  +BK)(B — AK) 
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Die  Summe  der  Quadrate  des  Zählers  und  Nenners  von  tang« 
ist,  wie  man  am  leichtesten  mittelst  der  Formel  31)  iindet: 

(1  + Ä*)(A*+£*)|  (1  + K*l(A*+B*)  +n2(n*-2)(J4+ BK)*\; 

also  ist  wegen  der  Formeln 

. . tang  co*  .1 

sin  ca*  = f-.— a»  cos  ca*  = 7-7-1 2 

I + tang  tu2  1 + tang  o>* 

offenbar: 


33) 

. , _ | n*UK  - B)i-  (»«  - 1)  (1  +ff»)  (A*+B*)  I» 

sin  <0  - + , (i  +*»)  (4*  + ffi)  + „*(„2_ 2) (A  + BK)* | ’ 

, n*(A  + BK)*(B-AK)* 

costo  _ ( ] +K*){A* + ff2)  I (1  + K*)  (A2  F Ä2)  -f «2(n2  ~i)(A+ BK)*  \ 

oder 


34) 

_ |n»Uiy-g)»+(l -«*)(!+  K*)(A*+B*)\* 

~ (l+AC^UHÄ®)!  (I+Ä2)(AI+^)  + n*(n*-2)(A+JBJiO*|, 

cos  _ n<(A+BK)*(B-AK)* 

~ (l  + Äs)U*+Ä»)|(l  + Ä4)(^1+Ä2)  + n*(n*-2)U+JffÄ)*|  ‘ 


Nach  15)  und  34)  ist  also  für  die  Ellipse : 


35) 


2».  , n*(Af+Bg  + Q* 

a ß sinn  - (1  _ b2)S (/|a  + ßSyi  ■ 


und  nach  22)  und  33)  ist  für  die  Hyperbel: 

„„„  . „ n*(Af+Bq  + C)* 

56)  . . . oj3®8ino)  —(„*_]  )»(A*+B*)*’ 

welche  Ausdrücke  von  K unabhängig  und  insofern  also  constant 
sind. 

Ferner  ist  für  die  Ellipse: 

_ n*ß  ( A+BK)(B-AK ) 

37)  . . cosw  = ^__.  (l+A,t)(Ai+ßt)  , 

und  für  die  Hyperbel: 

to\  .1  ;0.u_  "V  (A+BKHß-AK) 

38)  . . Coso,-^—^.  (1+Äaxit+JP)  • 
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§.  34. 


So  wie  nach  dem  Vorhergehenden 


y = Kx  + L, 


y-G 


n*ABK\ |(«*—  \)A*-B*\,_ 
n*AB  + \(n*  - \)EP-  Ä*\K  '*  ' 


die  Gleichungen  einer  Schaar  von  einander  parallelen  Sehnen  und 
de«  dieselben  halbirenden  Durchmesser«  sind,  seien 


y = Klx  + Ll, 


y-G 


n*ABKl+\tn*-\)A*-B*\  - 

7i*AB+U.n*—l)B*-A*\Kt(  ’ 


die  Gleichungen  einer  anderen  Schaar  von  einander  parallelen 
Sehnen  und  des  dieselben  halbirenden  Durchmessers.  Der  Winkel 
des  ersten  Systems  paralleler  Sehnen  mit  dem  /.weiten  Durchmesser 
sei  w,  und  der  Winkel  des  zweiten  Systems  paralleler  Sehnen  mit 
dem  ersten  Durchmesser  werde  durch  ö,  bezeichnet.  Dann  ist 
nach  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie: 

taug  w 

{ n*AB  + [(n*-l)ß*— .4*]  Af,  | K^\iflABKx  +[(n*- l)zl*— I 
~ n*AB  + [(n* — l)ß® - A*]kx  -| n*ABKx  + [(»•- IM*— Ä*] | K' 

Der  Zähler  ist,  wie  mau  leicht  findet, 

n*(A  h BK)(A  + + KK^A*  f Ä*) 

oder 

(n*-l)(l  + ÄArl)(^*  + JB4)-n2(Ä— AK)(B — 4KX), 
und  der  Nenner  ist 

(K-KMA**  B*)  +n*(B-AK)(A  + ÄA',); 

also: 

_ fHA+BK)(A  + BKt)-(l  + KKiHjP  + lP) 

taug  a n*(B—AK)(A  + BKX)  + (A-A,)^4  + ßs) 

oder 

4°)  , 

_ 0»*—  l)(l  + KKX)(A*+  B*)-n*(B-AK)(B—  AKX) 

tangu  — (K-Kx)(A*+B*)  +n*(B-AK)(A  + BKl) 


■ Um  tangU]  zu  erhalten,  braucht  man  in  diesen  Formeln  bloss 
A und  A,  gegen  einander  zu  vertauschen.  Dies  giebt: 
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Jl4  . - nHA  + BK)(A  + + KK,)(A*  -f  B*) 


(n*-  1)(1  + KK,){A*  f B2)  — n2(B  — AK)(B—  AK,) 
tangü,  - (K-K,)(A2  + B*)  — n*(Ai-ßK)(B—  AK,) 


Also  ist  nach  40)  und  42): 


tangö  (K— JT,){.4*  -f  B2)  — n2(A  + BK)(B—  AK,) 

tangö,  — \K-K,)(A2  + B2)  + n2(B  — AK)(A  + BK,)  * 

ein  jedenfalls  sehr  merkwürdiger  Ausdruck,  den  inan  auch  auf 
die  folgende  Form  bringen  kann: 


tangö  _( B—AK ) (A  + BK,)  + (n2-  l)(A  + BK)  (B  - AK,) 
tang ö,  “ (A  + BK) (B  — AK,)A  (n*—l)(ß—AK)(A  + BK, ) ' 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel , wo  n* — 1 = 1 ist,  ist  also : 

45) /™e=i, 

' tang Ui 

natürlich  nach  der  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  gemach- 
ten allgemeinen  Bemerkung  die  Winkel  ö und  ö|  so  genommen, 
dass  der  Bruch  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  po- 
sitiv wird. 

Sind  die  durch  die  Gleichung 

y—K,x  -f  L, 

rharakterisirten  Sehnen  der  Directrix  parallel,  so  ist 

K — — - 

Ai  n > 


„ „ A + BK  „ _ A*+B* 

A — Ai  — jß i ö — ^Aj  — ß~  t 

folglich  nach  43),  wie  man  leicht  findet: 


A + BK,  =0; 


tangö, 


= n* — 1 • 
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Bezeichnen  wir  die  von  den  beiden  vorher  betrachteten  Durch- 
messern eingeschlossenen  Winkel  im  Allgemeinen  durch  42,  so 
ist  nach  den  Formeln  der  analytischen  Geometrie,  wenn  der 
Kürze  wegen 

5 = {n*ABK  +[(»a— IM*- \\n*AB  + [(na-  1 )B*—At]kl  \ 
— + [(»i*- l)ß*- A^KWrflABKt,  + [(»*—  \)A»~B*}\. 

V=  |nMßÄ+[(na— 1)^*- B*]||nMÄ^i+[(na-l)^a— Äa]| 
-f  I nM  B + [(na- 1 ) ßa-  A*]  K 1 1 n*A  B + [(na — 1 ) B*—  A*]  Kt  | 
gesetzt  wird, 

lang  42  = — jj. 

Leicht  aber  findet  man,  dass 
5 = (na-l)(A-A1)(Aa+Äa)a, 

B = ( Aa  + Äa)  I (1  + KKJW*  + üa)  + n'(n*~2)(A+BK)(A+BKt)\ ; 

folglich 

47) 

(na-l  HK-KjjA'  + B*) 

tangw  - (|  KK^AHB*)  + na(na - 2)(A  + BK)(A  + BKt) 

»st. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  n1—  1 = 1,  n*--2c=:0;  also: 

tansß=-rj^’ 

so  dass  folglich  in  diesem  Falle  die  Durchmesser  immer  dieselben 
Winkel  einschliessen  wie  die  von  ihnen  balbirten  Sehnen. 

35. 

\ 

Wir  wollen  nun  noch  die  Parabel  betrachten. 

Wenn  wieder 

y==.Kx  + L 

die  Gleichung  einer  Schaar  paralleler  Sehnen  ist,  so  ist  nach  VII. 
15*)  die  Gleichung  des  diese  Sehnen  halbirenden  Durchmessers: 
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nach  einer  neuen  Methode  annlytitch  entwickelt. 

.Äifi-r-/)'  — A(y—g)~  (Af  +Bg  + C)  = 0. 

Nach  7)  ist  in  diesem  Falle  für  n = 1 : 

r» (1  + K*)N 

~ I (1  + **)  (zi*  + B»)  — ( A + BK)*  |*  ’ 

also,  wie. man  leicht  findet: 


läl 


49) 


(1  + K*)N 
~( B-AK )*' 


Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Dorchschnittspunkts  des 
Durchmessers  mit  der  Sehne  durch  u,  e;  so  haben  wir  zu  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen  : 

o = Ku  + L, 

t J | . 

B(u  —f) — A(v  — g)  — ^tJ*A^Af+  Bg  + C)  = 0 


oder  nach  2) : 


r — g — K(u — f)  + «o,* 


B{n-f)~  A(t>-g)-^^(Af\  Bg  + C)  = 0; 

aus  denen  man  leicht: 

(A  + BK)  (AfA-  Bg  + C)  + A (B-AK)w 

\ 

50) 


(B-AK)* 


_K(A+BK)(Af+ßg+C)  + B(B—AK)u> 

° 9~  ( B—AK )* 

erhält. 

Bezeichnen  jetzt  S,  <5  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punkts  des  Durchmessers  mit  der  Parabel,  so  müssen  dieselben 
den  folgenden  Gleichungen  genügen: 

B(S — f)  — A((S — g) — ^t™(Af+Bg+C)= 0, 


oder : 


(AS  + B<S  + O*  = (A*  + B*)  | (S - f)*  + (<S - g)*  | 


B(S — f) — A(<8  — g)  — (Af  +%+G)  = 0, 


{ A(S-f)  + B(tS-g)  + AfiBg+C\*=(AH£*){(S-f)*f(®-g)*\. 

Theil  XXXI.  n 
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Durch  gehörige  Entwickelung  bringt  man  aber  ferner  die  «weite 
Gleichung  leicht  auf  die  Form: 

(. Af+  Bg  + C)*  + 2 (Af+  Bg  + C)\A(S- f)  + B(V-g)\ 

= {B(S-f)-A(V-g))*, 
also , weil  nach  der  ersten  Gleichung 

B(f -f)  - A (0 -g)  = (Af+  Bg  + C) 

ist,  auf  die  Form: 

A (9  -f)  + B (0  - g)  = ' (A  {AH  B°+C)' 

so  (lass  wir  also  jetzt  zur  Bestimmung  vod  $ — f und  © — g die 
beiden  folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades  haben : 

(A  + BK)*-(B-AK)* , 

2(B-AK )» 


A(S-f)  + B(<8-g): 


( Af+Bg+C ), 


B(fi-n-A(<B~g)=j£~£(Af+ßg+  C); 

durch  deren  keiner  Schwierigkeit  unterliegende  Auflösung  sich 

(A  + BK)  + K(B-AK) 

2{ß_AK-)i (Af+Bg+C), 

(B—AK)~K(A+BK) 


51) 


*-f= 

<S-g  = -' 


'(Af+Bg+C) 


2 (B—AK)* 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (S<8)  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  durch  JP,  so  ist 

AP*  = (*-/)*+ (©-ff)*, 

und  folglich  nach  51),  wie  man  leicht  findet: 

« 4(1 +J Z*)*(A*+B*)(Af+Bg+C)* 

52)  . . P*  = (B  — ÄK)* ' 

Nach  50)  und  51)  ist: 


Ä \(A+BK)-K(B-AK)\(Af+Bg+C)+2A(B-AK)w 
u-9-  2 (B—AK)*  * 

* I (B—AK)+K(A+BK)\(Af+Bg+  C)+2B(B-AK)u> . 
2(B-AK )» 


und  bezeichnet  nun  X die  Entfernung  des  Punktes  («»),  in  wel- 
chem der  Durchmesser  die  Sehne  schneidet,  von  dem  Punkte 
(>“0),  so  ist 
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*•=(*-.*)*+ (*_«)*, 

also  nach  53),  wie  man  leicht  findet: 

«ix  v*_<.A2AB2)\(\AK2)(AfABgAC)A’l(B-AK)tc\2 
; “ 4 

Dem  Ausdrucke  von  N in  3)  kann  man  auch  die  Form 


JV=(A*AB2) 


^*(1+ A2)( J/-+  BgA  C)HW(B-AK){Af\ Bg  t Qu,. 

Kn2  — 1)  (/d*  + B2)  id2  1 


geben,  so  dass  also  für  n = l ■ 

JV=  (A*  + B2)  (AfA  Bg  + C) | (H -K2) (Af+Bg+C)  + 2(B-AK)u>\, 
folglich  nach  49) 

55) 

v*__(HK2)(AHB2)(Af+Bg+C)[(l+K2)(Af+Bg+C)+-2(B-A/£ywi 
— ( B-AK )* 


ist. 


Weil  nun  offenbar  hiernach 


™ 4 (1+  k2)2  (A2  + B2)  (AfA  Bq  + C)2 

~ (B-AK)*  I 

_ (A2  + B2)  | (1  + K2)  (AfA  Bg  A C)  + 2 (B-  AK)v  |* 
^ 4 (B-AK)* 

ist , so  ist  nach  52)  und  54) : 


r*  = p2**, 

also  unter  der  Voraussetzung,  dass  P,  wie  es  offenbar  verstattet 
ist,  positiv  angenommen  wird: 

5«) F2  = p.Y. 


Sind  die  halbirten  Sehnen  der  Directrix  parallel,  so  ist 


1 + A2= 


A2  Aß2 
ß2  ’ 


B—AK  = 


A2A  B*, 


also  nach  52) 


und  folglich  nach  VI.  2),  wenn  man  dort  n = l setzt,  V—p<  »Iso 
P dem  Parameter  der  Parabel  gleich. 

§.  36. 

Die  Gleichung  des  Durchmessers,  welcher  die  durch  die  Gleichung 

11  * 


i 
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~ > y ßx  -f  £ 

charakterisirte  Schaar  paralleler  Sehnen  halbirt,  ist  nach  §.  21.  im 
Allgemeinen : 

| vPABK  + [(«*—  1)  A 2-  ß2]  | (*— f) 

+ I n*AB+  [(«*- 1)  ß2  - A*]  K j (y  -g) 

+ n2(/l+ßlO  (Af+ßg+C) 
und  trifft  nun  dieser  Durchmesser  den  Kegelschnitt  in  einem  ge- 
wissen Punkte  so  ist 

\n*ABK+  [(«*—  1)  J2-ß2] |(*,  -f) 

+ I n*AB  f [(n2  — Ijß2-  A*]  K)  (y,  -g) 

+ n*(A  + BK)  (Af  + Bg  -f  C) 

und  folglich,  wenn  man  aus  dieser  Gleichung  K bestimmt,  wie 
man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

n2A  (Axx  + Byx  + C)  - (A*+  ß2)  (ar,  - f) 

A - n2ß  ( Ax , + ßy,  + C) — (/i2 + ß2)  (y,  -y)  ‘ 


Nach  VIII.  1)  ist  aber  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (xiyj) 
gelegten  Berührenden  des  Kegelschnitts : 


y— yi 


n2A (Ax,  + By,  + C)—(Ai  + ß2) (xx  — f)  , ..  _ , 

n2ß(Axx  + By,  + C)  -A*  + ß2)  (y,  - g ) (X  *'>’ 


woraus  sich,  wenn  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  vergleicht, 
ergiebt,  dass  die  durch  die  Punkte*  in  welchen  der 
Kegelschnitt  von  einem  seiner  Durchmesser  geschnit- 
ten wird,  gelegten  Berührenden  des  Kegelschnitts 
jederzeit  den  von  dem  Durchmesser  balbirten  Sehnen 
parallel  sind. 


K r ü m m u n g 6 k r e i 8. 


§.  37. 

Nach  VIII.  2)  ist  die  Gleichung  der  Normale  des  Kegelschnitts 
in  dem  Punkte  (xxyx)  desselben: 

, .|y  »*B(Ax,  -h  ßyt  + C) - (^2+  ß2) (y,  -y)  I 

1)»  9 t — (Jxt  + By,  -f  C)  — (^42-|-ß2)(xi  —f)^X  l)’ 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

j P=ntB(Axl  + Byx  + C)  — (A2-\-  B2){y,  — y), 

v J ' ■*  : j Q-n*A(Ax,  +Byl  + 0-(A*+ß*)(xl  -n 
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t 


*1 


3) f(x,)  = g 

setzen : 


4) y— yi  = ffo)  • (* — *»)• 

Wir  wollen  nun  xt  die  Veränderung  Jxt  erleiden  lassen,  wo- 
durch ar,  in  xt  -J  <dx,  und  y,  in  -f  übergeht,  so  dass  die 
Coordinaten  xl-\^dxl , yt  + dyl  einen  zweiten  Punkt  des  Kegel- 
schnitts bestimmen,  durch  den  wir  eine  zweite  Normale  dessel- 
ben legen  wollen,  deren  Gleichung  nach  4),  da  f(ar,)  in  f(a:, -F/fa:,) 
übergeht. 


5)  --  y—(iü +<%,)  = f{xl+4xl).\x—(xl+Jxl)\ 

1.  ' 

sein  wird. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  beiden  durch  die  Gleichungen  4)  und  5)  charakterisirten  Nor- 
malen durch  x,  y selbst,  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die 
Gleichungen : 

y— yi  x,), 


y—yt—Jyl=  f(x,  + 4x,).(x  — x,  - Jx, ) ; 
aus  denen  sich,  wenn  wir 


setzen,  leicht 


Jf(x,)  — f(x,  + Jxt)  — CO,) 

6) 


X — Xi  = 


((Xi  + JXi)-^- 

Jxt 


f(ar,  -f  diy)  — 

y-y^fM. ^ 1 

dXi 


ergiebt. 

Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  /Ix,  sich  der  Null  nähert, 
also  der  Punkt  (xi+dxj , yt  + Jyt)  dem  Punkte  (x,y,)  immer 
näher  und  näher  rückt,  lässt  sich  zeigen,  dass  der Durchschnitts- 
punkt ( xy ) der  beiden  den  Punkten  (a^yi)  und  (xy+jdxi,  y,-Fz/y,) 
entsprechenden  Normalen  des  Kegelschnitts  sich  einem  ganz  be- 
stimmten Punkte,  dessen  bloss  von  den  Coordinaten  des  bestimm- 
ten Punktes  (a:iy,)  in  dem  Kegelschnitte  ahhängende  Coordinaten 
wir  durch  X,  V bezeichnen  wollen,  geuissermassen  als  einer 
Gränze  immer  mehr  und  mehr  und,  wenn  man  nur  zfaj  der  Null 
nahe  genug  kommen  lässt,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert, 
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so  dass  also  nach  6),  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  Jxl 
sieb  der  Null  nähert,  nach  einer  bekannten  Bezeichnung 


X~xi  — Lim * *Si=  •W)-w 

Jxt  Axx 

sein  wird.  Weil  aber,  wenn  Jxt  sich  der  Nnll  nähert,  offenbar 
Limf(xn  + Axx)  = f(xx) 

. :i  . , • 

ist,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass 


ffXt+JXt)— 


)-£-  ^1+^1)-# 

ry  1 > l-y,  =f(x,).Lim  M(x[)  * 


f(a-,)  — Lim  f(x, ) — Lim  -~~ 

v 1 4x , v ~ , *•  4xx 

Li„Ä>  ’ * (“)'  Lta^a} 

«•Tj 

ist,  und  dass  es  also,  um  die  Coordinaten  X,  Y zu  bestimmen, 
darauf  aukommt,  die  beiden  Gränzen 

Lim^'-  und  Lim^-f— 

cJXi  » 

zu  entwickeln. 

Was  zunächst  die  Gränze 


betrifft,  so  erhellet  aus  der  in  VIII.  entwickelten  Theorie  der  Be- 
rührenden auf  der  Stelle  und  ganz  von  selbst,  dass 

I J,Ji  — n*A  (Ax*  + B'J\  + C)~  + ß*) (xx  — f) 

Jxt  n*ß(Axt  + Byx  + C)  — (/la  + B-)  (y,  —g) 

oder  nach  Ü) 

...  , . AVi  Q 

9) = 


Es  bleibt  uns  also  bloss  noch  die  Entwickelung  der  Gränze 


übrig.  Weil  nun  nach  3) 


ist,  so  ist 


. . 4((x,) 

Lim  — — 


«*■>=£ 
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also 


,,,  % P + 4P  P Q4P-PJQ 
Xl)~Q+JQ  Q~  Q(Q  + 4Q)’ 


Af(xt ) v Axt  Axx 


4xx  ~ Q(Q+4Q)  ’ 


und  folglich  offenbar 


. 4P  ...  . 4Q 

. QLim-j PLim-z — 

i ,-4f(x,)  * Ax,  4xt 

= Qä ’ 

so  dass  es  also  jetzt  auf  die  Entwickelung  der  beiden  Gränzen 
Lira-^-  und  Lim^^ 

dJX\ 

ankommt. 

Weil  nach  2) 

P = n *B(Axt  + Byv  + C)-(A*  + B')  (yx  -g) 

ist,  so  ist 

P+4P=n*B{A(xl+AxlnB(yl+AylnC)-(A*+B*)\(yl+Ayl)-g). 
also  durch  Subtraction : 

AP= n*B  (AAxt  + BAyx)  - (A*  + B*)  4yx , 

folglich 

Ferner  ist  nach  2) 

Q = n^A(Axl  + BVi  + C)  - (A*  + B»)(xl  -f), 

also 

Q + AQ=n*A{A(x 1 \Axx) + B(y  iMy  i ) + C } - (zl1  f ß1)!  (.ri  +z#x1)-/'), 

folglich  durch  Subtraction 

AQ  = n*A(AAxx  + BAyi)—{A*  + B*)  Axx , 


also 


Daher  ergeben  sieb  jetzt  die  beiden  folgenden  Formeln: 


,4yi 
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Lim  Ax~  ~ n*A  (A  + B Lim  ^|)-M2+  ß*); 

uiii]  folglich  nach  9) : 

JP  O O 

Lim  ^ = n*B(A  - B%)  + (A*  + B*)J,, 

Lim  ^ = n*A  (A  - B%)  - (A*  + fl*) 


oder 


Lira 


.z/x 


,,4P-fl0 


0 


- =»*/?  p + MH  ß1)  p 

..  AQ  , ,AP-BQ  , ■„  . „„ 
Lim  = jPA  — p ( A * +■  P*) ; 


woraus  sich  leicht 


...  AP  ...  . AQ 

Q Lim  -2 PLini-; — 

Axt  Ax , 


(/!*  + fl*)(P*+  0*)  — n*(;4P— BO)® 
P 


folglich  nach  dem  Obigen 


Lim 


Af{xx)  ( A * + ff8)  (P*  + Q«)  - n*{AP-  BQ)* 


Ax i 

ergiebt. 

Also  ist  nun  nach  8) : 


PO* 


P . 0 

Q 


+ P 


.Y-ic,  — (/|4  + £*)(P*  + 0*)  — n*(.dP-  W 

PQ* 


r.Q 

Q + P 


Q '(A^+B‘)(Pa+Ot)—n,(AP—BQ)%, 


woraus  sich  sogleich 

X~x^  (A*  + B*)(P*+Q*)-n*(AP-BQ)* ’ 


PQ* 
(P*+0*)0 


10) 


ergieht. 


.. (P*  + Q*)P 

* ~ 3,1  — (A*  + B *)  (P*  + 0*)  — n*(^P-  flO) 
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Den  auf  diese  Weise  vßHig  bestimmten  Punkt  ( XY ) betrach- 
tet man  als  den  Mittelpunkt  eines  durch  den  Punkt  (xxyx)  gehen- 
den Kreises,  welcher  der  Krümmungskreis  des  Kegelschnitts 
für  den  Punkt  ( xxyx ) genannt  wird,  und  also  nach  dem  Obigen 
derjenige  Kreis  ist,  welcher  durch  den  Punkt  (xxyx)  des  Kegel- 
schnitts aus  dem  Punkte  der  diesem  Punkte  des  Kegelschnitts 
entsprechenden  Normale  desselben  als  Mittelpunkt  beschrieben 
wird,  welchem  sich  die  Durchschnittspunkte  dieser  Normale  mit 
ihren  benachbarten  Normalen  als  einer  Granze  desto  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  diese  letzteren 
Normalen  immer  näher  und  näher  bei  der  ersteren  annimmt,  oder 
derselben  immer  näher  und  näher  rücken  lässt.  Der  Halbmesser 
des  Krümmungskreises  in  dem  Punkte  (xxyx)  heisst  der  dem 
Punkte  (xxyx)  entsprechende  Krümmungshalbmesser  des  Ke- 
gelschnitts und  soll  durch  R bezeichnet  werden. 

Weil  hiernach  der  Krümmungshalbmesser  R in  dem  Punkte 
(x,yt)  die  Entfernung  des  Punktes  (XY)  von  dem  Punkte  (xxyx) 
ist,  so  ist 

Ä*  = (*-*,)* + (F-yi)«, 

also  nach  10):  . 


m p.  (P*  + Q*)> 

' ••  K — I (Ai  -f  B*)  (P*  + <?*)—  n*(AP- BQ)* I* 


oder 


ri)  . - - ,P—  + 

•*  . . ' Y. 

Weil  nun  nach  2) 

P = n'B(Axx  -f  Byx  + C)  - (A*  + B*)  (yx  -g), 

Q = n*A(Axx  + Byx  +C)  ~(A*  + B*)(x\-f) 

ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht:  • ■*  I • • 11 — 

AP-  BQ  = (A*+  B*)\B(xx-f)-A(yx-g)\. 

Ferner  ist 

•'  , P*+Q* 

= n*  (A*  + B*)  (Ai rx  + Byx  + C)*  + (A*  + B*)*  | (*,  ~f?  + (yt -g)*) 
-2n*(A*  + B*)(Axx+Byx  +C)\A(xx-f)  + ß(yx  +g)\. 


also,  wenn  man 


t-' 
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fr,  -f)*  i (y,  - y)*i  es  + Byt  + Q* 

.)•  u ..••••  •'  « ' »V  * 

setzt  f 4 

/>z  f Q* 

(K*+l)(^x1  + J?yl  + C) 


= nHA*  + B*)  ( Aa,  > By,  + C)  j " 


_«Vl' 


2 [/<(*,—  /)  + Ä(yi-y)] 

oder 

P*  f Qa 

=»>(#+ß,)(^1  +%i+  C)  |(«*-l)(^oft + By,  + C)+2(J/p+By-fC)|, 
oder 

P*+  Q* 

=2 n\At  + B*)(Axl  + Bffl  + C’)  I Af\  Bg  f C+^-(AXl + By, + 6') ), 
«der  auch 

< ..■■•■■'  ‘ ! - P*+Q» 

=2n*(^*+B*)(^/4By+C)<4:«|,+Byl+  0 1 1+!¥  '^T^+C  *‘ 
Endlich  ist 

(4*  + B2)  (P*  + <32)  — »*(dlP— -BO)* 

, («*  + I)(M+»V1+C)*  j 

=n*(^*  + B*)*  -2(4*1  + By,  + C)  [4  (*,-/)  + B(y,-y)]  j « 

f -[Bto-ft-^-y)]* 

also  offenbar 

(4*+.B*)(P*  + <W-  n*(AP-BQ)* 
nHA^  + B^  + C)* 

+ \AXl  + Byi  + C-(4(*l-/)+B  ( y,  - y))]* 

! -^(*4-/,)+»(y»~y)]*-[Ä(*1-/)^(yi-y)?  1 
«2  + By,  + cy  + {Af\ Bg  + C)* 

- (.d*+ b2)  [(x,  - n* + (yi  - ff)’] 

folglich,  well 

n*(Ar,  + By,  + C)» - (4*+  B*)  (<*,  - fl*  +■  (y,  - y)*l  = 0 

ist: 


= n»(^*  + B2)* 


= n*(4*+B2)2 
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(A*  11?*)  (/>*+  Q8)  - n*(AP-  BQ)*=n*(A*  + B*)*(Af+  Bg+  G)t. 


Also  ist  • 1 

P*+Q*  * 

(A8+  B*)(J»+  Q*)-n*{AP-  BQ)* 

2_  Ax,  + ffy,+C  n*-J  Ax,  + By,+C 

~ A*+B*  Af+ßg+C  " + 2 ' Af\Bg  y (:  'i 

und  folglich  nach  10): 

.o,  v _ _^\n*A(Ax,\ By,\C)-(A*\B^){x,-f)\ 

id)  m .,! 


i + Byi  + C . w8— 1 Ax,  + By,  + C 

Af+Bg  + C[l 2 ‘ Af+Bg+C  ! 


v ..  _2!7i8ß(/fJ:1  + %i  + C)^(A8+JB8)(.v1-Ä)|,t 
yi-  A8  + Ä^  — 


• ili.'.iklsi! 


Ax,  f By,  + C 7t8  — 1 Ax,+By,  + C. 

Af\By\C  2 • Af+Bg+CV 

Ferner  ist  nach  11) 

+«„ + c,.i  i + ^ 

oder 

15) 


+ %,  + C)*  t A/+  Bg  + C+’^i  (Ax,  + By,  + C)\ • 
Rt~  (A*  + B*)(Af+Bg  + Cji  “• 

Nach  VIII.  7)  ist 

*l\  :■  ■‘•■■■A  f*l.j  i O ; ,<il\  (.  -,S.)K*U— =i 

W(Ax,+By,+C)[Af+Bg+C+—, ^(Ax,  +By,  +C)| 

j\T*  = ___ f 

t 4*+Ä*i  ; (,: V\  I ^ * 

also 

• a_ , ' i I 

8 n6(Ax,  +By,  + C)»{  Af\Bg+  C+  - j—  (^i  +%,  + C)|* 

A#=*  (A8*!?8)*  " — * 

und  folglich  nach  15) : 


N“ n*{Af\Bg\  C)*  n* (Af+ Bg  + C)* ( * "M:»».- 

R*~  (A*  + B»)8  — A*+Ä*  1 ’ 
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also,  weil  nach  VI.  2)'  1 >•  ! \ » A } -I . 

....  n*(Af+Bs+ cy 

. (ip)*  = Ä*TB* — 


ist: 

JV* 

ßa=(i P)\ 

folglich  1 

„ 2V» 

16)  .......  ß = ^)i  * 

eine  längst  bekannte  Formel. 


i . 


t 


§.  38. 

Die  Gleichung  der  Berührenden  in  dem  Punkte  (a^yi)  ist 
bekanntlich 

1 . ■ i > Q , v 

y—»i  =—rp(x  - ar,) 

oder 

Q(x  — xl)  + P(y~y,)  = 0. 

Der  Werth  von 

! 

Q(x— xi)+P(y~yi)> 

wenn  man  fiir  x,  y respective  f,  g setzt,  ist 

Q(f—  Xi)  + P(g^-yt)  oder  — Q(xx  — f)  — P(yt  — g)- 

; \ : • * \ # j , ' • •**. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

—Q{*x—f)—P{yi—9) 

= — n*A  (arj  — f)  ( Ax,  + By , + C)  4 (A*  + ß1)  (x,  — /)* 

t 

. —n*B (y,  —g)  (Ax,  + ßy,  + C)  + (AH  JP)  <y,  -y)*  > 

= - »»(Ar,  + ßy,  + O» + (J*+ ß»)  | (X, -/)»  + (y,  - y)a  I 
+ n*  (^/+  ßy  + C)(Ar,  + ßy,+  C) 

' = n*(^/+ßy+C)(^1 + %,+  €),’  : \ , 

weil  das  Aggregat  der  beiden  ersten  Theile  bekanntlich  verschwin- 
det. Also  ist  nach  dem  in  §.  4.  bewiesenen  Satze  der  Werth, 

welchen  \ j • \* . ' « 

! Q(x  — *,)  + P(y  — y,)  1 . 
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erhält,  trenn  man  fflr  x,  y respective  f,  g setzt,  positiv  oder 
negativ,  jenachdem  der  Brennpunkt  (fg)  und  der  Punkt  (xxyx) 
auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Directrix 
liegen. 

Der  Werth  von  , 

Q(x—xx)  4 P(y—yx), 

wenn  man  für  x,  y respective  die  Coordinaten  X,  V des  Mittel- 
punkts des  Krümmungskreises  setzt,  ist  uacb  10): 

(Pt+Q*)a 

(A*+  B2)  (/»+  Q»)  — n*(AP—  BQ)*' 

I 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

(P*+Q2)  - n*(AP-  BQ)*  = n*  (4*  + fl*)1  (Af+Bg+C)*, 
Also  ist  der  Werth,  welchen  - 

Q(x—x,)+P(y—yi) 

erhält,  wenn  man  für  x,  y respective  X,  Y setzt: 

I P*+Q*‘ / * 

\n(A*+BP)(Af+Bg\C)\  ’ 

i..  . 1 

und  daher  stets  positiv. 

Daher  erhalten  wir  jetzt  nach  §.4.  offenbar  den  folgenden  Satz: 
Wenn  der  Brennpunkt  und  der  Punkt  (xxyx)  auf 
einer  Seite  der  Directrix  liegen,  so  liegen  der  Brenn- 
punkt und  der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  auf 
einer  Seite  der  Berührenden  in  dem  Punkte 

Wenn  der  Brennpunkt  und  der  Punkt  ( xxyx ) auf 
verschiedenen  Seiten  der  Directrix  liegen,  so  lie- 
gen der  Brennpunkt  und  der  Mittelpunkt  des  Krüm- 
mungskreises auf  verschiedenen  Seiten  der  Berüh- 
renden in  dem  Punkte  (ariy,). 

Mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  schliesst  man  hier- 
aus auf  der  Stelle,  dass  der  Mittelpunkt  des  Krümmungs- 
kreises in  der  Normale  immer  auf  der  concaven  Seite 
des  Kegelschnitts  liegt. 

§.  39. 

Für  die  Parabel  ist  nach  14): 

_ 

n~(A*+B?)Uf+Bg+Cy 
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Ist  aber  V der  von  dem  Brennpunkte  (fg)  nach  dem  Punkte 
(at| y,)  gezogene  Vector,  so  ist  nach  V.  2) 


F*: 


(Ar,  + B,h  + C)* 

A*+B* 


Also  Ist 


_ M(Ar,+  Bgt  + C)«  _ (Ar,  + fly.  + Q« 

und  folglich : 

l*_(AflBg  + CP_  1 \ KAf+Bg  + C))' 
ü*~  04  U-i-B*)  256  / V Ät+ß* 


also  nach  VI.  2) : 


Z"_J_  2 ™ 

Ä4  — 256p  ’ p*  ’ 


woraus  sich 


F 

P 


17) 

ergiebt. 

Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist  nach  14): 


«-•(-o*  + »»■ + W +!V “ 


(A*  + BP)(Af+Bg+  C) 

Bezeichnen  aber  V und  F,  die  von  den  Brennpunkten  (fg)  und 
(fiffi)  nach  dem  Punkte  (*,y,)  gezogenen  Vectoren,  so  ist  nach 
V.  1),  13): 


F4  = 


n*(Aarl+Byl  + C)* 


A*\Bfi 

' 4»4  Uf+Bg  + C?  ft4-lAr,+^,  + C 

v\  jl*  + Ä*  . 1 + 2 ' Af+Bg+C  ’ ’ 


t.i  j4*  + ä»  , 

Also  ist: 


04k4  (dx,  4-  Byt  + C)8  i 1 + ~ ~.T~ ' ^f+Bg-jC !<> 


(A4  + W4/f%  + C)4 

I I i 


und 


t . 


I : 
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r«  ni(Axl  f Bi/i  4 O« 

(A2  + ß*)® 

64»«  (4/+%  + t')«.,  . n2  — 1 4.r,+Äyi 

r'  “(n*-l)«‘  (i*+Ä*)«  11 + _ T~'  Äf+Bg+C  1 ’ 


folglich 


(FF,)« 

(34„ia  (Af 4 B<j 4 C)«(4.z,4.%i  4 C)6 1 1 4 ;j  Af  \ Bg\  C ^ 


Also  ist 


U2+Ä*)« 


(PF,)«  «»  Uf+Bg+C)» 

R*  ~.(w®-Ua'  (4*,4-.ß*)4  ’ 


und  weil  nach  VI.  2) 


. _ 256 »•(Af+Bg+Q* 

p - (A*+B*)* 


ist,  so  ist 
18)  ...  . 

Für  die  Ellipse  ist 


W _ P* 

R*  ~ 256  («*  — !)«’ 


(FF,)« 


ß4  ~ 256(1—»»)«’ 


also 


und  folglich : 


FF,  \TVJ\ 
R 


4 (1  — «*)  V~1  — n*  ’ 

I i ,1  : 


irn  p _ 4(1  —n2)  FF,  V~(l  — «»)  FF, 

iy)  . „ . K—  „t  ’ • -,d->t 


P* 


Ffir  die  Hyperbel  ist 

(FF,)» 


ß4  256  (n*  — 1)*  ’ 


also 


und  folglich : 


I.  ; 


FF,  V FF, p2 

ß 4(«* — i)  y»*^i  * 


» »/ 

; .Inj  f /.*»  ,ii« 
(*• 

V . ' 1.  I II.« 

!'  .»  • • »\  )•••  1 
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>20)  . 


R = 


4(n*  — I)  FF,  V(w»—  1)F F, 


Auch  ist:  | i 

I 


ii  ' VaTv 

— = 4 — V — für  die  Parabel, 

p pl  p 

21)  j>.\  * =4(1  ~ >[ für  die  Ellipse, 

^=4(n*  — 1)^.  (»*— 1)-^.-^-  für  die  Hyperbel. 


P P 


Sind  ß,  ß'  zwei  Krümmungshalbmesser  und  F,  F,  und  F',  F,' 
die  nach  den  betreffenden  Punkten  gezogenen  Vectoren,  so  ist 
für  die  Parabel: 


und  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist:  / 


23)  . 


_*  _ VJy  4 rVVx_  _ /FF,  \l 
R'  ~ V Fl'  y v F,'  ~ v F'F, ?)  ' 


Für  die  Ellipse  ist  nach  IV.  20) 


und  nach  IV.  18)  und  VI.  2)  offenbar: 


p2  = 4(1 — w*)ft*. 

Also  ist  nach  19) : 


24)  . 


vv,  V vrl 

~ ab  ’ 


welche  Formel  auch  für  die  Hyperbel  gilt  und  ganz  eben  so  be- 
wiesen wird.  Es  ist  also  auch  immer 


28) 


ab  — 


vrlxrWi 

R 


und  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
folglich  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  constant  *). 

*)  Bezeichnet  man  den  Flächeninhalt  der  Ellipae  durch  E,  *°  '‘l 
anderweitig  bekannt,  daas 


Digitized  by  Google 


nach  einer  neuen  Vethnrie  awilyli.'Ch  enMckelt. 


177 


XI. 

Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen. 

§.  40. 

Die  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränder- 
lichen Grössen  hat  im  Allgemeinen  die  Form 

1)  . . . ax%  -f-  by2  + 2cxy  + 2dx  + 2ejf  -f-  f = 0. 

Um  diese  Gleichung  zu  discutiren,  d.  h.  zu  untersuchen,  welche 
wesentlich  von  einander  verschiedenen  Curven  durch  dieselbe 
dargestellt  werden,  wollen  wir  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Kegelschnitte,  nämlich,  wenn  n die  Charakteristik  und 

Ax+  By+  C=  0 

die  Gleichung  der  Directris  ist,  die  Coordinaieu  des  Brennpunkts 
jetzt  aber  durch  X,  Y bezeichnet  werden,  mit  der  Gleichung 

2)  n2{Ax  + By  + C)*=  (.4*  + B*)  i (x — X)2  + (y-  Y)*\ 

vergleichen. 

Nach  gehöriger  Entwickelung  bringt  man  diese  letztere  Glei- 
chung leicht  auf  die  Form  : 

3) 

t (»*  — 1)  A2  — B®  i x2  f | (n® — I)  ß*  — A2\y2  + 2 n'ABxy 

+ 2|n2^C-KJ*  + Ä*)jLjx 

+ 2|n®ß6'+Ms+ßa)  Y\y 

+ n*C*  ~(A2  + B2)  (X12  + Y2) 

und  erhält  nun  durch  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  Glei- 
chung 1)  zur  Bestimmung  von  n,  A,  B,  C,  X,  Y aus  a,  b,  e, 
el,  e,  f die  beiden  folgenden  Gruppen  von  Gleichungen: 

1(n* — l)A* — B2—a, 

(na  — l)ßa — A2—b, 
n2AB  = c 
E = abn 

Ut;  oUo  ist  nach  d«m  Obigen  auch 

„ nVV^W, 

E h — I. 

Tkcil  XXXI.  12 
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und 

/ nxAC+(Ax  + Bt)X  = d, 

" 6)  ...  .}  nxBC+(A*  + JSx)r=e, 

l nxCx—(Ax  + B1)  (X*  + Yx) = f ; 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  die  erste  Gruppe  nur  die  un- 
bekannten Grössen  n,  A,  B;  die  zweite,  nachdem  diese  unbe- 
kannten Grössen  mittelst  der  ersten  Gruppe  von  Gleichungen  be- 
stimmt worden  sind,  nur  die  unbekannten  Grössen  C,  X,  F 
enthält,  so  dass  wir  also  jede  dieser  beiden  Gruppen  von  Glei- 
chungen für  sich  zu  behandeln  haben,  wozu  wir  jetzt  übergehen 
wollen  *). 

•J^eber  die  Gleichungen 

(»*  — l)d4  — fi4  = a, 

(»4  — 1)£4  — A*  = b, 
n*AB  = c 

kann  man  beiläufig  Folgendes  bemerken. 

Wenn  man  ans  den  beiden  ersten  Gleichungen  zuerst  B,  dann  A 
•liminirt,  so  erhält  man : 

(»*  — 1)*  At-Ai  = (u*  — 1)a  + 6, 

(»»— l)4Ä4  — B*  = (n'—  l)b  + a; 

also  : 

n40t4  — 2)d*  = (n»—  1)«  + b. 

«•(»*— 2)  Ä4  = (n4  — l)d  + «; 

folglich 

und  daher  wegen  der  dritten  Gleichung  s 

(»*  — 8)»  c*={(»a  — l)fl+ ö|t(»*  — I)d  + «| 

oder 

(n4— S)4e4=|n4«— («— ä)1{h4ä-H«  — *))> 

woraus  sich  ferner  leicht 

(«*  — 9)*c*  = n*ab  -f  («4  — 1)  (« — by 

ergiebt. 

Schreibt  man  aber  diese  Gleichung  unter  der  Form 
n'ab  = (»•  — 2)»  e4 — («*  — 1 ) (« — 6 )» 
und  zieht  auf  beiden  Seiten  tt*C 4 ab,  so  wird  dieselbe: 
n«  (ad  - e*)  =— (n4  - 1)  ((«-  #)'  + 4c4 1, 
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Um  die  Gleichungen 

(n*—-l ) A*  — ß*x=  a, 

(ft*—  A*ca6, 

i • 

n*ABt=  c 

io  Bezug  auf  n,  A,  B als  unbekannte  Grüssen  aufzulösen,  setze 
man : 

in®  — l = u,  also:  + 

A + B=s2v,  A t 

A — B = 2te;  B =zv — w ; 

so  werden  die  Gleichungen  6): 

u(e  + to)*—  (b — w)*  = a, 
u(v — w)*  — + = b, 

(tt-f  l)<e+w)  (e—  te) »c; 

also  : 

|(u — l)(c*  + *»*)  +2(«+l)e«i=:a, 

(«—!)(«•+  tfc*)— 2(«-f  1)  wfcssfe, 

(ft  + 1)  (fe* — ie*)=c; 

woraus  ferner 


also : 


oder 


ab  - C*  fts  - ( («  - *)*  + *C*  j 

c*  — ad=^l=^{(a  — 4)*  + 4«*j, 


woran«  man  achlieast,  das*  fär 

e»—  «d<0,  e»  — ttba±i>,  ü*  — öd>o 


reapective 


»*<1,  »*=rl,  «*>1 


oder 

ist. 


ft  ■<;  1 , n = I , «>1 


/ 


* 


12* 
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i2(«i  — 1)  (e*  + tc*)  = « + b, 

4(u  + l)etc  = a — b, 

(ti  + l)  (r ,*-«,*)  = e 

folgt.  Drückt  man  aber  diese  Gleichungen  auf  folgende  Art  aus  : 
, 2u (p®  + tc*)  = n + 6 + 2(p*  + ic*), 

**  f 2u(p*— tc*)  = 2c  — 2(p*  — tc*) 

und 

!4(u-f  l)  etc  = a — b, 

2(«  + 1)(p*-ic*)  = 2c; 

so  erhält  man  durch  Division  zur  Bestimmung  von  e,  ic  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 


13)  . . . 


e®  + tc® « -f  6 -f  2 (p2  + tc2) 

2c — 2(p® — ic*) 


P®— IC* 

2etc 


a — b 


p® — tc*  c 

Um  diese  Bestimmung  von  p,  w mit  möglichster  Leichtigkeit 
auszuführen,  setze  man: 

14) e = ßcos<)p,  tc  = ßsinqo; 

wo  ß eine  positive  Grösse  sein  soll ; so  ist 
p*  4-  to*  = ß® , 
e®  — tc*=  ß®cos2g>,  . 

2pic  = ß®  sin  2tp ; 
und  die  Gleichungen  13)  werden  also: 

0 o + 6+2ß* 

sec -9>  — 2(c_ß*COs29,)’ 


15) 


16)  . . 


Ftang2 q,=  ^~  i 


woraus  man  zur  Bestimmung  der  beiden  unbekannten  Grössen 
<p,  ß leicht  die  folgenden  Formeln  erhält: 


17) 


, „ a — b 

fang  2qp  = . 


R = i\[ ^c~(a^b)cost2cp . 
4 v cos  2<p 


\ 
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und  zur  Berechnung  von  c und  u>  bat  man  nach  14)  die  Formeln: 

l a — b 

i tang2g!=-^-, 

cos  rp  4 /~2c  — (a  + 6)  co«  2qp 

I8>  • • ^ ® — T"V  cös2q> 

I sin  m« /~ 2c — (a  + 6)  cos  2qp  _ 

ITT  cos2g> 

also  zur  Berechnung  von  A,  B nach  7),  weil 

' 2 cos  (45°  — cp) 

cos  cp-\-  sin  <p  — sin  (90° — qp) -f  sin  = ^2 ’ 


cosqp  — sinqp  = 8in(90°—  cp)  — sinq>  = 


2 sin  (45° — <p) 


ist,  die  Formeln: 


a — b 

tang2q>  = , 


cos  {45° — cp)  2c  — (a-f  6)  cos2qp 
V2  » cos2q? 

sin  (45° — cp)  a f~ 2c  — (a+ A)co*2<p 
-2  \ 


„ a—  b 
tang2qp  = -ä—  . 


,4^«  — (a  + 6)cos2q> 
^ = cos(45°-<jp)\  


B = sin  (45° — qp)' 


2c  — (a -f- 6)  cos  2qp 
2cos2qp, 


Mach  18)  ist  offenbar 

cos  2qp  2c  — (a+  6)cos2qp  2c  — (a  + 6)cos2<p 
*•-«>*=— 4 — coT2^ = 4 ‘ 

und  nach  10)  und  7)  ist 


also  nach  dem  Vorhergehenden : 
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21) 


’ ‘ — Y 2c — (o+  6 


6)  cos  2 9 


Vorzüglich  kommt  es  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Bedingungen  die  vorhergehenden  Formfein  für  n,  A,  H 
reelle  Werthe  liefern , wozu  wir  jetzt  übergehen  wollen. 


«■  « 

Zuerst  bemerken  wir  Folgendes. 
Aus 

4o 


2c  — (a  + 6)cos2qp  v, 


< 

= 1 


folgt  nach  und  nach : 


4c 


< 

2c  — (a  + 6) cos 2qo  ^ 


2c  ■+  (a-f  6)cos2y  ^ 
2c— (a+6)cos2gj 


0, 


1 2c  -f(o  -f  A)  cos  2qp  j 1 2c — (a  + b)  cos  2 qt> ) - 

18c—  («  + b)  cos,2qp  j {2c  — (w+  bi  cos  2g>|  y ’ 

4c2  — (a  -f-  6)®  cos  2 g>®  ». 

{2c — (u-f  6)cos2<p|®  «y  ’ 


4c2 — (a  + 6)®  cos  2 qp®  — 0 ; 

> 


also,  weil  nach  20) 


22) 

ist: 


1 4c® 

cos2g>  l + tai*g2g)2  (a  — A)*-f4c® 


40  («-  £)H3c*  > 


4c®  { (a  — 6)®  + 4c*— (a+ 6)*|  =>  0, 

> 

< 

c*(c® — ab)  =0; 

V 
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folglich,  unter  der  Voraussetzung,  dass  c nicht  verschwindet: 

< 

c* — ab  =0. 

> 


Wenn  also  c nicht  verschwindet,  so  sind  mit  gehöriger  Be- 
ziehung der  oberen,  mittleren  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
die  Bedingungen 


oder 


< 4c  < 

c'  — ab  =0,  _ i — 7~r\ ö~  = 1 

vy  2 c — (a  + b)  cos  .tqj  »y 


< 

e® — ab  = 0, 


> 


< 

»i*=l 

> 


immer  zugleich  erfüllt. 


§.  43.  » 


Ferner  bemerken  wir,  dass  aus 

< 

(o  — 6)*  +•  4c®  — (a- f 6)® 

> 

nach  gehöriger  Entwickelung  der  Quadrate  auf  der  Stelle 

< 

4(c® — a6)=0, 

> 

also 

< 

c*— ab  — 0 

> 

folgt,  so  dass  folglich  mit  gehöriger  Beziehung  der  oberen,  mitt- 
leren uud  unteren  Zeichen  auf  einander  die  Bedingungen 

< < 

c* — ab— 0,  (a  — 6)®  + 4c®  = (a+6)a 

> > 

oder 


ca— a6  = 0,  V~ ( a — A)*+ 4c*= val.  abs.  (n  + 6) 

> > 

[«derzeit  zugleich  Statt  (htden  oder  erfüllt  sind. 
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$•  44. 


Ans  22)  folgt: 

23)  ....  co»2y  = Jt 

also 


•2c  > 


2c — (a-f  (>)cos2tp  = 2c 


V(a  — 6)*  + 4c® 

V (a  -6)*  + 4c*T  («  f b) 


^(0-6)*  + 4c* 


und  folglich,  indem  wir  den  Fall,  trenn  c = 0 ist,  fiir’s  Erste  ganz 
bei  Seite  setzen,  nach  21): 


24)  ...  . n* 
Weil  ferner 


2Vr(«— 6)«T4c» 

V («  --  6)*  + 4c*  T ("  + b) 


2c  — (a  + 6)  cos  2 tp  _ 2c 

cos2y>  cos2<jp  'n  ' 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen : 

??=fc±^=*V5=^T»-(.+») 

«der : 

„5)  !£=^±^^=±|V5^jr+T?T<0+4)l. 

Aus  den  Formeln 


lang  29p  =:  , cns2<jj=J; 


2c 


folgt : 


V (u — b)s  -f-  4c* 


26)  ....  sin  2$>  = Jb 


a — b 


V (a-6)*+4c* 


natürlich  immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander. 

Den  Winkel  2<jp  trollen  wir  im  Folgenden  immer  zwischen  0 
und  360°  nehmen. 


§.  45. 

Indem  wir,  wie  schon  erinnert,  den  Fall,  wenn  c=0  ist,  fürs 
Erste  ganz  bei  Seite  setzen,  unterscheiden  wir  nun  die  folgenden  Fälle. 
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I.  c*  — ai>0,  also  n*>l. 

Weil  bekanntlich 

V" (o — 6)*  + 4c*  > val.  abs.  (u  + 6) 

ist,  so  liefern  in  der  Formel  24)  beide  Zeichen  für  n*  positive 
Werthe.  Dagegen  liefert  in  der  Formel  25)  nur  das  obere  Zeichen 
für  die  Grösse 

2c  — (a  + 6)  cos  2<p 
cos  2<p 

einen  positiven  Werth;  und  da  diese  Grösse  nothwendig  positiv 
sein  muss,  wenn  die  Grössen  A und  B in  19)  reell  sein  sollen, 
so  kann  man  in  unseren  obigen  Formeln  nur  die  oberen  Zeichen 
nehmen.  Man  muss  also 

„ 2c  i,.  „ «-6 

cos  Iw  ~ r ■ — , Sin  2m  = — ■ 

yf  (o  — 6)*+4c*  yf  {a — 6)*  + 4c* 

setzen,  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0 und  360°  liegende 
Winkel  2^>  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  auch  die 
Grössen  n,  A,  B reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
n > 1 ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

II.  c*  — <i6  = 0,  also  n*=l. 

Weil  c*  = a£>  ist,  so  ist  ab  positiv,  und  a und  b haben  daher 
gleiche  Vorzeichen.  Sind  nun  a und  b beide  positiv,  und  ist  also 
auch  a + 6 positiv,  so  kann  man,  weil 

— 6)2-J-4c2  = a + 6 

ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  untere  Zeichen  nehmen,  vteil  das 
obere  für  n*  das  Symbol  des  Unendlichen  liefern  würde.  Sind 
dagegen  a und  b beide  negativ,  und  ist  also  auch  a -|-  b negativ, 
so  kann  man,  weil 

V" (a — 6)*+4c*=  val.  alis.  («  f 6) 

ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  obere  Zeichen  nehmen,  weil  das 
untere  für  n*  das  Symbol  des  Unendlichen  liefern  würde.  Wenn 
nun  aber  a und  b beide  positiv  sind,  so  liefert  io  der  Formel  25) 
das  untere  Zeichen  für 

2c — (a  + 6)  cos  2^ 

, cos  29 

einen  negativen  Werth,  für  A und  B also  imaginäre  Werthe,  was 
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sich  mit  dem  Obigen  nicht  vereinigen  lässt.  Wenn  dagegen  a 
und  6 beide  uegativ  sind,  so  liefert  in  der  Formel  25)  das  obere 
Zeichen  für 

2«-— (n  + 6)cos«2g> 
cos  ‘ 2tp 

einen  positiven  Werth,  für  A und  B also  reelle  Werthe,  was  mit 
dem  Obigen  sehr  wohl  zu  vereinigen  ist.  Nun  ist  es  aber  offen- 
bar verstattet,  anzunehmen,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
gleiche  Vorzeichen  habenden  Coefiicienten  o und  b in  der  Gleichung 

ox1  f by2 + 2 cxy  + 2«fcr + 2 ey  -f-  f=0  ' 

beide  negativ  sind,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  und 
also  a und  b beide  positiv  wären,  man  die  vorstehende  Gleichung 
bloss  unter  der  Form 

— ax * — by1  — 2 cxy  — 2 dx — 2ey  — f = 0 

zu  schreiben  brauchte,  wo  nun  die  CoefGcienten  von  :r®  und  yi 
beide  negativ  wären.  Unter  der  immer  »erstatteten  Voraussetzung 
also,  dass  a und  b beide  negativ  sind-,  muss  man  in«  allen  unse- 
ren obigen.  Fermein  wieder  die  oberen  Zeichen  nehmen.  Man 
muss  also  wieder 

„ 2c  . „ o — 6 

V (a— 6)*  + 4c®  V (a-6)®+4c® 

setzen,  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0 und  3dO°  liegende 
Winkel  ‘2<p  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  auch  die 
Grössen  n,  A,  B reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
n = l ist,  versteht  sieh  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

III.  e® — a6<0,  also  «®<l. 

Weil  a6^c®,  folglich  ab  positiv  ist,  so  haben  a und  6 wie- 
der gleiche  Vorzeichen.  Sind  a und  6 beide  positiv,  und  ist 
also  auch  a + 6 positiv,  so  liefert,  weil 

V"(ä — 6)*+ 4c®  < a + 6 

ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  untere  Zeichen  dir  n®  einen  posi- 
tiven Werth.  Sind’  dagegen  a und  6 beide  negativ,  und  ist  also 
auch  a+6  negativ,  so  liefert,  weil 

V (o — 6)®  + 4c*  < val.  abs.  (a  + 6), 

ist,  in  der  Formel  24}  nur  das  obere  Zeichen  für  n*  einen  posi- 
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tiven  Werth.  Wenn  nun  aber  a und  b beide  positiv  sind , so 
liefert  in  der  Formel  25)  das  unter«  Zeichen  für 

2c — (a  + 6)  cos  2 tp 
cos  ftp 

einen  negativen  Werth,  für  A und  B also  imaginäre  Werthe, 
was  mit  dem  Obigen  nicht  zu  vereinigen  ist.  Wenn  dagegen  n 
und  b beide  negativ  sind,  so  liefert  in  der  Formel  25)  das  obere 
Zeichen  für 

2le — (a-f  6)cos2y 
cos  2 tp  . 


einen  positiven  Werth,  für  A und  B also  reelle  Werthe,  was 
sich  mit  dem  Obigen  sehr  wohl  vereinigen  lässt.  Da  es  non 
aber  nach  U.  verstattet  ist,  die  Coefificienten  a und  6 in  diesem 
Falle  beide  als  negativ  angenehmen,  so  wird  man  unter  dieser 
Voraussetzung  in  allen  unseren  obigen  Formeln  die  oberen  Zei- 
chen nehmen,  und  also 


cos  2 tp  = 


sin29> 


a — b 

V(a  — 6)*  +1^ 


setzen,  durch  weh: he  Formeln  der  zwischen  0>  und  350°  liegende 
Winket  2 tp  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  auch  die 
Grössen  n,  A,  B reell  und  vollkommen  bestimmt  sind,  und  dass 
n < 1 ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 


Hieraus  ergiebt  sich  nun  im  Allgemeinen  das  folgende  Resultat: 
Wenn  c nicht  verschwindet,  so  ist  füg 


c® — ab  > 0,  c*  — ab  = 0,  c* — ab  < 0 

respective 

n > 1,  n=  1,  n<l 

und  der  zwischen  0 und  360°  Hegende  Winkel  2 <p  ist  immer  mittelst 
der  Formeln 

27)  cnn2y  =3  77  sin2y:s"y.-  ° ~ l 

V(o— 6)®  + ic*  V(a  — 6)®  + 4c* 

zu  bestimmen,  wenn  nur,  wie  man  jederzeit  anzunehmen  berechtigt 
ist,  im  zweiten  und  dritten  Falle  die  Coeflicienten  a und  b beide 
negativ  sind,  wogegen  im  ersten  Falle  diese  Coefßcienten  beide 
ganz  beliebige  Vorzeichen  haben  können.  Die  Grössen  n,  A,  B 
werden  in  allen  Fällen  mittelst  der  Formeln  : 


Z' 
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__  hf 4 c_ 

n v 2c — (o  + b] 


-(a  + 6)  cos2qp  ’ 

28)  . . ^ A = cos (45°  — qp) B£^+6)C08‘^ 


l cos  2<p 
2c—  (a  -f  6)  cos  2<p 


2cos2qp 

bestimmt 

Von  dem  Falle,  wenn  c=0  ist,  wird  späterhin  die  Rede  sein. 


§.  46. 

Wenn  wir  jetzt  den  Anfang  der  Coordinaten  in  einen  durch 
die  primitiven  Coordinaten  p,  q bestimmten  Punkt  (pq)  verlegen, 
und  diesen  Punkt  als  Anfang  eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme 
parallelen  Coordinatensystems  annehmeo,  so  müssen  wir,  um  zu 
diesem  neuen  Coordinatensysteme  überzugehen,  in  der  Gleichung 

axx-f~  byx  -f  2c.ry  -f  2dx  -f  2ey  + f=0 

lür  x,  y respective  p+x,  q + y setzen,  indem  wir  der  Kürze 
wegen  die  Coordinatenin  dem  neuen  oder  secundären  Systeme  wie- 
der durch  x,  y bezeichnen.  Dadurch  wird  vorstehende  Gleichung 
nach  gehöriger  Entwickelung: 

axx  + 6y2  f 2txy  \ 

+ 2(ap  + cq-\-d)x  + 2(cp  + bq  + e)y  1=0. 

+ <ip*  -f  bq"1  -f-  2 cpq  + 2 dp  + 2 eq  -ff) 

Bestimmen  wir  nun  den  Punkt  (pq)  so,  dass  seine  primitiven 
Coordinaten  p,  q den  Gleichungen 

ap  + cq  + d = 0, 
cp  + bq  + e =0 


genügen,  so  erhalten  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  durch 
Elimination  von  q und  p die  .beiden  folgenden  Gleichungen : 

(c* — ab)p  + ce  — bd  = t), 

(c*  — ab)  q + cd  — ae  = 0; 

also : 


29)  . . 


bd  — ce  ae  — cd 

p ~ c*—lTb  ’ ; 
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welche  Formeln  aber  fflr  p und  q nur  ao  lange  endliche  völlig 
bestimmte  Wertbe  liefern,  so  lange  c*  — ab  nicht  verschwindet. 
Weil 

ap*  + bq%  + 2 cpq  + 2 dp  + 2 eq  + f 
= (ap  + cq  + d)  p + (ep  + b g + e)  q + dp  + e g + f , 
also  nach  dem  Obigen 


ap®  + bq*  -f-  2 cpq  + 2 dp  -f  2 eq  + f=  dp  + eq  + f 
ist,  so  erhalten  wir  für  die  Grösse 

ap*  + bq*  -f-  2 cpq  + Idp  -f  2 eq  + f 

dp  + eq  + f. 


oder 


wenn  wir  die  obigen  Werthe  von  p und  q in  diese  letztere  Grösse 
einführen,  leicht  den  folgenden  Ausdruck : 

ue*  + bd*  + fc*  — a6f  — 2 ede 
c*~  ab  ’ 

und  es  ergiebt  sieb  nun,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
• ae*  + bd*  + fc* — a6f — 2 ede 


setzen,  der  folgende  Satz: 

Wenn  c* — ab  nicht  verschwindet,  so  lässt  sich  die 
allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen 
zwei  veränderlichen  Grössen  immer  durch  eine  blosse 
parallele  Fortrückung  des  Coordinatensystems  auf 
d ie  Form 

ax*  -f-  by*  + 2 cxy  -f  bi  = 0 

bringen,  so  dass  wir  also  unter  der  Voraussetzung, 
dass  c* — ab  nicht  verschwindet,  die  allgemeine  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderli- 
chen Grössen  auch  immer  bloss  unter  dieser  Form  zu 
betrachten  brauchen. 


§.  47. 

Wir  wollen  nun  zu  der  Auflösung  der  drei  Gleichungen 

, n*AC+(A*  + B*)X=d, 

31)  • . . < n *BC+(A*  + B*)Yz=e, 

( nC*-(A?\B*)(X*+Y*)  = f 
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öbergehen,  und  unterscheiden  dabet,  indem  wir,  wie  schon  erin- 
nert, den  Fall,  Wenn  c=0  ist,  filr’s  Erste  bei  Seite  setzen,  wie- 
der die  drei  folgenden  Fälle. 


i I.  c*  — a6>0,  n>l. 

In  diesem  Falle  ist  es  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
verstattet , 

d — 0,  e = 0,  f = o) 

zu  setzen,  wodurch  die  Gleichungen  31)  die  folgende  Form  er- 
halten: ; 

n!dC+(dHß1)^  = 0, 
n*BC  + (A*  + B*)Y=0, 
nsC2—  + F*)  =t  «. 


Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 


also 


X= 


n*AC 


F= 


n*BC 


VJ,  y«  - n*C* 

x + r - A*  + B*’ 


und  folglich  vermöge  der  dritten  Gleichung: 

M«(n*-1)  £•  = — ». 

Daher  haben  wir  zur  Bestimmung  von  C,  X,  F die  Formeln: 


™ r I V x— Y n ,sv 

dd)  t-±y  — At+Bz’  y-  A2+B * 

Sollen  diese  Formeln  für  C,  X,  F reelle  Werthe  liefern,  so  muss 
0 negativ  sein.  Dass  dies  aber  der  Fall  sei,  ist  jederzeit  anzu- 
nebmen  verstattet;  denn  nach  §.45.  können  im  vorliegenden  Falle 
a und  6 ganz  beliebige  Grössen  sein,  und  wenn  in  der  Gleichung 

ax1  -J-  by*  + 2 cxy  + <o  = 0 

das  letzte  Glied  o>  positiv  wäre,  so  brauchte  man  die  gegebene 
Gleichung 

ax*  + by*  + 2 cxy  + 2 dx  + 2 ey  + f — 0 

der  Curve  bloss  unter  der  Form 

— ax*  — bij1 — ’Zcxy — 'idx — 2ey  — f — 0 
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za  schreiben,  oder,  was  Dasselbe  ist,  ist  Obig««  für  a,  b,  e,  d, 
e,  f respectree  — a,  — b,  — c,  —d,  — e,  —f  sn  setzen,  wo  dann 
nach  30) 

ne®  + bd*  + f c*  — ab( — 2 cde 

a~~  «a-aft 

werden,  also  a offenbar  nun  einen  negativen  Werth  aunebmen 
würde. 

Die  Coordinaten  X,  ¥ werden  unendlich,  wenn 
A2  + /?*  = () 

Ist.  Da  aber  diese  Gleichung  in  die  beiden  Gleichungen 

A = 0,  ß = 0 

zerfallt,  so  müsste  wegen  der  Gleichung 

i n2A  I}=c 

in  6)  offenbar  c=0  sein,  welcher  Fall  von  uns  ausgeschlossen 
worden  ist.  Also  kann  nicht 

+ 0 

sein,  und  X,  Y werden  daher  nicht  unendlich. 

Wenn  <0=0  Ist,  so  liefern  die  Formeln  33): 

C=  0,  Al  = 0.  F=0, 

wovon  nachher  weiter  die  Rede  sein  wird. 

Wenn  co^O  ist,  ist  nach  30),  weil  c* — a6>0  ist,  mit  Be- 
ziehung der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 

ue®  + 6d*  + fc* — abl — 2cde  ^ 0; 

und  weil  n>l  ist,  überhaupt  aber  n,  A,  B,  C,  X,  Y endliche 
völlig  bestimmte  reelle  Grössen  sind,  so  ist  im  vorliegenden  Falle 
offenbar  die  Curve  im  Allgemeinen  eine  Hyperbel , worin  auch  die 
doppelten  Zeichen  in  den  Formeln  33)  ihre  unmittelbare  Erklärung 
finden,  weil  die  Hyperbel  bekanntlich  zwei  Directrixen  und  zwei 
Brennpunkte  hat.  WTenn  o>  = 0 und  wie  vorher  c* — a6>0  ist, 
so  ist  nach  30) 

oe*  + bd * -f  fc® — abf — 2 cde  =0, 

und  es  ist  wie  früher  n>l,  und  n,  A,  B,  C,  X,  Y sind  über- 
haupt endliche  völlig  bestimmte  reelle  Grössen.  Weil  aber  in 
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diesem  Falle  nach  dem  Obigen  C = 0,  A'  = 0,  F — 0,  also  die 
Gleichung  der  Directrix  im  zweiten  Coordinatensysteme 

Ax  + By  — 0 

ist,  wodurch  eine  durch  den  Punkt  (pq)  gehende  Gerade  charak- 
terisirt  wird,  und  weil  mit  dem  Punkte  (pq)  auch  der  im  zweiten 
Coordinatensystem  durch  die  Coordinaten  A— 0,  F=  0 bestimmte 
Punkt  zusammenfällt;  so  erhellet  mittelst  einer  ganz  einfachen 
geometrischen  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  im  vorliegenden 
Falle  die  Hyperbel  in  ein  System  zweier  durch  den  Punkt  (pq) 
gehender  gerader  Linien  degenerirt,  wie  dies  aus  dem  allgemei- 
nen Begriffe  der  Kegelschnitte  in  §.  1.  sogleich  folgt,  weil  hier 
der  Brennpunkt  in  der  Directrix  liegt  und  die  Charakteristik  grös- 
ser als  die  Einheit  ist. 


Ueberhaupt  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  das  fol- 
gende Resultat: 

Wenn  c nicht  verschwindet  und 
c*  — ab  > 0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

o.xa  + by“1 + 2cxy  + 2dx  + 2ey  -f  f = 0 


eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sieb  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,  jenachdem 

aea-f  6d2  + fc* — a6f — 2 ede  ^ 0 

oder 

ae*  + b<P  + fc2  — n6f  — 2 ede  = 0 


ist. 


II.  ca  — oft  = 0,  n=  1. 

In  diesem  Falle  nehmen  die  Gleichuugen  31)  die  folgende, 
näinlicb  ihre  ursprüngliche  Gestalt  an : 

iAC+(A*  + B*)X=d, 

BC  + (A*  + B*)Y=e, 

C*-  (A2+B*)  (Aa+  Fa)  = f. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

v d—AC  T.  e — 

A _ A*  + B*  ’ ~ A*  + B' ’ 
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also : 

X*+) K*  = 
woraus  sich 

C*— + ¥*) 

folglich  nach  dem  Obigen 

2 (dA  + eB)C-(d*+e2) 


d*  + e*—2(dA  + eß)C  + (A*  + B*)  C* 
(A*+B*)2 


2(dA  + eß)  C—  (</* + es) 

> + B* 


A1  + B2 


= f 


ergiebt,  so  dass  inan  also  zur  Bestimmung  von  C,  X,  V die 
folgenden  Formeln  hat: 

35) 

d*+e*+f(A*  + B*)  d-AC  „ e — BC 

— 2 (dA  + eB)  ’ A~A*  + B *’  A*+R*' 

Dass  nicht 

A2\BA  = 0 

sein  kann,  ergiebt  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  c nicht 
verschwindet,  wie  in  I.,  und  die  vorstehenden  Formeln  liefern 
also  lur  C,  X,  Y so  lange  endliche  völlig  bestimmte  reelle  Werthe, 
so  lange  nicht 

dA  + eß  = 0 

ist,  so  dass  wir  also  diesen  letzteren  Fall  jetzt  besonders  betrach- 
ten müssen. 

Zuvörderst  wissen  wir  aus  §.  45.,  dass  a und  b negative  Gros* 
seu  sind,  und,  weil  n = l ist,  so  sind  die  Gleichuogen  6): 

A2  — — b , B1  — — a,  AB  — c. 


Also  ist,  jenachdem  c positiv  oder  negativ  ist,  mit  Beziehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


A=±\r—b,  B=±V—a  oder  A = ±V'=l,  Ä = T V-u. 
Wegen  der  Gleichung 

dA  + rB  = Q 

ist  also,  wenn  c positiv  ist: 

. dV  — b + eST  — <i  = 0. 


und  wenn  c negativ  ist,  so  ist 
Th.il  XXXI. 


13 
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d V — b — e V — a = 0. 


Wenn  man  also  im  Folgenden  immer  die  oberen  «der  unteren 
Zeichen  nimmt,  jenacbdem  c positiv  oder  negativ  ist,  so  ist: 


folglich : 


dV~—b±e^^ä  = 0, 


^ — a. 

e-  + dyT~a’  d~  + W^b 


und  die  zu  discutirende  Gleichung 

aa?  + byx  + '2cxy-i-'Zdx  + '2ey  + f=f) 
lässt  sich  also  unter  einer  der  beiden  folgenden  Formen: 

ax%  + V — a.  V — b.xy  -f-  2rfx:f2d'^==  y + f=0, 

ox*  + by*±2\f~a.  \P^b.xy  ?:2e^==ar+2ey+f=0 


oder 


V=b 


— ax%  — by1  ^ 2 V~—  o ■ V — b.xy — 2<fa:±2rf  —==y  — f=0 

V — o 


— «j:*— %l:F2  V^ö.  V- 6.3^ ± 2e^~=x— 2ey  — f = 0 ; 


also  unter  einer  der  beiden  folgenden  Formen : 

(zV^ätyV^)— f=0, 

darstellen.  Da  sich  diese  beiden  Gleichungen  in  Bezug  auf 

xV  — afy  V"  — 6 

als  unbekannte  Grösse  wie  quadratische  Gleichungen  auflösen 
lassen,  so  ist  klar,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  zu  discutirende 
Gleichung  im  Allgemeinen  zwei  parallele  gerade  Linien,  die  aber 
auch  zusammeufallen  können,  darstellt,  oder  gar  keine  geome- 
trische Bedeutung  bat,  jenachdem  die  Wurzeln  der  obigen  qua- 
dratischen Gleichungen  reell  oder  imaginär  sind. 
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im  Allgemeinen  ergiebt  «ich  hieraus  das  felgende  Resultat: 
Wenn  c nicht  verschwindet  und 
c*  — a6  = 0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

tue*  + 6y4  + 2caiy  + 2dx  -f-  2ey  + • 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a und  b als  negativ  anneh- 
men,  «»«  Paxr  lei  dar,  wenn  nicht 

dA  + eB  = 0 ‘ 

ist.  Wenn  aber 

dd+fB  = 0 

ist,  so  stellt  die  obige  Gleichung  zwei  parallele  gerade  Linien, 
die  auch  zusammenfallen  können,  dar,  oder  hat  gar  keine  gee> 
metrische  Bedeutyug,  jenachdem  die  Wersein  der  quadratisches 
Gleichungen 

(x  V -af  y (x:\f~aTy  V^6)—f — 0, 

(ar  V— a+y  V— b?±~^==(x  V-6)-f=0; 

in  denen  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  muss, 
jenachdem  c positiv  oder  negativ  ist,  reell  oder  imaginär  sind. 


111.  c4 — ab  < 0,  n < 1. 

In  diesem  Falle  ist  es  wieder  verstattet,  in  den  Gleichungen  31) 

d = 0,  e<=0,  f*=  » 

zu  setzen,  wodurch  dieselben  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

| » *4C4<4> + £*)£«>  0. 

36)  ...  j n*BC  + (A?+B*)Y=  0, 

' nC*  — (Aa  + B'1)  (X*+  Y*)  — m ; 

und  ganz  wie  in  1.  erhalten  wir  aus  diesen  Gleichungen : 

L r ~ *_  y **£_ 

T ) L-±T  «4(l— n*)’  & + Bv  1 — A'\B*' 

13  • 
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Sollen  diese  Formeln  för  C,  X,  Y reelle  Werthe  Kefetn',  so  muss 
<a  positiv  sein,  wobei  wohl  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  wer- 
den braucht,  dass  in  diesem  Falle  a und  6 als  negativ  vorausge- 
setzt werden.  Dass  nicht 

A2  + B2  = 0 

sein,  und  also  X und  Y nicht  unendlich  werden  können,  wird  ganz 
wie  in  1.  bewiesen.  , , . v.,  .. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  wenn  a>  negativ  oder 
n>  < 0 ist.  Weil  die  gegebene  Gleichung 


ist,  so  ist 


ax2-{-by2  f-  2cxy  -f  tu  = 0 
ax2  -f  by2  2c  xy = — io. 


Hieraus  erhellet  zuvörderst,  dass  keine  der  beiden  Grössen  x,  i 
verschwinden  kann;  denn  verschwände  etwa  y,  so  wäre 


r2  = — t 


folglich  ax2  positiv,  was  ungereimt  ist,  weil  a negativ  ist.  Fer 
ner  erhellet  aus  der  obigen  Gleichung,  dass 


folglich 


ax * + by2  + 2 cxy  > 0 , 
2 cxy  > — ax * — by2 


ist.  Weil  — ax2—by 2 eine  positive  Grösse  ist,  so  ist  auch 
2 cxy  eine  positive  Grösse,  und  c und  xy  haben  daher  immer 
gleiche  Vorzeichen,  weshalb  wir 

2(+  c)  (+  xy)  > — ax 2 — by2 

setzen,  und  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  wollen,  je- 
nachdem  das  nicht  verschwindende  c positiv  oder  negativ  ist,  wo 
dann  ± c und  ± xy  stets  positive  Grössen  sind.  Weil  nun 
c2  — ab  <0  ist,  so  ist  a6>c*,  also  Vn^ic,  und  folglich  nach 
dem  Obigen  dt  2 xy  \räb>  — ax2—by2  oder 


oder 


also 


— ax2  — by2  -f-  2xy  V ab  <0, 

(x  V^ä)*  + (y  V^=:b),i:F2a:  \T-a.y  V — 6<0, 

(a;  \r—  « T y V—  b)2  < 0, 


X 
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was  ungereimt  ist,  insofern  x und  y reelle  Grössen  sein  sollen. 
Also  bat  im  vorliegenden  Falle  die  zu  discutirende  Gleichung  gar 
keine  geometrische  Bedeutung. 

Für  a>  = 0 ist 

ax2  -f-  by2  + %c  xy  = 0 

oder 


oder  wie  vorher 


2 cxy  = — o.r2—  by2, 


2 (+  c)  (±  xy)  = — <ix%  - by*. 


Nun  ist  aber  V~aby  J^c,  also 

± 2xy  V"Ö6  — — ax * — by2 


oder 


also 

oder 

also 


J:  2 xy  Vo6  > — ax* — by2, 

— ax2  ~ by * f 2xy  ab  — 0 

— ax 2 — by 4 + 2xy  V^ab  <,  0, 


(x  V — «Ty  V— 6)2=0  oder  (*V"  -BtjV  -4)*  < 0, 

jenachdem  eine  oder  keine  der  beiden  Grössen  x,  y verschwin- 
det. Da  das  Letztere  ungereimt  ist,  so  bleibt  bloss  die  Gleichung 

(xyf — 0+3/  V — b)2  = 0 oder  arV" — «-FyV~ — 6 = 0, 

welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  eine  der  beiden  Grös- 
sen x,  y verschwindet.  Dann  verschwindet  aber  vermöge  dieser 
Gleichung  auch  die  andere  der  beiden  Grössen  x,  y,  da  keine 
der  beiden  Grössen  o,  b verschwindet,  weil  a6  > c2  ist,  und  c 
nicht  verschwindet.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 

ax2  + by2  + 2 cxy  = 0, 

unter  Voraussetzung  reeller  Werthe  von  x und  y , nur  erfüllt  wird, 
wenn  x und  y beide  verschwinden,  so  dass  also  in  diesem  Falle 
die  zu  discutirende  Gleichung  bloss  den  Punkt  (pq)  darstellt. 

Ueberlegt  man  nun,  dass,  weil 

c2  — ab  < 0 

ist,  nach  30),  wenn 
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«8>0,  »<0,  «jäO 

ist,  respecfive 

ac*+  b/P  -f-  fc* — a6f — 2 cde  <0, 
ae 2 + 6<Z*  + fc*  — abf  — ‘2cde  > 0, 

«e®  -f  b<P  -f-  fc4 — abf — 2cde=0 

ist,  so  ergiebt  sieb  gahK  uoEweideutig  im  Allgemeinen  das  fol- 
gende Resultat 

Wenn  c nicht  verschwindet  und 


c*  — ab  < 0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

ax2  -+  6y*  -f  2fcry  +•  2 dx  + 2 ey  -f-  f = 0 , 


in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a und  b als  negativ  anneb- 
raen,  eine  Ellipse  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische  Bedeu- 
tung, oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jenachdem 


oder 

oder 

ist. 


ae*  + 6<f®  4-  fc*  — ak(  — 2 cde  < 0, 
«c*  + 6d*  + fc*—  «6f-  2 cd*  > 0, 
ae*  + 6rf®- f fc*— »a6f**-2«fe  — 9 


§.  48. 


Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  wenn  c = 0 ist,  wobei 
wir  wieder  die  drei  Falle 

c®  — «6>0,  c*  — a6  = 0,  C* — ab  <0; 
nämlich  die  drei  Fälle  '■ 

— «6>Ö,  — «6  = 0,  — oA<Ö 

oder 

a6  <0,  «6  = 0,  «6  > 0 

unter  sehenden. 

Die  drei  Gleichungen  8)  sind  in  diesem  Falle: 

|(n*  — I)  A2 — B*  — «, 

(n* — 1)  B*  — A*  = 6, 
n2AB  = 0. 
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1.  ab  <0. 


fn  diesem  Falle  haben  a und  6 ungleiche  Vorzeichen  und 
keine  dieser  beiden  Grossen  kann  verschwinden. 


Wenn  a negativ  und  b positiv  iat,  so  setze  man 


A = 0, 

wodurch  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden : 

— fi*  = o,  («* — 1)B*  = 6; 

woraus  sich 


also: 

39). 


Ä»  = 


a. 


n*=  1 


a — b' 
a ' 


. n = \[^~,  A- 0,  \T~u 


ergiebt,  und  offenbar  n>l  ist.  Auch  ist 
A*+  Bl=-a 

und  verschwindet  also  nicht. 

Wenn  a positiv  und  b negativ  ist,  so  setze  man 

ß = 0, 

wodurch  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden: 

— A*  = 6,  (n*-lM*  = a; 

woraus  sich 

. a - a b — a 

A*=-6,  n = 1 +2»=1“2  — ~T' 

also: 

40)  . . . ^=+V=6,  Ä = 0 


ergiebt.  Auch  ist 

A*+  ß*=— 6 
und  verschwindet  also  nicht. 

Ferner  ergiebt  sich  nun  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  in  §.  47.  1. 
ohne  eine  Beziehung  der  folgenden  Zeichen  auf  die  vorhergehenden: 


/- 
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41) 


C=± 


V 


— ta 

n»(n*-T) 


n*AC 

- ahb*’ 


v ntßC  • 


welche  Formeln,  insofern  co  negativ  ist,  was  man  immer  anzu- 
nehmen  sich  berechtigt  halten  darf,  für  C,  X,  Y endliche  reelle 
völlig  bestimmte  Werthe  liefern.  Ueber  den  Fall  a>=0  ist  Das- 
selbe zu  bemerken  wie  in  §.  47.  I. 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 

'Venn  c verschwindet  und 

a6  < 0 

ist , so  stellt  die  Gleichung 

ax*  + by2 -f  2cxy  -f  2dx  -f  2 ey  + f=0 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sich  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,  jenachdem 

cic*  -F  hd1  + fc*  — a6f  — 2 ede  ^ 0 

oder 

ae2  -f  bd2  + fc*  — abf  — 2 ede  = 0 

ist.  , 

11.  «6  = 0. 

Die  Grössen  a und  6 verschwinden  entweder  beide  oder  es 
verschwindet  nur  eine  derselben. 

Wenn  a = 0,  6 = 0 ist,  so  ist  die  zu  discutirende  Gleichung 

dx  + ey  + f = 0 

und  stellt  also  eine  gerade  Linie  dar. 

Wenn  « = 0 und  nicht  6 = 0 ist,  so  setze  man 
n=  I , B = 0. 


Dann  sind  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und 
die  zweite  Gleichung  wird 

A2  — — 6,  folglich  A = i V — 6. 

Nimmt  mau  also,  was  offenbar  verstattet  ist,  6 als  negativ  an,  so 
liefern  die  Formeln 


42)  ...  , n = l,  A — Ar\T^b,  ß = 0 
für  n,  A,  B endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 
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Wenn  nicht  a = 0,  aber  6=0  ist,  so  setze  man 
n = l,  A=  0. 

Dann  sind  die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und 
die  erste  Gleichung  wird 

B*=  — a,  folglich  B — JrV — a. 

Nimmt  man  also,  was  offenbar  rerstattet  ist,  a als  negativ  an, 
so  liefern  die  Formeln 

43)  ...  . n = l,  4=0,  ß = ±\r-a 

für  n,  A,  B endliche  reelle  völlig  bestimmte  Wertbe. 

Dass  in  keinem  dieser  beiden  Fälle  A * -f  B“1  verschwindet, 
ist  klar. 

Ferner  erhält  man  ganz  wie  in  §.  47.  II. 

...  ^ <P  + ««+f(4»+g»)  v d-AC  „ e-BC . 

44)  2 (dA+eB)  ’ Ä*  + B*'  r~  4»  + ß»’ 

und  diese  Formeln  liefern,  wenn  nicht  , * 

dA  + eB=  0 

ist,  für  C,  X,  Y endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 

Den  Fall,  wenn 

dA  4-  eB  — 0 

ist,  müssen  wir  nun  besonders  betrachten. 

‘ . : i 

Wenn  o=0  und  nicht  6=0  ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden; 

4=+V=6,  B=  0; 

und  wegen  der  Gleichung 

dA  -|-  eZ?=  0 

ist  folglich  4 = 0;  also  ist  die  zu  discutirende  Gleichung: 

6y*  + 2ey  + f=0, 

und  stellt  daher  zwei  der  Axe  der  x parallele  gerade  Linien , die 
auch  zusammenfallen  können,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische 
Bedeutung,  jenachdem  die  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichung 
reell  oder  imaginär  sind. 

Wenn  nicht  a = 0,  aber  6=0  ist,  so  ist  nach  dem  Vor- 
hergehenden 
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A = 0,  B=z±V~a; 

und  wegen  der  Gleichung 

dA  +eB~U 

ist  folglich  e = 0;  also  ist  die  zu  discutirende  Gleichung: 
ax*  -f-  2dx  -f-  f — 0 , 

und  stellt  daher  zwei'  der  Axe  der  y parallele  gerade  Linien,  die 
auch  zusammenfallen  können,  dar,  oder  bat  gar  keine  geometrische 
Bedeutung,  jenachdet»  die  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichung 
reell  oder  imaginär  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  c verschwindet  und 

ab  — 0 

ist,  so  stellt,  wenn  a und  b zugleich  verschwinden,  die  Gleichung 

ax9 + Ay*  2 exy  -f  2 dx  + 2ey  -f  f = 0 

eine  gerade  Linie  dar.  Wenn  aber  a und  b nicht  zugleich  ver- 
schwinden, so  stellt  diese  Gleichung,  in  welcher  wir,  wie  es 
verstattet  ist,  a und  6 als  negativ  annehmen,  eine  Parabel  dar, 
wenn  nicht 

dA  + eß=0 

ist;  wenn  dagegen 

dA  + eB  — 0 

ist,  so  stellt  die  obige  Gleichung  zwei  der  einen  der  beiden  Coor- 
dmatenaxen  parallele  gerade  Linien,  die  auch  zusammenfallen 
können,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische  Bedeutung. 


III.  ab  > 0. 

In  diesem  Falle  haben  a und  6 gleiche  Vorzeichen,  und  keine 
dieser  beiden  Grössen  verschwindet.  Offenbar  ist  es  verstattet, 
dieselben  beide  als  negativ  anzunehmen. 

S etrt  man  nun 

A =0,  * 

so  ist  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und  die  beiden  ersten 
Gleichungen  werden: 

-B*  = a,  (n*-l)B*  = A; 
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woraus  sieb 


a — b 


Bi=  a,  ^1  + 51=1-;=  „ 


also : 


45) 


. . . n = A = 0,  ß=±V^ 


ergiebt. 

Setzt  man  V 

ß = 0, 

so  ist  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und  die  beiden  ersten 
Gleichungen  werden : 

-A*=b,  (**  — 1)  A*  — a ; 

woraus  sich 


also: 


46) 


4v  i ■ o , , « i a b — a 

A*=-b,  „2=l  + -ra=l_-=_, 


. . . n = A^±Kr~b>  B — q 


ergiebt. 

Weil  a und  6 gleiche  Vorzeichen  haben,  so  haben 

a — 6 . b — a 

und  7 > 
a 0 

insofern  diese  Grössen  nicht  beide  verschwinden,  welchen  Fall 
wir  für 's  Erste  bei  Seite  setzen  wollen,  ungleiche  Vorzeichen,  uud 
die  eine  derselben  ist  also  jederzeit  positiv,  weshalb  also  immer 
entweder  die  Formeln  45)  oder  die  Formeln  46)  für  n,  A,  B end- 
liche reelle  völlig  bestimmte  Wertbe  liefern.  Das&  immer  u < 1 
ist  und  A*-\-B*  nicht  verschwindet,  erhellet  aus  den  obigen  For- 
meln von  selbst. 

Ferner  erhlÜt  man  nun  ganz  wie  in  §.  47.  IIL,  ohne  Beziehung 
der  folgenden  Zeichen  auf  die  vorhergehenden: 

r-w4-\f  10  X n*AC  n*SC  , 

47)  «*(1— «■)’  A*  + B*’  Y . 

welche  Formeln,  wenn  a>  > 0 ist,  für  C,  X,  F endliche  reelle 
völlig  bestimmte  Wertbe  liefern. 

Die  Gleichung 
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ax2  + by2  4-  Icxy  -f  tu  = 0 

wird  im  vorliegenden  Falle,  wo  e = 0 ist:  , 

ax2  F by2  -f  tu  *=  0, 

und  lässt  sich,  wenn  tu  > 0 ist,  offenbar  auf  folgenden  Ausdruck 
bringen : 

stellt  also  in  dein  Falle,  wenn  a = b ist,  einen  Kreis  dar.  ^ ^ 

Wenn  ta  < 0 ist,  so  bat  die  Gleichung 
ax2  + by 2 + a>  = 0 

oder 

— ax3, — by 1 — tu, 

wo  die  Grösse  auf  der  linken  Seite  positiv  ist,  die  Grösse  auf 
der  rechten  Seite  negativ  ist  und  nicht  verschwindet,  offenbar 
gar  keine  geometrische  Bedeutung. 

Wenn  a>  = 0 ist,  so  geht  die  Gleichung 
ax 2 + by * + tu  = 0 

in  die  Gleichung 

ax3  + by2  = 0 

über,  und  wird  daher,  weil  die  nicht  verschwindenden  Grössen 
a,  b gleiche  Vorzeichen  haben,  nur  durch  die  reellen  Werthe 
* = 0,  y = 0 erfüllt,  stellt  also  bloss  den  Punkt  (pj)  dar. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  «^verschwindet  und 

ab  > 0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

ax2  f by2  -f-  2cj^f  f l<lx  -f-  '"ley  F f s 0 , 

. * ti  ■ ■ • *u , t * . .i 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a und  b als  negativ  anneh- 
men, eine  Ellipse  oder  einen  Kreis  dar,  oder  hat  gar  keine  geo- 
metrische Bedeutung,  oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jenachdem 

ae2  -f  bd2  F fc* — ab( — 2cde  < 0, 

oder 

ae2  \ biP  F fc2 — abf — 2 ede  > 0, 
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oder 

ist. 


ne2  4-  bdz  + fe*  — a6f  — 2 cde  = 0 


§•  49. 

Aus  allen  im  Vorhergehenden  angestellten  Betrachtungen  er- 
giebt  sich  im  Allgemeinen,  dass  jede  Gleichung 

ax*  -|-  by1  -f  2cxy  T 2dx  + 2ry  -f  f — 0 

des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  bloss 
entweder  einen  Kegelschnitt  mit  Ginschluss  des  Kreises,  oder 
ein  System  zweier  sich  schneidenden  oder  einander  parallelen 
geraden  Linien,  oder  nur  eine  gerade  Linie,  oder  nur  einen  Punkt 
darstellen,  oder  auch  gar  keine  geometrische  Bedeutung  haben  kann. 

Zugleich  liefert  das  Vorhergehende  die  Formeln,  welche 
erforderlich  sind,  um  für  jeden  durch  die  obige  Gleichung  darge- 
stellten Kegelschnitt  bloss  aus  deren  Coeflficienten  die  Charakte- 
ristik , die  Directrixen  und  die  Brennpunkte  mit  möglichster  Leich- 
tigkeit bestimmen  zu  können. 


XII. 

Polar-Gleichung  der  Kegelschnitte. 

§.  50. 

Wir  wollen  den  Brennpunkt  ( fg ) als  Pol  annehmen.  Ist  nun 
(xy)  ein  beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  soll  r den  von 
dem  Brennpunkte  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Vector  bezeich- 
nen; und  denken  wir  uns  dann  durch  den  Brennpunkt  ein  dem 
primitiven  Coordinatensysteme  paralleles  neues  oder  secundäres 
Coordinatensystem  gelegt,  so  soll  <p  den  von  dem  Vector  r mit 
dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  dieses  neuen  Coordinaten 
Systems  eingescblossenen  Winkel  bezeichnen,  indem  wir  diesen 
Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  neuen 
Coordinatensysteme  an  durch  dessen  Coordinaten winkel  hindurch 
oder  nach  dem  positiven  Theile  der  zweiten  neuen  Coordinaten- 
axe  hin  von  0 bis  360°  zählen.  Dies  vorausgesetzt,  ist  allgemein: 

])....  x = f +rcostp,  y = g + rsin  cp ; 
lolglich 
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2)  ....  . T=V~(x-f)'  + {y-g)y 


Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  nun  nach  §.  5. : 


3)  n (Ax  + Bg  + C)  = + V(  A«  + Ä*)  I (x — f)* + (y — g)*  1 , 

wo  man  für  die  Parabel,  für  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  je- 
nachdem  die  Grösse 

Af  + Bg  + C 

positiv  oder  negativ  ist,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  da- 
gegen das  untere  oder  obere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem 
die  Grösse 

Af  + Bg  f C 

positiv  oder  negativ  ist.  Führt  man  in  diese  Gleicbuug  für 
x,  y und  r ihre  Werthe  aus  1)  und  2)  ein,  so  erhält  man,  immer 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen  wie  vorhe'r; 

n\Af+  Bg+  C+r(Acoe  <p  + ßsin  tp) ) = ± r V’ÄPihS* , 

also : 

4) 

n(Af+  Bg  + C)  = dt  r|  \f  Ä*+  B2  T «(Acosy  -f-  Z?siny)| 
oder: 

i >Ta*+b*  a cosy  -f  B siny 

r~~n(Af+ Bg  + C)~  Af+Bg+C 

Nach  IV.  1)  ist  die  Gleichung  der  Axe  des  Kegelschnitts: 

6)  . . ß(x—f)  — A{y—g)—0  oder  = ^ («—/). 

Bezeichnen  wir  also  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel , wel- 
chen der  auf  der  positiven  Seite  der  ersten  Axe  des  durch  den 
Brennpunkt  gelegten  secundären  Systems  liegende  Tbeil  der  Axe 
des  Kegelschnitts  mit  dem  positiven  Tbeile  dieser  ersten  Axe  de« 
secundären  Coordinatensystems  einechlieest,  durch  «,  so  ist  nach 
den  Jiebren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich ; 

B 

7)  ....  -j=tangoj  oder  Asino>  = Bcosm. 

Also  ist 


V 
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■dcosy-f  .ßsiiKjp: 


A (cos  u oo»  tp  + liinct  »in  qp)  _ A cos  (cs  ~ <p) 


COS  « COS« 

B (cos  co  cos  qp  4-  sin  « sio  <p) 2?cos(«— <p) 

siuro  sin«  ’ 

und  folglich  nach  5)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

1 . VA*+ß*  A 

8)  r -±nCAf+B9  + C)~(,Af+ßff  + C)con<oco*(a-V> 

oder 


9) 


1 _ , sT  jpTb'  b 

r~±n(Af+Bg+C)  (Af+  Bg  + ff)  sin  » cos  1 ( ' 10 “ ' 


Setzen  wir  also  der  Kürze  wegen: 


10) 


. Vü»+g 

a~±n  (Af+ßg+C)’ 

- A B 

{Af  \ Bg  -f  C)  cos  « , {Af-\-  Bg-{-  C)  sin  m ’ 


wo  die  Grössen  it  und  £ Constanten  sind;  so  ist  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts : 

«r 

11) ^=ü  + »cos(« 9>) 

oder: 


12) = | ü -f  £cos(« — <p)\~ l. 

Die  Constanten  it  und  B müssen  wir  nun  etwas  genauer  be- 
trachten. 

Weil  man  io  dem  Ausdrucke  von  it  in  10)  für  die  Parabel, 
für  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  obere 
oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  die  Grösse 

Af+Bg+C 

positiv  oder  negativ  ist,  dagegen  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyper- 
bel das  untere  oder  obere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem  die 
Grösse 

Af  + Bg+C 

positiv  oder  negativ  ist,  so  ist  offenbar  die  Constante  it  fllr  die 
Parabel , die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  stets 
positiv,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  stets  negativ. 
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Vergleichen  wir  nun  die  Constanten  il  und  £ rücksichtlich 
ihrer  absoluten  Wertbe  mit  einander,  so  ist: 


fl2  = 


A2+B2 


B*  = ; 


n2(Af+Bg  + C)2’ 

A 2 IP 


(Af\Bg  + C)*cos  <o*  “ (Af+  Bg  + C)2  sin  o>*  ’ 
also,  weil  nach  dem  Obigeu 

■4*+  B2  = A2(  1 -ftang  ca2)  = B2(l  -f  cot  <o2) 


oder 


A 2 

^+B2=—a 


B2 


cos  sin  cox 


ist: 


13) 


AP B2 ___ 

A ~ n2(,Af+  Bp  + C)2cos  o>2  n*  (Af+Bg + €)*  sin  u>*  ’ 

A2  B2 

;(  (Af+Bg  + C^cöä^2  = (^4/'+  Bg  -f  C)2  sin  co2  5 


folglich : 

■CH 

14)  . 


ü2  = -*  oder  B2  = n2ü2. 


Hieraus  ergiebt  sich , dass  für 

n = l,  n <1,  n > 1 

respective 

tJ2=B2,  iJ2>332,  A2<132; 

oder  dass  für  die 

Parabel,  Ellipse,  Hyperbel 

respective 

val.  abs.  41  = val.  abs.  33,  val.  abs.  iJ>  val.  abs.  V>, 


val.  abs.  ü < val.  abs.  2$ 
ist. 

• 

Man  kann  der  Polar -Gleichung  11)  oder  12)  noch  eine  etwas 
andere  Gestalt  geben , wodurch  die  Constante  25,  die,  im  Obigen, 
wie  sich  nachher  zeigen  wird,  positiv  und  negativ  sein  kann,  stets 
positiv  wird. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  den  Winkel,  welchen  der  von  dem 
Brennpunkte  ( fg ) nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunächst  liegenden 
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Scheitel  (f'g')  hin  gehende  Theil  der  Axe  des  Kegelschnitts  mit 
dem  positiven  Theile  der  ersten  secundären  Coordinatenaxe  ein- 
schliesst,  indem  wir  diesen  Winkel  von  diesem  positiven  Theile 
der  ersten  secun dären  Coordinatenaxe  an  durch  den  secundären 
Coordinatenwinkel  hindurch  von  0 bis  360°  zählen,  durch  ö be- 
zeichnen, und,  indem  wir  bemerken,  dass  nach  IV.  J4*) 


15) 


nA(Af+Bg  + C) 

~ (n  + l)(^+ß2)  ’ 

nB(Af+Bg+C) 
~ (n  + l)(^+B*) 


ist,  und  die  Entfernung  des  dem  Brennpunkte  (ft j)  zunächst  lie- 
genden Scheitels  (f'g1)  von  dem  Brennpunkte  ( fg ) durch  p be- 
zeichnen, die  beiden  folgenden  Fälle  unterscheiden. 


Wenn  der  Scheitel  (f'g')  auf  der  positiven  Seite  der  ersten 
secundären  Coordinatenaxe  liegt,  so  ist  &>==u,  und  folglich 
nach  10): 


^ ^ (Af+Bg-yC)coav>  (Af-\-  ßg+  C)sinu' 
Offenbar  ist  allgemein 


f'—f=  pcostt,  g'  — g — o sin  <3 , 

and  folglich,  weil  in  diesem  Falle  S zwischen  0 und  180°  liegt,, 
also  sin 6)  positiv  ist,  auch  g' — g eine  positive  Grösse,  woraus 
sich  nach  der  zweiten  der  Formeln  15)  ergiebt,  dass  das  Product 

B(Af+  Bg  + C), 


also  auch  der  Quotient 

B 

Af+Bg  + C 

negativ,  folglich  nach  16),  weil  sin (3  positiv  ist,  die  Constaute 
3$  positiv  ist. 

Wenn  der  Scheitel  (fg')  auf  der  negativen  Seite  der  ersten 
secundären  Coordinatenaxe  liegt,  so  ist  offenbar  a = 3 — 180°, 
also  cos  ro  = — cos  5 , sinw  = — sinö  und  folglich  nach  10): 

« d ?. 

t ‘ " (AfA-  Bg-\-  C)cosg>  (Af-\-Bg-\-  G')sinu" 

Offenbar  ist  auch  in  diesem  Falle  allgemein 

Theil  XXXI.  14 
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f‘  —f=QCoaü,  tj'  — g=.Q  sinö, 

und  folglich,  weil  in  diesem  Falle  ö zwischen  180°  und  360° 
liegt,  also  sinö  negativ  ist,  auch  g'  — g eine  negative  Grösse, 
woraus  sich  nach  der  zweiten  der  Formeln  15)  ergiebt,  dass  das 
Product 

B(Af+Bg+C), 
folglich  auch  der  Quotient 

i ' 

B 

AffSg+C 

positiv,  folglich  nach  16*),  weil  sinö  negativ  ist,  die  Constante 
B negativ  ist. 

In  beiden  Fällen  ist  also  offenbar : 

A_ B_ 

— (Af+Bg  + C)  cosö~  (Af+  Bg  + Gjsinö 

eine  positive  Grösse. 

Nun  ist  aber  im  ersten  Falle 

cos(a> — q>)  — cos  (ö  — 9), 
und  im  zweiten  Falle 

‘ cos  (to — <p)  = cos(ö — g>  — 180°)  = — cos(ö  — g>), 

also  nach  dem  Obigen  offenbar  in  beiden  Fällen 

» cos («  - <P)  = — (A"f+  Bg  + -C)  C08  = cos (ö - 9) 

B , 

Bg+  C)  sin  ö 008 

folglich  in  beiden  Fällen  die  Polar-Gleichung  des  Kegelschnitts 
nach  12): 

17)  ...  r = I a - ßg  + C)  cos  ß cos  (m  - <p)  I-» 

= ( a~  {AfA-  Bg+C)  sinö  008  l_1  ’*r  ■ 'r'i 

und  setzen  wir  also: 
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18) 


i!=± 


n(Af+Bg+Z )* 


B'  = - 


A_  Ä . 

(AfA  Bg  + C)  cos  ü — (^+  + C)  sin  « ’ 


wo  für  die  Parabel,  für  die  Ellipse  und  für  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  das  obere  oder  untere  Zeicheu  zu  nehmen  ist,  jenach- 
dem  die  Grosse  ( 

AfABg+C 


positiv  oder  negativ  ist,  dagegen  für  den  zweiten  Zweig  der 
Hyperbel  das  untere  oder  obere  Zeichen  genommen  werden  muss, 
jenachdem  die  Grösse 


AfA-  Bg  -f  C 

positiv  oder  negativ  ist;  so  ist  die  Polar -Gleichung  des  Kegel- 
schnitts : 

19) r = (d+B'cos(ö — «p)  | — 1. 

Für  die  Parabel,  für  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  ist  d positiv,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist 
d negativ;  dagegen  ist  B'  immer  positiv.  Für  die  Parabel,  Ellipse, 
Hyperbel  ist  rücksichtlich  des  absoluten  Werths  von  d respective 

d = B\  d > B',  d < B'. 


Auch  ist  nach  14),  weil  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  immer 

B*  = B'1 


iat ; 

20) d*=^  oder  = 


allgemein  für  alle  drei  Kegelschnitte. 


XIII. 

Gleichungen  der  Kegelschnitte,  als  Curven  m Raume 
betrach  tet. 


§.  51. 


Wir  können  nun  auch  leicht  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte 
aufstellen,  wenn  man  dieselben  als  beliebig  im  Raume  liegende 


14* 


y 
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Curveii  betrachtet,  «eiche  Gleichungen  für  manche  Anwendun- 
gen, die  sich  von  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte 
machen  lassen,  von  Nutzen  sein  können,  und  daher  jetzt  noch 
entwickelt  werden  sollen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  drei- 
axiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyz  die  Coordinaten 
des  Brennpunkts  des  Kegelschnitts  durch  f,g,h  und  die  Glei- 
chungen seiner  Directrix  durch 

. x — a y — b j—c  . 

' cosa  cos  (3  cosy 

bezeichnen,  wo  (abc)  ein  beliebiger  Punkt  ist,  durch  welchen  die 
Directrix  geht,  und  für  dieselbe  c t,  ß,  y ihre  bekannte  Bedeu- 
tung haben. 

Da  nun  der  Kegelschnitt  ganz  in  der  durch  den  Brennpunkt 
und  die  Directrix  bestimmten  Ebene  liegt,  so  müssen  wir  zuerst 
Gleichung  dieser  Ebene  suchen,  welche 


2)  Ax  By  + Ci  + D = 0 

»ein  mag.  Da  in  dieser  Ebene  die  Punkte  (abc)  und  (fgh.)  liegen, 
so  ist 

3)  Aa  + Rb  + Cc  + D = 0 

und 

4)  Af+Bg+  Ch  + D = 0, 

also 

5)  . . . A(f-a)  + B(g~b)  + C(/i-c)  = 0-, 


und  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist 

6)  . . . A(x  — a)  + B(y  — b)  -f  C(i — c)=0 

oder 

7)  . . . A(x-n  + B(y-g)  + C(z-h)  = 0. 

Weil  die  Directrix  ganz  in  dieser  Ebene  liegen  muss,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  1)  und  6)  die  Gleichung: 

8)  . . . . A coso  + Bconß  -f  Ccosy  = 0, 

und  aus  den  Gleichungen  5)  und  8)  erhält  man,  wenn  G einen 
beliebigen  Factor  bezeichnet,  für  A,  B,  C die  folgenden  Ausdrücke  : 
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IA  = Gt(h—  c)cosß — (g— 6}  cos}'), 
ii  = G\(f — «)cosy — (A  — c)cosu|, 

C = G\(g—b)  cos  o — (f  — a)  cos  ß\ ; 
so  dass  also  die  gesuchte  Gleichung  unserer  Ebene 
10)  ...  1(A  — c)cosß  — (g  — 6)cosy| (x — n) 

+•  !(/ — n)cosy — (A  — c)coso|(y — b) 

+ |(.9  — 6)cosa  — (f—a)casß\(i  —c) 

oder 
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II)  . 


ist. 


i(A — c)cos/J  — (g  — 6)  cosy|(.z — f) 
+ \(f—a)  cosy — (A  — c)cosa|(y — g) 
+ \(g — A)cos« — (f — n)  cos  ß ) (z — A) 


Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  des 
von  dem  beliebigen  Punkte  ( xyz ) auf  die  Directrix  gelallten  Perpen- 
dikels mit  der  letzteren  durch  u,  v,  u>-,  so  werden  zwischen  den 
Coordinaten  x,  y,  z und  u,  e,  w Gleichungen  von  folgender  Form 
Statt  finden: 


12)  x—u^y—v  _ z-w 

wo  ' • 

13)  . . . cos  a cos  0-f  cos /S cos  ra -f  cosy  cos  ö = 0 

sein  muss.  Weil  der  Punkt  (uvtc)  in  der  Directrix  liegt,  so  ist 
nach  1): 

u — a c — b w — e 

' cos«  cos  ß cosy 

Aus  den  Gleichungen  12)  und  ]3)  folgt : 

15)  . . (x — ü)cosa  -f  (y — r) cos -f  (2 — io)cosy  — 0, 

also : 

(x — n)  cos  a — b)  cos  ß + (z  — c)cosy 

= (u  — n)cosa-Mt> — A)cosß  -f-  (w — e)cosy, 
und  folglich  nach  14),  weil 

cos  a1  -f  cos  -f  cos  y4  — 1 
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ist,  offenbar: 


!u — a = j (x  — a)  cos  « + (y  — 6)  cos  ß + (z — c)  cos  y | cos  a, 
p — b =1  (x  — a)  cos«  -f-  (y  ~ b) cosß  + (i — c)cosy  I cos/5, 
io  — c — l(x  — n)  cos  a -|-  (y  — b)  cosß  f (z  — c)  cosyjcosy ; 


also : « 


17) 


x — u = (x  — a)  — j ( x—a ) cos  a-f  (y— 6)  cos  /3-f(z—  c)  cos  y | cos  a, 
y — v — ( y — b ) — \(x— «)cos«+(y— 6)cos/?-f-(i— c)cosylcos/S, 
z — wz=(z — c)  — \(x— a)cosa-Hy-6)cosjS~f-(z— c)cosy|cosy; 


woraus  sieb  sogleich 


18)  ...  . (x  — w)2  + (y  — ®)2  + (z  — tc)* 

= (x— a)2-f(y— 6)2+(z — e)2  — I (x—a)  cos  o-f  (y— A)  cos(3+  (j-c)  cosy  |2 

oder 


10)  ...  . (x  — «)*  + (y  — r)2  + (r— w)2 

=(*—  a)*sin«2-|-(y— ft^sin/S2 -Hx— cj’hsiny2  — 2 (x — n)(y — h)  cos  «cos  ß 

— 2(y  — b)(z — c)cos/3cosy 
— 2(:  — c)  (x-a)cosycosa, 

oder 

I 

(*—«)*  f(y  — c)2  + (z  — w)2 
= (x  — a)2  (cos  /S2  + cos  y2)  — 2 (*  — a)(y  — 6)  cos«  cos/3 
+ (y  — 6)2(cosy2  + cosa2)  — 2(y  — b)(z  — c)  cos ß cos  y 
+ (z  — c)2(cosa2-f-cos/32)  — 2 (z— c)  (x—a)  cos y cosa, 


also,  wie  sogleich  erhellet: 


20)  ...  . (x—  u)2  + (y— c)2  + (x-tc)2 

= {(ar — a)  cosß  — (y  — A)cosa!2 
+ 1 (y  — b)  cos  y — (x  — c)  cos  ß I2 
+ I (z  — c)  cos  « — (x  — a)  cos  y I2 


Digilized  by  Googl 


. nach  einer  neuen  Methode  anal  ff  Usch  entwickelt. 


ergiebt,  durch  welche  Ausdrücke  das  Quadrat  der  Entfernung  des 
Punktes  (xyi)  von  der  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten 
üirectrix  dargestellt  wird. 

Ist  nun  (xyz)  ein  beliebiger  Punkt  des  ganz  in  der  durch  den 
Brennpunkt  und  die  Üirectrix  bestimmten  Ebene  liegenden  Kegel- 
schnitts mit  der  Charakteristik  n,  so  sind  die  Gleichungen  die-’ 
ses  Kegelschnitts  nach  der  in  1.  gegebenen  allgemeinen  Erklärung' 
dieser  Curven  : 

21) 

| (A  — c)  cosß  — (ff  — b ) cos  y |(.r — a) 

-f  I (f — «)  cosy — (h  —c)  cos«|(y — b ) 

+ |(y — b)  cos«  — (f — a)  cos  ß\(z  — c) 

II  (x  — a)  cos  ß — (ff  — b)cosaf 
+ t(y— A)cosy—  (z  — e)cosßf 

: i 

\ |(z — c)  cos  « — (:c  — a)cosy|2. 

Statt  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  auch  die 
Gleichung 

| (A  — c ) cosß  — (ff  — 6)cosy|  (;r — f ) 

+ | (/■—  a)  cos  y — (A  — c)  cos  « i ( y — g) 

+ | (ff  — b)  cos  « — (f — a)  cos  ß ! (z  — h) 
und  statt  der  zweiten  Gleichung  entweder  die  Gleichung 

(■*—/)*  l (y— .9)2  + (*—  A)2 

=7i2i(a:— a)2-f  (y-  6)2+ (z-  c)2—  [(#—  n)cos«+(y-  A)cos0-f-(z—  e)cosy  ]2) 
oder  die  Gleichung 

(x  —ff  + (y—gf  + (*— A)* 

=B2|(ar-a)2sina2f  (y-6)2sin^*|(z  -c)2siny2-  1(x~a)(y—b)cosacasß 

—2 (y  - b)  ( i—c ) cosß  cosy 
— 2(z— c)(x—  o)cosycosa 

setzen. 

Es  lassen  sich  hieran  noch  andere  Fragen  knüpfen,  deren 
weitere  Verfolgung  aber  jetzt  nicht  im  Zwecke  dieser  Abhand- 
lung liegt. 
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Schluss. 

Wenn  inan  die  Theorie  der  Kegelschnitte  aus  dem  in  dieser 
Abhandlung  fest  gehaltenen  Gesichtspunkte  behandelt,  so  erhfilt 
dieselbe,  wie  diese  Abhandlung  zu  zeigen  geeignet  sein  wird, 
eine  gapz  neue  Gestalt,  und  man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu 
einer  grossen  Reihe  neuer  merkwürdiger  und  eleganter  Ausdrucke 
für  die  verschiedenen,  bei  den  Kegelschnitten  vorkommenden 
wesentlichen  Elemente ; auch  wird  mittelst  der  Charakteristik  zwi- 
schen den  drei  Arten  der  Kegelschnitte  unmittelbar  auf  sehr  ein- 
fache Weise  unterschieden,  was  für  viele  Untersuchungen  von 
grosser  Wichtigkeit  ist.  Vorzüglich  erfolgreich  zeigt  sich  aber 
die  hier  entwickelte  ueue  Methode  bei  der  Auflösung  aller  sol- 
chen Aufgaben,  wo  es  auf  die  Bestimmung  von  Kegelschnitten 
ankommt,  welche  gewissen  gegebenen  Bedingungen  entsprechen 
sollen,  wie  dergleichen  Aufgaben  bekanntlich  besonders  häufig 
auch  in  der  Astronomie  Vorkommen.  Dies  noch  zu  zeigen,  war  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  nicht  wohl  möglich , weil  dieselbe  da- 
durch zu  sehr  angewachseu  sein  würde. 


\ 
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XIV. 

Schreiben  eines  Ungenannten,  des  Herrn  L.  D.,  an 
den  Herausgeber. 


Gestatten  Sie  einem  Leser  des  Archivs,  Ihnen  für  dasselbe 
einige  Notizen  mitzutheilen , die  sich  auf  mehrere  in  dem  letzten 
Hefte  *)  der  Zeitschrift  befindliche  Aufsätze  beziehen. 

I.  Zur  Theorie  der  stereographischen  Projection. 

(Vergl.  den  Aufsatz  von  Herrn  Prof.  Heiss,  Thl.  X\X.  S.  354.) 

Der  Unterzeichnete  erinnert  sich  eines  sehr  einfachen  Bewei- 
ses des  Satzes,  dass  zwei  sphärische  Uurven  sich  unter  demsel- 
ben Winkel  schneiden,  als  ihre  stereographischen  Projectionen ; 
der  Erfinder  des  Beweises  ist  — wenn  das  Gedächtniss  nicht 
täuscht  — entweder  der  französische  Mathematiker  Durrande, 
der  in  den  Annalen  von  Gergonne  sehr  bemerkenswerthe  Arbei- 
ten geliefert  hat,  oder  der  belgische  Mathematiker  Dandelin. 
Der  Beweis  stützte  sich  auf  das  Lemma:  „Die  Winkel,  welche 
zwei  sich  schneidende  Kugelkreise  in  ihren  beiden  Durchschnitts- 
punkten bilden,  sind  einander  gleich.“  Der  Beweis  dieses  Hülfs- 
satzes  bietet  keine  Schwierigkeiten  darund  soll  übergangen  werden. 

Es  sei  nun  O der  Ort  des  Auges,  .1,  die  Projeetionsebene, 
A die  Tangentialebene  der  Kugel  In  O,  also  A und  A,  einander  • 
parallel,  ferner  t und  s zwei  Tangenten  der  Kugel  im  Punkte  Ov 
Legt  man  durch  O und  t eine  Ebene  (O,  t),  welche  A in  t,  At 
in  t,  trifft,  ferner  durch  O und  s eine  Ebene,  welche  A in  a, 
Ai  in  ct  trifft,  so  sind  t und  ij  parallel,  ebenso  a und  tr,.  Die 
beiden  Ebenen  (O,  f),  (0,r)  bestimmen  zwei  Kugelkreise,  die 
sich  in  O und  Ot  schneiden;  ihre  Tangenten  in  O sind  t und  a, 
in  Ot  die  Linien  t und  s,  also  ist  nach  dem  Hiilfssatze  der  Win- 


•)  Nämlich  Thl.  XXX.  Heft  3. 
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kel  (t,  s)  gleich  dem  Winkel  (r,a),  oder  dem  Winkel  (r, , <r,), 
dessen  >8chenkel  denen  des  Winkels  (t,  o)  parallel  sind.  Hier- 
mit ist  der  Satz  erwiesen,  da  r, , er,  die  stereographischen  Pro* 
jectionen  von  t und  s sind. 

• 

Wie  Schreiber  dieser  Zeilen  sich  erinnert,  waren  dem  Be- 
weise einige  interessante  Folgerungen  beigefiigt,  die  noch  erwähnt 
werden  sollen. 

Projicirt  man  einen  Kugelkreis  C,  die  Kanten  des  Kegels, 
welcher  der  Kugel  längs  C umschrieben  ist,  und  endlich  die  Spitze 
dieses  Kegels  y stereographisch,  so  wird  die  Projection  von  C 
zuvörderst  ein  Kegelschnitt  C, ; da  die  Tangenten  von  C mit  den 
Kegelkanten  rechte  Winkel  bilden,  so  projiciren  sich,  nach  dem 
eben  erwiesenen  Satze,  diese  letzteren  als  die  Normalen  von  C 
und  da  diese  Normalen  sämmtlich  durch  einen  Punkt  gehen,  die 
Projection  von  y,  so  muss  der  Kegelschnitt  Cj  ein  Kreis  sein. 
Diess  Resultat  lässt  sich  nun  freilich  auch  auf  andere  elementare 
Weise  ableiten , dagegen  enthält  der  hier  gewählte  Gang  zugleich 
den  einfachen  Beweis  des  schönen  von  Chasles  gefundenen  Satzes: 

Ist  C ein  Kugelkreis,  y die  Spitze  des  der  Kugel  längs 
C umschriebenen  Kegels  und  C\  die  stereographische 
Projection  von  C,  so  ist  die  stenographische  Projection 
von  y der  Mittelpunkt  des  Kreises  Ct. 

Andere  Beweise  des  von  Herrn  Prof.  Heiss  behandelten  Satzes 
finden  sich  in  Hachette:  „Correspondance  sur  l’ecole 

polytechnique.“ 


2.  Zur  Theorie  des  Krümmungskreises. 

(Vergl.  den  Aufsatz  des  Herrn  II e r n u egelier s , Thl.  XXX.  S.  296.) 

Der  Herr  Herausgeber  wird  gewiss  durch  die  Verbreitung 
des  Lam arle’ sehen  Aufsatzes  sich  den  Dank  der  Leser  des 
Archivs  verdienen.  Es  möge  jedoch  nicht  unerwähnt  bleiben, 
dass  die  Bestimmung  der  Krümmungsradien  ebener  Kurven  in 
neuester  Zeit  öfters  der  Gegenstand  interessanter  Untersuchungen 
gewesen  ist.  (Man  vergl.  z.  B.  einen  Aufsatz  von  Chasles  in 
Liouville  Tom.  X.).  W'as  aber  speciell  den  vom  Herrn  Her- 
ausgeber bewiesenen  Satz  über  den  Krümmungskreis  der  Kegel- 
schnitte anbetrifft,  so  ist  derselbe  nicht  neu;  Schreiber  dieser 
Zeilen  vermutbet,  dass  er  schon  in  den  geometrischen  Schriften 
aus  dem  vorigen  Jahrhunderte  vorkommt.  Ohne  literarische  Hülfs- 
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mittel  sieht  er  sich  für  den  Augenblick  geoöthigt,  auf  kein  älte- 
res Werk  zurückzugehen,  als  auf  Schellbach’s  „Kegel- 
schnitte“ (Berlin  1843),  wo  die  in  Rede  stehende  Construction 
Seite  82.  §.  100.  erwähnt  und  bewiesen  ist. 

3.  Fermat'scber  Satz. 

(Vergl.  Archiv  Tbl.  XXX.  S.  357.) 

Der  an  der  eben  erwähnten  Stelle  gegebene  Beweis  des 
Fermat’schen  Satzes  ist  nicht  von  Cauchy,  sondern  von  Euler 
(Comm.  Acad.  Petrop.  T.  VIII.).  Gauss  resümirt  ihn  folgen- 
dermaassen  (üisquis.  arithm.  pag.  46.): 

lonititur  ista  (sc.  demonstratio)  evolutioni  potestatis  (o-f  l)p, 
ubi  ex  coefficientium  forma  facillime  deducitur  (a  + 1)P — av  — 1 
seraper  per  p fore  divisibilera  *),  adeoque  («f  I)r — (o  -J- 1)  per  p 
divisibilem  fore,  quando  aP — a per  p sit  divisibilis.  Jam  quia 
1p  — 1 semper  per  p divisibilis  est,  etiam  2p — 2 semper  erit,  hinc 
etiam  3p  — 3 etc.  generaliterque  nP  — a.  Quodsi  itaque  p ipsum 
a non  roetitur,  etiam  uP— 1 — l per  p divisibilis  erit.  Haec  suffi- 
cient  ad  methodi  indolem  declarandam. 

Indem  ich  Sie  ersuche,  obigen  Mittheilungen  einen  Platz  im 
Archive  gewähren  zu  wollen,  unterzeichne  ich  mich  ergebenst. 

Im  Mai  1858.  L.  D., 

ein  Leser  des  Archivs. 


Nachschrift  des  Herausgebers 

Indem  ich  Herrn  L.  D.  recht  sehr  für  die  obigen  Mittheilun- 
gen danke,  bemerke  ich  Folgendes: 

Ad  1.  Beweise  des  fraglichen  Satzes  giebt  es  mehrere,  und 
ich  könnte  in  dieser  Beziehung  auf  eine  Menge  von  Schriften  ver- 
weisen. Erinnern  will  ich  bei  dieser  Gelegenheit  nur,  — damit 
die  verdienstliche  Schrift  nie  in,  Vergessenheit  komme,  — an  die 
sehr  schöne  „Geometrische  Entwickelung  der  Eigen- 
schaften der  stereographischen  Projection  von  Georg 
Simon  Kluge I.  Halle  1788“,  worin  sich  auch  das  Historische 
in  ziemlicher  Vollständigkeit  findet.  Ausserdem  ist  es  mir  wohl 


*)  p bedeutet  eine  Primzahl,  die  in  a nicht  aufgeht.  Ks  ist  hier 
nicht  die  Absicht,  die  von  Gans«  gegebene  Modificntion  des  Beweise« 
vermittelet  des  polynomischen  Satzes  ausführlich  anzugeben. 
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erlaubt,  auf  meine  eigene  in  deD  Astronomischen  Nachrich- 
ten. Band  XL.  (1855).  No.  956.  S.  297.  erschienene  Abhandlung: 
,,Ueber  die  stereographiscbe  Projection  eines  Ellip- 
soids,  von  Prof.  Dr.  Grunert  in  Greifswald“  bei  dieser 
Gelegenheit  zu  verweisen,  in  welcher  ich  bewiesen  habe,  dass 
die  Eigenschaft  der  stereographischen  Projection,  dass  die  Pro- 
jectionen  aller  ebenen  Schnitte  der  Kugelfläche,  wie  die  Schnitte 
selbst,  Kreise  sind,  auch  für  das  Rotations-Ellipsoid  gilt,  wenn 
man  das  Auge  in  den  einen  Endpunkt  der  Ürebungsaxe  versetzt 
und  die  Projections -Ebene  im  Mittelpunkte  des  Ellipsoids  senk- 
recht gegen  die  Drehungsaxe  errichtet.  Ausserdem  habe  ich  aber 
in  dieser  Abhandlung  auch  einen  neuen,  nach  meiner  Meinung  sehr 
merkwürdigen  Ausdruck  für  den  Cosinus  des  Winkels  gegeben,  unter 
welchem  die  Projectionen  zweier  einem  und  demselben  Punkte 
der  Oberfläche  des  Ellipsoids  entsprechenden  Berührenden  des- 
selben gegen  einander  geneigt  sind,  woraus  der  bekannte  ent- 
sprecheride  Satz  für  die  Kugel  auf  der  Stelle  folgt,  wenn  man 
die  Excentrieität  des  Ellipsoids  verschwinden  lässt. 

Ad  2.  Für  diese  Mittheilung  dauke  ich  Herrn  L.  D.  ganz 
besonders,  indem  es  mir  nur  zu  ganz  besonderer  Freude  gerei- 
chen kann,  wenn  auf  diese  Weise  das  wohl  begründete  Anrecht 
eines  so  verdienten  und  scharfsinnigen  Mathematikers,  wie  Herr 
Professor  Schellbach  in  Berlin  ist,  auf  die  fragliche  Construc- 
tion  des  Krümmungshalbmessers  der  Kegelschnitte  gewahrt  und 
gesichert  wird.  Da  mir  das  in  2.  angeführte  Lehrbuch  der  Kegel- 
schnitte leider  ganz  unbekannt  geblieben  ist,  so  habe  ich  diese 
schöne  Construction  zuerst  aus  der,  natürlich  nicht  bloss  wegen 
dieser  Construction,  sondern  vorzüglich  wegen  ihrer  anderen  all- 
gemeinen Betrachtungen  und  neuen  Gesichtspunkte  sehr  bemer- 
kenswerthen  Abhandlung  Herrn  Lamarle’s  in  Brüssel  kennen 
gelernt,  und  dieselbe  in  dem  Aufsatz  Thl.  XXX.  S.  296.  auf  eigen- 
thümliche  Weise  analytisch  zu  entwickeln  und  dadurch  zugleich 
auch  eine  Reihe  anderer  bemerkenswerther  analytischer  Ausdrücke 
zu  gewinnen  gesucht.  Herrn  Lamarle’s  Verdienst  liegt,  was 
ich  nochmals  erinnere,  keineswegs  in  der  fraglichen  Construction, 
sondern  in  seiner  neuen  allgemeinen  Betrachtungsweise  der  Cur- 
ven,  di*  man  aus  seinen  in  meiner  Abhandlung  angeführten  Auf- 
sätzen mit  Vergnügen  näher  kennen  lernen  wird,  wozu  ich  schon 
a.  a.  O.  aufgefordert  habe.  Die  von  Herrn  Lamarle  gegebene 
Construction  stimmt  in  der  That  im  Wesentlichen  auch  mit  der 
von  Herrn  Brix  im  Archiv  Thl.  IX.  Nr.  XXXI.  S.  316.  gegebenen 
Construction  überein.  Ich  bemerke  aber  nochmals,  dass  in  dem 
Aufsatze  Thl.  XXX.  Nr.  XXXII.  es  vorzüglich  auch  um  die 
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übrigen  dort  mitgetheilten  eleganten  Formeln  und 
Sätze  zu  tbun  war,  keineswegs  bloss  um  die  Construction, 
welche  dem  Aufsätze  zur  Ueberschrift  gedient  hat.  Freilich  wird 
man  diese  Construction  nicht  nach  Herrn  Lamarle  benennen 
dürfen ; denn  der  Erfinder  ist  gewiss  ein  schon  ziemlich  alter. 

Ad  3.  Herr  L.  D.  hat  ganz  recht,  dass  der  betreffende  Be- 
weis des  Fermat’schen  Satzes  ursprünglich  vou  Euler  herrübrt; 
und  einen  ähnlichen  Beweis  hat  auch  Lambert  in  den  Actis 
erudit.  1769.  p.  109.  gegeben.  Cauchy  hat  dies  a.  a.  O.  nicht 
bemerkt,  und  mir  war  die  Bemerkung  von  Gauss  entfallen,  als 
ich  die  fragliche  Notiz  für  das  Archiv  niederschrieb,  um  diesen 
Beweis  für  den  Elementar-  Unterricht  zu  empfehlen.  Der  Beweis, 
welchen  Legendre  in  der  Theorie  des  nombres.  Seconde 
edition.  Paris.  1808.  p.  166.  giebt,  ist  eigentlich  auch  ganz 
derselbe;  er  verweist  an  dieser  Stelle  auf  eine  Abhandlung  von 
Euler  in  den  Nov.  Comm.  Petrop  T.  I.  Die  Form,  unter 
welcher  ich  den  Beweis  nach  Cauchy  mitgetheilt  habe,  scheint 
mir  aber  ganz  besonders  elementar  zu  sein  und  sieb  vorzüglich 
für  den  Elementar- Unterricht  zu  eignen.  Aus  einer  gemeinschaft- 
lichen Quelle  habe  ich  selbst  auf  eigenthüraliche  Weise  den  Satz 
von  Format  und  das  Theorem  von  Wilson  abgeleitet  in  einer 
in  Crelle’s  Journal.  Thl.  VIII  sieb  findenden  Abhandlung. 

G. 
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ToepUt*:  Erweiterung  eines  Sattes  des  Herrn 


XV. 

Erweiterung  eines  Satzes  des  Herrn  Prof.  Grunert 
(Archiv  XXII.  pag.  351.). 

Von 

Herrn  Julius  Toeplitz, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Naturwissenschaft  am  Gymnasium  zu  Lissa. 


Herr  Prof.  Grunert  hat  an  der  angeführten  Stelle  folgenden 
Satz  bewiesen : 

„Wenn  36 — oa>0,  so  bat  die  kubische  Gleichung 
xa -f- + bx  + c = 0 eine  reelle  und  zwei  imagi- 
näre Wurzeln.“ 

Dieser  Satz  ist  einer  Ausdehnung  auf  Gleichungen  aller  Grade 
fähig. 

Es  sei  nämlich  eine  Gleichung  »ten  Grades : 

X = xn  + ax*-1  + bxn~‘l  -f  cx”-f  -f + kx  -f  / = 0 

gegeben,  so  bildet  man  nach  dem  Sturm 'sehen  Satze  erst  die 
abgeleitete  Funktion 

Xi  = nx"-1  -f  (n — 1)  ax*~2  + (n  — 2)  bx”-3  +....; 

alsdann  dividirt  man  X durch  X]  (wobei  man  zur  Vermeidung  der 
Brüche  X mit  einem  passenden  positiven  Faktor  multipliciren 
kann);  den  Rest,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  nennt 
man  X2,  dividirt  dann  X,  durch  Xa,  und  nennt  den  wieder  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  genommenen  Rest  Xs.  So  fährt  man 
fort,  bis  man  endlich  zu  einem  Reste  X„  kommt,  der  kein  x mehr 
enthält.  Zu  unserem  Zwecke  brauchen  wir  bloss  die  erste  Divi- 
sion auszuftihren,  wobei  wir  zur  Vermeidung  der  Brüche  X mit 
n*  multipliciren;  wir  erhalten  dann  folgendes  Schema: 
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Nimmt  man  den  Pest  mit  umgekehrtem  Zeichen,  so  kommt: 

r " 

JV*  = | (n  — 1)  a*—'2nb  lar"~9-f .... 

Indem  wir  uns  nun  auf  die  Glieder  der  höchsten  Dimension  be- 
schränken, haben  wir: 


DiflRed  by  I 


Google 


224  Toe plitz : Erweiterung  einet  .Sattes  des  Hm.  Prof.  Grüner t. 

X=xP+....,  Xx  = nxn~ 1 -f  — , A*={(n  — l)a*— 2w61a^-*+...., 

As  = A3a;,,-s  + A4=/l4ar*-4  + u.  e.  w. 

A'.-t=Xn-ZX*+ Xn-1  = An-*X  + ß,  X,  = An. 

Nach  dem  Sturm’srhen  Satze  substituirt  man  in  den  n 4 1 
Funktionen  X,  Xx , A2,....,  XH  für  x zuerst  — oo  und  dann  -f-oo; 
wie  viele  Zeiehenwechsel  die  zweite  Substitution  weniger  giebt, 
als  die  erste,  so  viele  reelle  Wurzeln  hat  die  Gleichung  A'=0. 

Es  sei  nun  (n  — J)a* — 2n6<0,  d.  h.  negativ,  so  erhalten 
wir  für  die  Reihe  der  Zeichen  bei  den  obigen  Substitutionen  fol- 
gendes von  selbst  verständliche  Schema: 


1)  Für  ein  ungerades  n. 


X, 

> xa. 

*3, 

x4, ... 

• t An— a. 

X„-i , 

Xn 

(1) 

x — — x 

+ 

+ 

^3»  " 

“^41  ••• 

An— 2, 

— An—l9 

An  » 

(2) 

x=  + <x> 

+ 

F 

— 

^3s 

Ai,  ... 

• t An— 2 t 

An—lt 

An 

2) 

Für 

ein  gerades 

n. 

X, 

, x 2, 

x3, 

a4,.„ 

.. , Xn— 2» 

Xn—lt 

X. 

(1) 

X——  OO 

+ 

— 

— 

A^  9 

+ dj, ... 

An— 2, 

— An- 1 , 

An 

(2) 

z=  + ® 

+ 

+ 

— 

A$t 

A4, .. 

•m  An— 2t 

An—lt 

An 

Vergleichen  wir  nun  die  Zeichenreihe  (1)  mit  (2),  so  zeigen 
sowohl  bei  geradem,  als  bei  ungeradem  n die  ersten  drei  Funk- 
tionen X,  Xx  und  A2  in  beiden  Zeicbenreiben  einen  Zeichen- 
wechsel. Wenn  also  bei  dem  Uebergange  von  x—  — oo  zu  #=+06 
irgend  welche  Zeichenwechsel  verloren  gehen  sollen,  so  kann  dies 
bloss  in  den  Funktionen  X3,  X3,  Xt, Xn-i,  Xn  geschehen. 
Unter  den  n — 1 Funktionen  X.3>  X3 Xn  können  aber  über- 

haupt höchstens  n — 2 Zeiehenwechsel  Vorkommen  und  verloren 
gehen.  Folglich  kann  die  Reihe  (2)  höchstens  n — 2 Zeichenwech- 
sel weniger  zeigen,  als  die  Reibe  (I).  Folglich  kann  die  Glei- 
chung A=0  höchstens  n— 2 reelle  Wurzeln  haben;  sie  muss  also 
wenigstens  ein  Paar  imaginäre  W'urzeln  haben. 

Unser  allgemeiner  Satz  lautet  daher : 

„Wenn  (n — l)a® — 2n6<0  ist,  so  bat  die  Gleichung 
xn  + axn~l  -f  bxn~%  -f  ex"-*  -f . . . . -f  kx  -f  /= 0 wenigstens 
zwei  imaginäre  Wurzeln." 

Für  n = 3 erhält  man  den  Satz  des  Herrn  Professor  Grunert. 
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XVI. 

Ueber  die  Ermittelung  des  wahrscheinlichen  Fehlers 
bei  Längenmessungen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

ara  Polytechnikum  in  Carlaruhe. 


In  der  jüngst  erschienenen  Schrift:  „Ausgleichung  der 
Fehler  poly gonometrischer  Messungen“  giebt  Vorlän- 
der die  folgende  Regel  zur  Ermittelung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  bei  Längenmessungen  an,  wobei  er  voraussetzt,  dass  bei 
einem  Polygon  von  n Seiten  jede  Seite  doppelt  gemessen  worden: 

Die  Vergleichung  jeder  solchen  Doppelmessung  ergiebt 
dem  Geometer  ein,  der  betreffenden  Seitenlänge  zugehö- 
riges Fehlermaaes.  Theilt  er  diese  Differenz  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Seitenmessung  mit  der  Länge 
der  Linie,  summirt  er  alle  solche  Quotienten,  theilt  die 
Summe  durch  die  Anzahl  derselben  und  multiplicirt  die 
(den?)  Quotienten  mit  047694,  so  erhält  er  für  eine  hin- 
reichend grosse  Anzahl  von  Polygonseiten  einen  auf  die 
Einheit  des  gebrauchten  Längenmaasses  sich  beziehen- 
den und  für  sein  Ausgleichungsgoschäft  brauchbaren 
Wertb  des  wahrscheinlichen  Einheitsfehlers  seiner  Län- 
genmessungen. 

Diese  Regel  scheint  mir  falsch  zu  sein,  wie  aus  der  nach- 
folgenden Darstellung  hervorgehen  wird,  bei  der  ich  je  auf  meine 
„Ausgleichung  der  Beobachtungs  - Feh  ler  “ (Braun- 
schweig 1857),  beziehungsweise  auch  auf  meine  betreffende  Ab- 
handlung in  Thl.  XVIII.  S.  149.  des  Archivs  verweise. 
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Dien g er:  Heber  die  Ermittelung 


1 + 


Sei  1 die  Länge  der  Messruthe  oder  Messkette,  mit  der  alle 
Polygonseiten  gemessen  wurden ; r der  wahrscheinliche  Fehler 
bei  einer  einzelnen  Anlegung  derselben;  xlt  xn  die  (gan- 

zen) Zahlen,  die  anzeigen,  wie  viele  Male  die  Messruthe  anzu- 
legen wäre,  um  die  erste,  zweite ,nte  Polygonseite  zu  mes- 

sen, so  dass  also  XjX,  x2X,  ...,,xnl  die  wahren  Längen  derselben 
sind.  Alsdann  sind  die  wahrscheinlichen  Fehler,  die  man  bei 
einer  Messung  begeht  (Seite  4S.) : 

rVr^=rVar1,  r^~:  = rVxi »rV  ~ rV'x"' 


(st  demnach  1 das  Gewicht  einer  einmaligen  Anlegung  (Messung 
von  A);  <7, , — , gn  die  Gewichte  der  Messungen  der  n Poly- 

gonseiten, so  hat  man  (S.  23.): 


i.  _ 1 . 1 . 1 . 

l-^  ü% 9«  — ri’r 2*,  rtXt- 


r*xn 


(I) 


9i  = 


#2  — _T » 


'9*~Xn 


Seien  nun  ferner  (1), , (1)2  die  beiden  durch  Messung  gefundenen 
Längen  der  ersten  Polygonseite,  natürlich  in  derselben  Maass- 
einheit ausgedrückt,  in  der  A gegeben  ist;  (2),,  (2)a  die  analogen 
Werthe  für  die  zweite  Seite;  ....;(») lt  (w)2  die  für  die  nte,  so 
bat  man  (S.  19.) : 


XjA— (1),  ) j x1A  = (2)l  ) ! XvX=  (n),  | , 

*i1  = (J)i  ) **’  araA  = (2)s  1 tf„A=(n)2  j *■’  (2) 


wo  die  zugeschriebene  Zahl  (-  , — — ^ je  das  Gewicht 

\*^1  Xi  XnJ 

der  betreffenden  Gleichung  ausdrückt.  Daraus  folgen  als  wahr- 
scheinlichste Werthe  von  xxl,  x^,....,xnX  (S.  22.): 


XjA: 


. (li)  + (1), 


xtX  = 


_ (2),  -f  (2), 


, a:nA= 


(»)i+(«)a 


*)(3) 


Die  Gesammtzahl  der  Gleichungen  (2)  ist  2 n,  während  n Unbe- 
kannte zu  ermitteln  sind,  zwischen  denen  wir  keinerlei  Bedingungs- 
gleichung bestehen  lassen.  Daraus  folgt  (S.  68.)  für  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  der  Gewichtseinheit: 


')  Man  hat  dabei  zu  beachten,  data  bei  der  Differentiation  die 
Gewichto  ala  unveränderlich  müaaen  angeiehen  werden. 
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Pass  r in  derselben  Maasseinheit  erhalten  wird,  in  der  /,  d,  A 
gegeben  sind,  versteht  sich  bei  der  Formel  (4)  von  selbst,  wäh- 
rend die  Regel  von  Vorländer  nur  absolute  Zahlen  liefert,  also 
schon  desshalb  zu  beanstanden  ist.  Wir  ersehen  übrigens , dass 
unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  Werth  von  r im  Verhält- 
nisse von  VA  wächst,  was  besonders  aiisznsprechen  hier  unter- 
bleiben kann. 

Bei  einer  Gesammtausgleichung  eines  Polygons  kommen  Win- 
kel- nnd  Seitenkorrektionen  vor,  und  das  verhältnissmässige  Ge- 
wicht ermisst  sich  aus  den  wahrscheinlichen  Feldern  in  der  be- 
kannten Weise  (vergl.  etwa  S.  111.).  Dass  man  hierbei  das  Gewicht 
für  alle  Seitenkorrektionen  im  Allgemeinen  nicht  als  dasselbe  be- 
trachten darf,  ist  aus  dem  Obigen  klar,  so  dass  also  das  eben 
angeführte  Beispiel  meiner  Schrift  hierin  nicht  maassgebend  sein 
kann.  Für  jetzt  mag  aber  das  hier  Gesagte  genügen. 


XVII. 

Aufgaben  und  Sätze  über  geometrische  Oerter  für 
Punkte,  deren  Summe  der  Entfernungen  von  gegebe- 
nen geraden  Linien  oder  gegebenen  Ebenen  eine  con- 
stante  ist 

Von 

* 

Herrn  Professor  Dr.  Heis 

zu  Münster. 


1.  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  zu 
construiren,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
von  den  Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels  einer  Con- 
stanten  p gleich  ist. 


a 
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Auflösung.  Man 'suche  auf  den  Schenkeln  des  gegebenen 
Winkels  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  9.)  zwei  Punkte,  x und  y,  so  dass 
die  Perpendikel  xD  und  yE  auf  BC  und  BA  beide  =p  werden. 
Die  durch  x und  y gelegte  Gerade  wird  die  verlangte  sein. 
Denn  fallt  man  von  einem  beliebigen  Punkte,  O,  der  xy  auf  Bx 
und  By  die  Senkrechten  h'  und  A"  und  verbindet  O mit  B,  so 
ist  l2&Bxy  = h'.ßx  + h''.ßy=:(h'  + /i",).ßx,  da  Bx=By.  Es 
ist  aber  auch  i2ABxy  = Bx.p,  folglich 

Ä'  + h"  = p. 

Zusatz.  Fällt  eines  der  Perpendikel  A'  oder  A"  auf  die  ent- 
gegengesetzten Seifen  des  Schenkels,  liegt  also  der  Punl£  O 
ausserhalb  der  begrenzten  xy,  so  ist  statt  der  Summe  A'  -f  A" 
die  Differenz  A" — A'  oder  A'  — A"  zu  setzen,  wie  sich  leicht  be- 
weisen lässt. 

2.  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte 
zu  suchen,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
von  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  einer  Constanien 
p gleich  ist.  * 

Auflösung.  Es  sei  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  10.)  das  gegebene 
Dreieck.  Man  suche  auf  jeder  der  Seiten  AB  und  AC  die  Punkte 
D und  G so  zu  bestimmen,  dass  die  Summe  dej  Entfernungen 
dieser  Punkte  von  den  beiden  anderen  Seiten  =xp  ist,  verbinde 
D mit  G ; alsdann  wird  DG  die  verlangte  Linie  sein. 

Beweis.  Es  sei  O ein  beliebiger  Punkt  der  Linie  DG. 
Fällt  man  von  O auf  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  die  Perpendi- 
kel OK,  OM,  Oh  und  von  den  Punkten  D und  G auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  die  Perpendikel  DE,  DF,  GH,  GT,  zieht  ferner 
durch  D mit  BC  eine  Parallele  DU,  welche  OL  und  GT  in  R 
und  J trifft,  ferner  durch  O mit  AC  eine  Parallele,  welche  DU 
in  P,  DF  in  Q und  DA  in  N trifft,  so  ist 

DF+DE=GH+GT, 

also 

DF=  GH  + GJ. 

Wegen  Aeholichkeit  der  Dreiecke  DNP  und  DA  U,  in  welchen 
O und  G ähnlich  liegende  Punkte  sind,  ist  jener  letzten  Gleich- 
heit entsprechend  in  dem  Dreiecke  DNP: 

DQ-OK+  OR, 

also  auch,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  QF 4 DE—  OM  -f  RL 
hinzusetzt : 


» 
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DF+  DE=  OK+  OL+  OM. 

■ . • .•  i.  . . . ••  _•  ..  ■ / 

Da  aber  DF+DE  — p,  so  ist: 

OE+  OL-f  OM—p. 

i.i 

Zusatz.  Leicht  lässt  sich  erkennen,  wie  die  Somme  der 
-drei  Perpendikel  sich  umändert,  wenn  der  Punkt  Oder  Linie  DG 
ausserhalb  des  Dreieckes  liegt. 

2.  Zusatz.  In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  geometrische 
Ort  aller  Punkte  finden,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
von  den  vier  Seiten  eines  gegebenen  Vierecks  eine  constante  ist. 

3.  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte 
zu  finden,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen  von 
den  drei  Seiten  einer  körperlichen  Ecke  einer  Con- 
stanten  p gleich  ist 

Auflösung.  Es  sei  S (Taf.IV.Fig.ll.)  die  gegebene  kör- 
perliche Ecke.  Man  suche  auf  den  drei  Kanten  SP,  SQ,  SK 
derselben  die  drei  Punkte  A,  B,  C so  zu  bestimmen,  dass  die 
Perpendikel  von  denselben  auf  die  gegenüberstehenden  Seiten 
der  Körperecke  einzeln  — p werden.  Die  durch  A,B,  C gelegte 
Ebene  ist  der  verlangte  geometrische  Ort. 

Beweis.  Heissen  die  den  Ecken  A,  B,  C 'des  Tetraeders 
SABC  gegenüberstehenden  Seitenflächen  a,  ß,  y,  s«  ist  der  In- 
halt des  Tetraeders  SABC  gleich 

\a.p=z\ß.p=\y.p, 

folglich  : 

a-ß=y. 

Heissen  die  von  einem  beliebigen  Punkte  Ö der  Ebene  ABC  auf 
die  Seiten  «,  ß,  y des  Tetraeders  gefällten  Perpendikel  h' , h" , b", 
so  ist  der  Inhalt  des  Tetraeders: 

}/*' . « + \h".ß  + \h'".y  = \*{h'  |-  h"  + /i"')=  Icc.p, 

folglich  h'  + Ä"  + hm  — p. 

Zusatz.  Nimmt  man  den  Punkt  O ausserhalb  der  Ebene 
des  Dreiecks,  so  wird  je  nach  der  Lage  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  die  Ebene  die  Summe  A'-fA'-fA"  sich  in  h'  + A®  — h"‘  oder 
h'  — h"—h!"  u.  s.  w.  verwandeln. 

4.  Aufgabe.  Auf  der  Seitenkante  (Taf. IV.  Fig.  12.) 
eines  beliebigen  Tetraeders  SABC  einen  Punkt  X zu 
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finden,  so  dass  die  Summe  der  Abstände  dieses  Punk- 
tes von  den  gegenüberstebendon  Seitenflächen  SBC 
und  ABC  einer  gegebenen  geraden  Linie  p gleich  werde. 

Auflösung.  Bestimmt  man  auf  den  drei  Kanten  BA,  BS, 
BC  der  an  die  Grundfläche  stossenden  körperlichen  Ecke  B die 
drei  Punkte  M,  N,  O so,  dass  die  Perpendikel  von  denselben 
auf  die  gegenüberstehenden  Seitenflächen  der  Ecke  der  gegebe- 
nen Linie  p gleich  werden,  so  wird  die  durch  MNO  gelegte 
Ebene  die  Linie  SA  in  einem  Punkte  X treffen,  der  nach  dem 
vorigen  Satze  die  verlangte  Eigenschaft  hat.  Diesen  Durchschnitts- 
punkt wird  man  aber  am  einfachsten  durch  Verbindung  des  Punk- 
tes M mit  N erhalten,  wobei  also  O überflüssig  ist. 

Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  zu 
finden,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen  von 
den  vier  Seiten  eines  Tetraeders  SDGL  (Taf.  IV.  Fig.  13. 
und  Fig.  14.)  einer  gegebenen  Linie  p gleich  wird. 

Auflösung.  Man  suche  auf  den  Seitenkanten  SD,  SG,  SL 
der  gegebenen  Pyramide  drei  Punkte  g,  M , N,  so  dass  die  Summe 
der  Perpendikel  von  jedem  dieser  Punkte  auf  die  gegenüberste- 
henden Seitenflächen  des  Tetraeders  SDGL  — p werde.  Legt 
man  nun  durch  M,  g,  N eine  Ebene  MgN,  so  ist  dieselbe  die 
verlangte. 

Beweis.  Es  mögen  der  Abkürzung  wegen  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  m auf  die  den  Ecken  S,  D,  G,  L gegenüber- 
stehenden Seitenflächen  gefällten  Perpeodikel  bezüglich  mit  m£, 
wA , mf  und  mA  bezeichnet  werden.  — Durch  den  Punkt  g sei 
eine  Ebene  dgl  parallel  der  Grundebene  DGL  gelegt,  und  der 
Abstand  eines  beliebigen  Punktes  m von  dieser  Ebene  sei  mit 
mo  bezeichnet. 

Bei  dem  Beweise  sind  zwei  Fälle  in  Bezug  auf  die  Lage  der 
Punkte  in  der  Ebene  MNg  zu  unterscheiden.  Der  Punkt  m liegt 
auf  dem  Umfange  des  Dreiecks  MNg  oder  nicht.  Es  möge  (Taf.  IV. 
Fig.  13.)  m auf  der  Linie  Mg  liegen.  Es  ist  also  nach  der  ein 
geführten  Bezeichnungsweise  darzuthun,  dass 

rn£  -J-  mA  + mT  = p 

sei  (mA=z 0).  Nach  der  Voraussetzung  ist: 

g2  + gr=M2+MA=zp.  (1) 

Zieht  mau  g£  ab , so  wird : 

gf=  Mb  + MA.  (-2) 
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Man  lege  durch  m eine  Ebene'  mm  ||  MSN,  alsdann  entsteht 
eine  Pyramide  gmm  der  gMSN  ähnlich,  und  für  beide  Pyrami- 
den ist  die  Ebene  gdl  eine  ähnlich  liegende.  Es  haben  somit  die 
Punkte  g,  m,  *,  n in  Bezug  auf  ihre  Entfernungen  von  den  Ge* 
genfläcben  des  Tetraeders  und  dgr  Ebene  gdl  dieselben  Eigen- 
schaften, wie  die  correspondirenden  Punkte  G,  M,  S,  N in  Be- 
cug  auf  ihre  Gegenflächen  und  dieselbe  Ebene  gdl.  Bezeichnet 
man  den  Abstand  des  Punktes  g von  der  Ebene  smti  mit  gy,  so 
wird  also  entsprechend  (2) : 

gy  = ms  -f  mA.  (3) 

Setzt  man  mT  hinzu,  so  ist: 

■ mT+gy,  d.  i.  gTzzma  + mA  + mF.  (4) 

Setzt  man  nun  gZ  hinzu  und  berücksichtigt,  dass 

ma  + gZ  — mZ, 

so  ist: 

gT+gZ  = mZ-\-mA  + mT.  (5) 

Da  aber  gF  -f-  gZ—p  ist,  so  hat  also  der  Punkt  m der  Linie 
gM  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Entfernungen  desselben 
von  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  = p ist.  Da  mA=z  0 ist, 
so  ist  also: 

mZ  f mr  + mA  + mA  = p.  (6) 

Es  liege  zweitens  der  Punkt  n der  Ebene  MgN  innerhalb  des 
Dreiecks  MgN.  (Taf.IV.  Fig.  14.)  Man  verbinde  N mit  n,  verlän- 
gere Nn  bis  zum  Durchschnitte  »i  mit  gM,  ziehe  ne  ||  Ng, 
nb  ||  NM  und  vollende  über  neb  das  dem  Tetraeder  SMNg  ähn- 
liche Tetraeder  abne,  endlich  ziehe  man  noch  durch  e mit  dgl 
die  parallele  Ebene  hei  Man  bezeichne  die  aus  a,  b,  n auf  die 
Ebene  hei  gefällten  Perpendikel  mit  aa,  ba,  na,  die  von  b,  n und 
e auf  die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Tetraeder  oben  gefällten 
Perpendikel  mit  bß,  nv,  et.  Es  ist  nun: 

mZ+mA+  mr=gZ+gr=:NZ  + NA.  (7) 

Zieht  man  gZ  von  beiden  Seiten  ab,  so  wird,  da  mZ — gZ-=mo: 

ma  + mA  + mr=  Na  + NA.  (8) 

✓ 

Da  die  beiden  Tetraeder  aben  und  SMNg  ähnlich  sind  und  der 
Punkt  m für  beide  ein  ähnlich  liegender  Punkt  ist,  so  muss  (8) 
entsprechend  auch : 
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ma -fmjJ  + mr  = na  + nA  (9) 

sein.  Setzt  man  zu  beiden  Seiten  e2  hinzu,  so  muss,  da 


ist: 


ma  -f  e2  = m$,  na  + e2  = n2 


m2  f mß  + me  — n2  -f  nA  (10) 

sein.  Setzt  man  ferner  eA  = nA  beiderseits  hinzu  und  berück- 
sichtigt, dass  mß  + eA  =z  mA,  so  ist: 


m2  + mA  + me  = n2  -(-  nA  -f  nA.  (11) 

Fügt  man  nun  noch  endlich  aTz=nr  beiderseits  hinzu,  und  be- 
rücksichtigt, dass  me  -f-  tT  = mT,  so  wird: 


m2  -f  mA  -f  m.T=  n2  -f  nA  + nA-t-nT. 
Es  ist  aber  nach  dem  ersten  Falle 


folglich : 


rn2  mA  -f  mT=  p , 


n2  -f  nA  -f  tiT  + nA  =p. 


(IS) 


Zusatz.  Leicht  lässt  sich  erkennen,  wie  der  Satz  sich  um- 
ändert, wenn  der  Punkt  m zwar  in  der  Ebene  des  Dreiecks  MgN, 
aber  ausserhalb  desselben  zu  liegen  kommt. 

Die  letzte  Aufgabe  findet  sich  analytisch  gelöst  im  XIX.  Bande 
des  Archivs  S.  121. 
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XVIII. 

Anwendung  des  dritten  Differentials  d3s  = 3 der 

Function  der  geradlinigen  Bewegung  « = f(t)  auf  die 
Physik  der  allgemeinen  Schwere. 

. ; Von 

Herrn  Dr.  Fr.  FF.  K.  Gensler, 

Pastor  zu  Grossinölsen  im  Groaaherzogthuine  Sachsen-Weimar. 


Bekanntlich  hielt  Lagrange  *)  für  unnothig,  bei  der  Unter- 
suchung der  Differential -Cocfficienten  der  Function  t = f\t),  welche 
den  geradlinigen  Weg  * als  Function  der  Zeit  t ausdrückt,  ausser 
dem  ersten  und  zweiten  Differential- Coefficienten,  f'{t)  und  f"(i), 
auch  den  dritten  und  überhaupt  die  hohem  zu  berücksich- 

tigen. Es  ist  die  Aufgabe  der  hier  folgenden  Untersuchung,  zu 
beweisen,  dass  es  vortheilhaft  ist,  diese  Beschränkung  fallen  zu 
lassen,  indem  namentlich  der  dritte  Differential -Coefficient  von 
t = f{t) , wenn  s den  Weg  eines  gravierenden  Punktes  gegen  das 
Gravitationscentrum  hin  darstellt,  für  die  Einsicht  in  die  Physik 
der  Schwere  von  entschiedener  Bedeutung  ist.  . 


§-  1. 

Schon  die,  so  viel  mir  bewusst  ist,  von  Maclaurin  einge- 
führten conditionalen  Definitionen  von  Geschwindigkeit  und  be- 

# cls 

schleunigeuder  Kraft,  deren  Maasse  bekanntlich  = f(t)  und 

— f"(t ) sind,  wenn  s =f(t ) den  geradlinigen  Weg  s als  Func- 
tion der  Zeit  t in  Rechuung  bringt,  lassen  es  als  eine  Willkühr 


')  Lagrnnge : Thiori c de«  fooc tions  analy  tique«.  Pari« 
1813.  Troia.  part.  Art.  4.  Page  314  «cqq. 
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erscheinen , in  der  Discnssion  den  dritten  nnd  überhaupt  die  höhern 
Differential -Coefficienten  ohne  aus  den  analytischen  Werthen  der* 
selben  sich  von  selbst  ergebende  Gründe  übergehen  zu  «ollen. 
Wenn  Mactaurin  sagt,  die  Geschwindigkeit  » in  einem  gege- 
benen Zeitpunkte  «erde  genau  gemessen  durch  den  Weg,  der  in 
einer  gegebenen  Zeit  durchlaufen  werden  würde,  wenn  die  Be- 
wegung von  dem  gegebenen  Zeitpunkte  an  gleichförmig  bliebe  ®), 
so  schliesst  sich  diese  Definition  auch  an  die  Darstellung  des 
Wegincrenientes  4s  durch  die  Taylorsche  Reihe,  deren  La- 
gr  an  ge  sich  vorzugsweise  bedient,  mit  grosser  Leichtigkeit  an. 
Penn  wird  in 


nt)  jp , no4p 


4s^f'(.t)4tV- 0-  + -J 


2.3 


(1) 


f'(t)  nach  der  conditionalen  Definition  Maclaurin's  constant  ge- 
nommen, so  wird,  weil  f"(t)  = —~jj—  ist,  f(t),  fm(t)  u.  s.  f.  zu 
Null,  und  dadurch 


4s  = f'(t)4t,  (2) 

worin  offenbar  der  Weg  4s  als  Maass  der  augenblicklichen  Ge- 
schwindigkeit f(t)  — c gegeben  ist.  Auch  findet  zwischen  der 
Gleichung  (2)  und  der  bekannten  Gleichung  ds=f'(t)dt  ein  Wi- 
derstreit nicht  statt,  da  f'(t)  in  Gleichung  (2)  für  die  supponirte 

Zeit  41  constant  gedacht  wird,  in  welchem  Falle  ^ ~ ist. 

In  gleicher  Weise  rechtfertigt  sich  das  conditionale  Maass  der 
beschleunigenden  Kraft  <p , welches  durch  das  Verhältniss  des 
Zuwachses  4v,  den  die  Geschwindigkeit  v in  der  gegebenen  Zeit 
4t  erhalten  würde,  wenn  <p  während  der  Zeit  4t  constant  bliebe, 
zu  der  Zeit  4t  gegeben  ist ; denn  nach  den  angenommenen  Be- 
dingungen folgt  aus 


sofort 


4v=nt)  * t + fIn$r + • 


fl=nt)=q>. 


(3) 

(4) 


*)  Mactaurin:  Treatiaeofflnxions.  Edinh.  1742.  Art.  4. 
pag.  53.  Er  erweitert  diese  conditionale  Erklärungsweise  für  die  Flaxio- 
nen beliebiger  Functionen  im  Art.  700.  pag.  578  ff.,  womit  noch  Art.  6. 
pag.  54.  zu  vergleichen  ist 


✓ 


r 
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wobei  wiederum,  weil  f”(l)  für  die  Zeit  dt  constant  gedacht  ist, 
dt  dt  . , 
di  = dt  w,rd> 

Ist  Dun  aber  in  der  Wirklichkeit  die  beschleunigende  Kraft  tp 
im  Allgemeinen  veränderlich,  so  darf  wiederum  gefragt  werden, 
welches  das  Verbältniss  des  Zuwachses  dtp , den  <p  in  der  gege- 
benen Zeit  dt  erhalten  würde,  wenn  f"'(t)  während  dieser  Zeit 
constant  bliebe,  zu  dt  sein  werde,  und  offenbar  ist  dieses  con- 

z/m 

ditionale  Verbältniss  -77  in  demselben  Sinne  das  Maass  der 

augenblicklichen  Aenderung  k der  beschleunigenden 
Kraft  tp,  in  web  hem  f'(()  das  Maass  der  augenblicklichen  Aen- 
derung des  Weges,  und  f{t)  das  Maass  der  augenblicklichen 
Aenderung  der  Geschwindigkeit  ist.  Es  findet  sich  aber  unter 
Anwendung  der  Maclaurin’schen  Bedingungen  aus 


dq>=f“(t)dt  + 


flf/(t)dP  mt)dP 
1.2  + 1.2.3 


(5) 


sofort 


dtp 

dt 


=no=A, 


(6) 


wobei  denn  wiederum 

dt  dt 


ist,  weil  der  Werth  dieser  Aus- 


drücke, für  die  supponirte  Zeit  dt  constant  genommen  wird. 

So  ergiebt  sich  beispielsweise  aus  der  einfachsten  Gleichung  der 
schwingenden  Saiten  s — a sin  (tVm)  als  das  Maass  der  augen- 
blicklichen Aenderung  k der  beschleunigenden  Kraft  tp  der  Aus- 
druck fm(t)=—aVm3cos(lVm),  worin  also  f'"{t)  oder  k das  Ver- 
hältnis des  Zuwachses  dtp,  den  die  beschleunigende  Kraft  tp  zu 
Ende  der  Zeit  t in  dem  beliebig  angenommenen  Zeittbeile  dt 
erhalten  würde,  wenn  tp  während  dieses  Zeittheiles  constant 
bliebe,  zu  dem  Zeittbeile  dt  ausdrückt. 


Bei  Berücksichtigung  vorstehender  Ausführungen  kann  man 
nicht  geneigt  bleiben,  der  von  Lagrange  befürworteten  theore- 
tischen Beschränkung  der  Taylor’schen  Entwickelung  von  ds 
auf  die  beiden  ersten  Glieder  beizutreten.  Seine  Behauptung,  es 

fm(t)dP 

sei  nicht  nütbig,  in  dieser  Entwickelung  das  dritte  Glied,  — j-g  g-, 

zu  berücksichtigen,  weil  mau  jede  Bewegung  aus  einer  gleich- 
förmigen und  einer  gleichförmig  beschleunigten  zusammengesetzt 
denken  könne,  gilt  nach  seiner  eigenen  Darstellung  nicht  allge- 
mein für  jedes  gegebene  ds,  sondern  allgemein  nur  für  sehr  kleine. 
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ja  eigentlich  nur  für  unendlich  kleine  4t.  Sein  anderer  Grund 
aber,  dass  die  Natur  uns  keine  einfache  Bewegung  von  der  Art, 
wie  sie  die  Gleichung  x =c<*  fordert,  darbiete,  und  man  nicht 
wisse,  was  der  Coefficient  c (der  eben  durch  den  dritten  Diffe- 
rential-CoefBcientcn  von  x gefunden  werden  würde)  an  sich  dar- 
steilen könne  *),  ist  kein  theoretischer,  sondern  ein  empirischer 
Grund.  Es  ist  vielmehr  die  Sache  der  allgemeinen  analytischen 
Mechanik,  aus  den  Werthen  der  hühern  Differential  - Coefficienten, 
fm(t) , fll\t)  etc.,  die  sie  bei  der  Anwendung  auf  gegebene  em- 
pirische Verhältnisse  annehmen,  nachzuweisen,  warum  sie  in  ge- 
gebenen Fällen  auf  die  Berechnung  der  Bewegung  keinen  Einfluss 
haben. 

Nichts  desto  weniger  können  solche  Werthe,  die  auf  die  Be- 
rechnung der  Bewegung  keinen  Einfluss  haben,  für  die  physika- 
lische Einsicht  in  die  Natur  der  Schwere  von  grosser  Bedeutung 
sein;  das  zu  zeigen  bietet  aber  die  Betrachtung  der  Differentia- 
tion der  Function  s=f(t)  grössere  Evidenz  dar,  als  die  der  ent- 
sprechenden Differential- Coefficienten,  weshalb  die  nun  folgende 
Untersuchung  zu  jenen  übergebt. 


Es  besteht  darüber  kein  Zweifel,  dass  aus  dem  Differential 
dt  — f'{f)dt,  worin  f'(t)  oder  t>  die  veränderliche  Geschwindigkeit  • 
zu  Ende  der  Zeit  t misst,  dnrch  Integration  der  Weg  s gefunden 
wird,  den  ein  Punkt  bei  geradliniger  Bewegung  bis  zu  Ende  der 
Zeit  t durchlaufen  hat;  es  ist  ferner  darüber  kein  Zweifel,  dass 
aus  der  Gleichung  dv=f(t)dt  oder  (Pt  —f”(t)  dfi,  worin  f"(1)  = <p 
die  beschleunigende  Kraft  zu  Ende  der  Zeit  t misst,  durch  ein- 
malige Integration  die  Geschwindigkeit  v und  durch  zweimalige 
der  Weg  * bestimmt  wird. 

Ebenso  unzweifelhaft  aber  ist  es,  dass  in  der  Mechanik  und 
Physik  die  Geschwindigkeit  f'(t)  oder  v,  als  die  Ursache  der 


*)  Lagrange:  Thdorie  de«  fnnct.  anal.  Troia.  part.  Art.  3. 
Page  313.  J.  F.  Frie«  gielit  in  seiner  „Mathematischen  Natur- 
philosophie (Heidelberg  1832.  Seite  502.)“  dieser  Bemerkung  des  La- 
grange eine  metaphysische  Begründung,  indem  er  behauptet,  dass 
eine  Bewegongsgleichung,  wie  x=Ct* , eine  veränderliche,  in  der  Na- 
tur unmögliche  Grnndkraft  fordere.  Dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  dass 
diese  Grnndkraft  (die  Anziehungskraft),  deren  Wirkung  die  Schwere 
sein  soll,  der  letztem  proportional  zu  nehmen  sei,  eine  foranssetzung, 
deren  Untaoglichkeit  unten  in  §.  6.  bewiesen  wird. 
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Grösse  des  in  der  Zeit  i durchlaufenen  Weges  s,  und  dass  die 
Grösse  dieses  Weges  * als  die  Wirkung  der  Geschwindigkeit 
f(t)  oder  v des  bewegten  Punktes  anerkannt  wird ; und  uicht 
weniger  zweifellos  gilt  die  Grösse  der  beschleunigenden  Kraft* 
/■"({)  oder  g>j  als  die  wirksame  Ursache  der  nach  Abfluss  der 
Zeit  t eingetretenen  Geschwindigkeit  f'(t)  oder  v,  so  wie  diese 
Geschwindigkeit  als  die  Wirkung  der  beschleunigenden  Kraft 
f"(t)  oder  tf. 

Daraus  folgt  aber,  dass  bei  den  Differentialien  f{l)dl  und 
die  Integration  das  wissenschaftliche  Hülfsmittel  ist,  ans 
der  Grösse  der  ursächlichen  Wirksamkeit,  welche  in  f'(t)dt  und 
f(f)dP  gegeben  ist,  die  Grösse  ihrer  Wirkung,  die  durch  / f(t)dl 
und  fff"(t)dt?  gemessen  wird,  zu  linden ; und  dass  umgekehrt 
die  Operation  des  Differentiirens  bei  den  Functionen  s—f{t)  und 
v = f'(t)  das  wissenschaftliche  Hülfsmittel  ist,  aus  der  Grösse 
der  Wirkung  die  Grösse  der  ursächlichen  Wirksamkeit  zu  finden. 

Dieser  Nachweisung  gemäss  besteht  der  Unterschied  zwischen 
t>  oder  f'(t)  und  vdt  oder  f'{t)dt,  sowie  zwischen  tp  oder  f"(t) 
und  q vdt  oder /"'(<)  dt1  darin,  dass  <p  und  v,  oder  f'\t)  und  f(t), 
die  arithmetischen  Maasse  der  augenblicklichen  Geschwindigkei- 
ten und  Beschleunigungen  ohne  Rücksicht  auf  ihre  gegenseitige 
genetische  Abhängigkeit,  dass  hingegen  vdt  und  (pdt,  oder  f(t)dl 
und  f(t)dt I®  eben  diese  Grössen,  aber  mit  Rücksicht  auf  ihre 
gegenseitige,  im  DifTerentialcalcul  entwiikelbare  genetische  Ab* 
hängigkeit  darstellen.  Demgemäss  könnte  man  v und  tp  oder  f(f) 
und  f"(t)  die  arithmetischen,  dagegen  vdt  und  (pdt,  oder 
f'{t)dt  und  f"(t)dt * die  genetischen  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen  nennen. 

Es  ist  aber  die  analytische  Abhängigkeit,  in  welcher  f"(t) 
von  f"'(t)dt,  und  überhaupt  f"(t)  von  fn+l(t)dt  steht,  genau  die- 
selbe, welche  f(t)  mit  f'(t)dt,  oder  f'(i)  mit  f"(,t)dt  verbindet, 
nämlich  diejenige,  welche  sich  allgemein  in  dem  Ausdrucke 
d — f*+l(t)dt , oder  in  //"+1(t)</<  = /’“(<) -f  C darstellt.  Da- 
her bringt  nothwendiger  Weise  fm{t)dt  in  Beziehung  auf  f'(t), 
uud  allgemein  fn+l{t)dt  in  Beziehung  auf  fn(t)  dieselbe  physika- 
lische Abhängigkeit  in  Rechnung,  welche  f'tfydt  in  Beziehung 
auf  /■(<),  und  f"(t)dt  in  Beziehung  auf  f'{t)  in  Rechnung  setzt. 

Da  nun  f\t)dt  in  Beziehung  zu  f(t),  und  f"(tjdt  in  Bezieh- 
ung zu  wie  sich  oben  ergab,  das  physikalische  Verbältniss 

der  Ursächlichkeit  oder  der  Bewirkung  in  Rechnung  bringt, 
so  misst  auch  f"(t)dt  diejenige  ursächliche  Wirksamkeit,  durch 
welche  die  in  f"(t)  gemessene  Grösse  erzeugt  wird  ; und  überhaupt 
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wird  durch  diejenige  ursächliche  Wirksamkeit,  welche 

die  in  f*(t)  in  den  Calcul  gebrachte  physikalische  Grösse  her- 
vorbringt, unter  Bezeichnung  ihrer  genetischen  Abhängigkeit  ana- 
lytisch dargestellt,  während  f*+l( f)  einfach  den  arithmetischen 
Werth  eben  dieser  ursächlichen  Wirksamkeit  bestimmt.  Demge- 
mäss könnte  man  wohl  die  auf  einander  folgenden  Differential- 
Coeflicienten  der  Bewegungsfunction  die  Causalstufen  der 

Bewegung  nennen  4). 

§•  3. 

Mit  Hülfe  der  hier  nachgewiesenen  causalcn  Bedeutung,  welche 
dem  Differential  d<p  = fm(t)dt  in  Beziehung  auf  das  Maass  der 


4)  Man  wolle  bemerken,  dass  hier  nicht  eine  besondere  Bedeutung 
des  allgemeinen  Differential  - Calcul«  vorausgesetzt  wird,  sondern  dass 
die  Discnssion  eines  spcciellen  Falles  auf  die  genetisrhe  Bedeutung  der 
Differentiation  für  diesen  Fall  binleitete.  Indess  wird  nicht  verkannt 
werden,  dass  die  Verallgemeinerung  der  causalen  Betrachtungsweise  von 
f=/(#)  und  seiner  Differentiation  auf  die  Idee  der  Fluxionenrechnung 
New  ton’«  führt,  bei  deren  Ausführung  nicht  nur  von  der  Vorstellung 
einer  physikalischen  oder  mechanischen  Causalität,  sondern  selbst 
von  der  Newton’schen  Ilülfsvorstellung  der  Geschwindigkeit  abstrahirt 
werden  könnte.  Dazu  würde  die  Auffassung  des"DiffcrentiaIs  als  des 
lnceptiv’s  oder  Inchoativ’s  der  veränderlichen  Grösse  dienen,  wie 
sie  Wallis  in  seiner  raathes.  un i vers.  cap.  2.  und  de  angnlo  con- 
to c tu«  , 2.  Abtheil.  cap.  5.  und  cap.  6. , eingr fuhrt  hat ; nur  bediente 
sich  Willis  zu  sehr  der  noch  halb  scholastischen  Ausdrucksweise  der 
damaligen  Philosophie  seiner  Heimath,  und  hielt  «ich  dem  allgemeinen 
Algorithmus  zu  fern.  Eine  kleine  Abhandlung  de«  Verfasser«  in  dem 
Osterprogramra  für  1850  des  Eisenacher  Realgymnasiums  suchte  die 
Auffassung  des  Wallis,  die  sich  ihm  von  selbst  aufgedrängt  hatte,  zu 
rechtfertigen  und  zu  erweitern.  Mag  es  nun  auch  dieser  Arbeit  an  durch- 
gängiger Evidenz  mangeln,  so  ist  doch  zu  wünschen,  dass  die  Incepti- 
venlbeorie  des  Wallis  ebensowohl  ihre  wissenschaftliche  Durchführung 
finden  möge,  wie  der  von  ihm  gleichfalls  zuerst  gegebenen  geometri- 
schen Deutung  der  imaginären  Ausdrücke  in  der  Theorie  der  lateralen 
Grössen  von  Ganss  ihre  Vollendung  geworden  ist.  Auch  möchte  sich 
schon  ans  einer  Analyse  des  art.  111.  eoroll.  2.  in  Maclaurin’s  trea- 
tise  of  fluxiona,  wo  dio  Ordinate  einer  zu  quadrirenden Fläche  (nach 
Wallis  also  das  Inceptiv  derselben)  der  Fluxion  der  Fläche  proportio- 
nal gefunden  wird,  und  der  erweiterten  Bedeutung  der  Quadratur,  wie 
sie  art.  114.  lehrt,  mit  Evidenz  ergeben,  dass  die  genetische  oder  cail- 
sale  Deutung  des  Differential-Calculs  sich  sehr  wohl  mit  der  anschau- 
lichen Klarheit,  deren  Vorbild  uns  die  alten  Griechen  geben,  vereinigen 
lässt 
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beschleunigenden  Kraft  tp  = f(t)  zukommt,  lässt  sich  mit  Sicher-  . 
heit  entscheiden,  ob  die  Natur  der  aus  dem  Gravitationsgesetze 
hervorgehenden  Bewegungen,  denen  die  Gleichung  s — f{t)  ange- 
passt sein  soll,  der  Annahme  einer  physikalischen  Ursache  der 
Schwere,  d.  h.  einer  der  Centralmasse  eigentümlichen  Kraft  der 
Anziehung,  deren  Wirkung  die  Schwere  des  gegen  die  Central- 
masse gravi tirenden  Punktes  sein  soll,  entspricht  oder  widerstrei- 
d(p 

tet.  Hat  nämlich  ~ = wenn  es  dieser  Untersuchung  an 

gepasst  ist,  einen  angebharen  arithmetischen  Werth,  so  ist  die 
Existenz  der  Anziehungskraft  erwiesen ; ist  dieser  Werth  aber 
der  Null  gleich,  so  hat  die  voraussetzliche  Anziehungskraft  der 
Centralmasse  keine  physikalische  Existenz. 

Es  bietet  aber  die  wissenschaftliche  Erfahrung  zwei  Fälle  zur 
Untersuchung  der  Schwere  in  der  hier  geforderten  Richtung  an; 
man  kann  entweder  von  der  elliptischen  Bewegung  eines  schwe- 
ren Punktes  um  sein  Gravitationscentrum , oder  auch  von  der  gerad- 
linigen Bewegung  eines  schweren  Punktes  nach  dem  Gravilations- 
centrum  hin,  also  vom  allgemeinen  Fallgesetze  ausgehen.  I)a 
aber  nach  der  Hypothese  der  allgemeinen  Anziehungskraft  die 
Ursache  der  Schwere  in  derjenigen  Richtung  zu  suchen  ist,  in 
welcher  die  Schwere  den  gravierenden  Punkt  zur  Bewegung  treibt, 
so  kann  auch  bei  der  elliptischen  Bewegung  des  schweren  Punk- 
tes nur  die  Annäherung  desselben  an  das  Gravitationscentruro, 
welches  bekanntlich  einer  der  Brennpunkte  der  Ellipse  ist,  in 
Frage  kommen.  Die  Gleichung  s = f(t)  muss  also  fiir  diesen  Fall 
für  die  relative  Bewegung  des  schweren  Punktes  in  Beziehung 
auf  sein  Gravitationscentrum  eingerichtet  werden,  so  dass  die 
Drehung  des  Radius  vector  um  das  Gravitationscentrum  aus  der 
Rechnung  bleibt,  und  die  grösste  Länge  von  s der  doppelten  Excen- 
tricität  der  elliptischen  Bahn  oder  dem  Unterschiede  des  grössten 
und  des  kleinsten  Radius  vector  gleich  wird. 

Nun  ist  die  beschleunigende  Kraft  go,  welche  den  gravieren- 
den Punkt  in  seiner  elliptischen  Bahn  gegen  das  Gravitationscen- 
trum  hintreibt,  wenn  v die  Geschwindigkeit  desselben  in  der 
elliptischen  Bahn,  p sein  Krümmungshalbmesser  und  & der  Win- 
kel zwischen  diesem  und  dem  Radius  vector  r des  Punktes  ist, 
wobei  v,  p und  &,  so  wie  auch  r,  implicite  Functionen  von  t sind, 

t>« 

pcostt  ’ 

•Iso 

dip cos  &(2edv — vdg)  -f-  rpsinffdff 

dt  p*cos0*d< 


(7) 

(8) 
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Es  bängt  aber  die  Veränderlichkeit  von  cp  jedenfalls  zu  einem 
Jheile  von  der  bekannten  geometrischen  Eigenschaft  der  Schwere 
ab,  die  man  ihr  Ausbreituogsgesetz  nennt,  davon  nämlich,  dass 
die  Grösse  der  Schwere  eines  Punktes  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse des  quadrirten  Abstandes  desselben  von  seinem  Gravitations- 
centrura  steht.  Dass  nun  diese  räumliche  Bedingtheit  der  Schwere 
über  den  Grad  der  supponirten  Anziehungskraft,  welche  die  Cen- 
tralmasse an  sich  haben  soll,  nichts  entscheidet,  ergiebt  sich 
daraus,  dass  in  einem  und  demselben  Abstande  des  gravierenden 
Punktes  von  seinem  Gravitationscentrum  die  Schwere  des  gravi- 
erenden Punktes  sich  ändern  würde,  wenn  die  voraussetzliche 
Anziehungskraft  des  Gravitationscentrums  eine  veränderliche  wäre, 
und  dass  das  Gesetz  dieser  Veränderung  allein  eine  Function 
der  veränderlichen  Anziehungskraft  sein  würde.  Daher  kann  aus 
der  Schwere  eines  gravierenden  Punktes  nur  dann  ein  Schluss 
auf  den  Grad  der  voraussetzlichen  Anziehungskraft  des  Gravita- 
tionscentrums, welche  die  Ursache  der  Schwere  des  gravierenden 
Punktes  sein  soll,  gemacht  werden,  wenn  der  Abstand  des  gra- 
vitirenden  Punktes  constant,  und  bei  allen  bezüglich  ihrer  Schwere 
mit  einander  zu  vergleichenden  Punkten  gleich  gesetzt  wird. 


Es  ist  also  für  die  Gleichung  (7),  in  welcher  cp  die  Schwere 
des  gravierenden  Punktes  misst,  der  Radius  vector  r constant  zu 
denken,  wenn  dieselbe  zur  Berechnung  der  Grösse  oder  Inten- 
sität der  voraussetzlichen  Anziehungskraft  des  Gravitationsceu- 
trums  dienen  soll.  Nach  Anleitung  des  §.  2.  gieht  dann  die  Glei- 
chung (8)  sofort  die  Intensität  der  voraussetzlichen  wirksamen 
Ursache  der  Schwere  des  gravierenden  Punktes,  wenn  mau  in 
ihren  allgemeinen  Ausdruck  diejenigen  besonderen  Werthe  von 
v,  Q und  & einführt,  die  sich  aus  der  unvermeidlichen  Bedingung, 
dass  r constant  sein  solle,  ergeben.  Ist  aber  der  Radius  vector 
r constant,  so  wird  die  elliptische  Bahn  ein  Kreis,  v constant  und 
&,  da  nun  p mit  r zusammenfallt,  der  Null  gleich.  Dadurch  er- 
hält die  Gleichung  (8)  den  besondern  Werth 


womit  der  Beweis  gegeben  ist,  dass  die  Intensität  der  voraus- 
setzlichen  Anziehungskraft  der  Null  gleich  ist,  dass  also  eine 
ursächliche  Wirksamkeit,  welche  die  Schwere  eines  gravierenden 
Punktes  hervorbringen  sollte,  für  die  Physik  oder  Mechanik  nicht 
existirt. 

§.  4. 

Ganz  dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  für  den  Werth  von 
Thtii  XXXI.  16 


/■ 
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aus  dem  Ausdrucke  der  Schwere  im  allgemeinen  Fallgesetze, 
welcher  bekanntlich 


f 


9 


(10) 


ist,  wenn  g die  Schwere  des  gravitirenden  oder  fallenden  Punk- 
tes in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Gravitationscentruro,  e der 
anfängliche  Abstand  des  fallenden  schweren  Punktes  und  * die 
veränderliche  Entfernung  desselben  vom  Gravitationscentrum  misst, 
wobei  man  t als  eine  implicite  Function  von  t zu  betrachten  hat. 
Es  ist  daun 


dtp 2 gilt 

dt  (e — s)3dt 


(»D 


das  Maass  der  gauzen  augenblicklichen  Aeuderung  von  <p  nach 

dtp 

§.  1.,  Gleichung  (6).  Um  daraus  den  besonderen  Werth  von  ^ 

zu  finden,  auf  welchen  die  geometrische  Abhängigkeit  der  Schwere 
cp  von  dem  Abstande  des  gravitirenden  Punktes  von  dem  Gravi- 
tationscentrum keinen  Einfluss  baben  soll,  muss  dieser  Abstand, 
der  hier  durch  s gegeben  ist,  constant  genommen  werden  ; dadurch 
wird  dt  — ö,  also  auch 


(12) 


woraus  denn  wiederum  folgt,  dass  die  allgemeine  Anziehungskraft, 
als  Ursache  der  Schwere  gedacht,  eine  falsche  Hypothese  ist. 


§•  5. 

Da  bei  den  Differentiationen  in  den  Gleichungen  (S)  und  (11) 
die  ganze  Veränderlichkeit  von  qp,  dieses  als  implicite  Function 
von  t gedacht,  berücksichtigt  ist,  und  erst  in  diesen  allgemeinen 
Differentialien  von  <p  gewisse  Grössen  der  Natur  der  Sache  nach 
constant  gesetzt  wurden,  so  ist  gegen  die  in  den  Gleichungen  (9) 
und  (12)  gefundenen  besonderen  Werthe  von  cp  von  Seiten  des 
CalcuLs  durchaus  nichts  einzuwenden.  Sollte  aber  die  Reflexion 
einen  Anstoss  daran  nehmen,  dass  in  den  Fällen,  für  welche 

dtp  , 

=0  wird,  eine  Bewegung  nach  dem  Gravitationscentrum  bin 

nicht  stattfindet,  so  könnte  man  dieses  Bedenken  durch  Hinwei- 
sung auf  die  conditionalen  Definitionen  von  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung,  wie  sie  in  §.  1.  nach  Maclatirin  gegeben  wur- 
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den,  für  erledigt  halten;  deun  jenes  „würde,  wenn“  macht 
keine  Anforderung  an  eine  wirkliche  Bewegung  während  des  sup- 
ponirten  Zeittheiles  dl.  Indess  braucht  man  sieb  auf  diese  logische 
Erledigung  des  der  Reflexion  etwa  aufstossenden  Bedenkens  nicht 

zu  beschränken,  da  9 auch  für  den  Fall,  wo  ^=0  wird,  ein 

arithmetisches  Maass  findet,  welches  die  empirische  Realität  der 
dureh  9 gemessenen  Grösse  zur  Grundlage  bat. 


Denn  was  zunächst  die  Realität  von  <p  unter  denjenigen  Um- 
ständen, für  welche  die  Gleichung  (9)  in  §.  3.  gilt,  angeht,  so 
ist  dieselbe  durch  die  aus  der  Kreisbewegung  nothwendig  ent- 

springende  Centrifugal- Beschleunigung  — erwiesen,  so  dass  zu- 
c® 

gleich  — als  ein  reales,  von  dem  Wege  $ unabhängiges  Maass 
von  9 gegeben  ist. 


Dagegen  erhält  dasjenige  9,  für  welches  die  Gleichung  (12) 
in  §.  4.  gilt,  seine  reale  Bedeutung  in  dem  Drucke,  den  ruhende 
Massen  gegen  das  Hinderniss  ihres  Fallens  ausüben,  wodurch 
wiederum  ein  von  s unabhängiges  empirisches  Maass  für  <p  dar- 
geboten wird.  Denn  ist  p das  Gewicht  der  Masse  m und  r ihi 

Abstand  vom  Gravitationscentrum,  so  hat  man  9 = -^*. 

T mr * 


§.  6. 

Die  gewöhnliche  Hypothese,  nach  welcher  die  Schwere  eines 
Punktes  der  Anziehungskraft  der  Centralmasse  proportional  sein 
soll,  ist  nicht  nur  den  hier  gefundenen  analytischen  Resultaten 
entgegen,  sondern  verstösst  auch  gegen  anerkannte  Grundsätze 
der  allgemeinen  Physik.  Ein  solcher  Grundsatz  ist,  dass  da,  wo 
eine  Ursache  wirksam  ist,  die  noth wendige  Folge  eine  Verände- 
rung derjenigen  Zustände  ist,  welche  von  dieser  Ursache  abhän- 
gig sind,  und  dass  diese  Veränderung  so  lange  vor  sich  geht, 
als  die  Ursache  derselben  wirksam  ist.  Wäre  nun,  um  der  exak- 
testen Entwickelung  der  gewöhnlichen  Theorie  der  Anziehungs- 
kraft, wie  sie  J.  F.  Fries  darstellt  ’),  zu  folgen,  f — km' . ip(«), 


5)  J.  F.  Fries:  Mathematische  Naturphilosophie,  S.  456, 
wobei  bemerkt  werden  mag,  dass  Fries  den  Ausdruck:  beschleuni- 
gende Kraft  vermieden,  und  dafür  : augenblickliche  Beschleunigung,  oder: 
augenblickliche  Intensität  der  stetigen  Beschleunigung  gesetzt  wissen, 
und  den  Ausdruck : Kraft  nur  seiner  Grundkraft  der  Anziehung  (oder 
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worin  f die  augenblickliche  Beschleunigung,  k die  Anziehungs- 
kraft jedes  wirkenden  Theiles  der  Masse  m'  und  tp(a)  eine  Func- 
tion des  Abstandes  des  mit  der  Beschleunigung  f gegen  m'  gra - 
vitirenden  Punktes  von  dem  in  einem  Punkte  vereinigt  gedachten 
in'  bezeichnet:  so  kann  nach  obigem  Grundsätze  /'nicht  constant 
bleiben,  während  die  Anziehungskraft  der  Masse  m'  wirksam  ist. 
Demgemäss  könnte  obiger  Werth  von  f nur  etwa  der  Werth  der 
.Beschleunigung  nach  Ablauf  der  Zeiteinheit  sein , und  der  allge- 
meine Werth  wäre  vielmehr  f = km'tty(a).  Da  aber  der  Erfahrung 
gemäss  die  beschleunigende  Kraft  der  Schwere  bei  constaoter 
Entfernung  constant  bleibt,  so  liegt  die  Unrichtigkeit  der  für  eine 
Grundkraft  der  Anziehung  versuchten  Hypothese  klar  vor. 

Es  hat  aber  diese  falsche  Hypothese  offenbar  ihre  reale  Quelle, 
wenn  von  metaphysischen  Deductionen  abgesehen  wird,  in  der 
von  Newton  bewiesenen  Thatsache,  dass  die  Schwere  eines  gra- 
vitirenden  Punktes  bei  gleichen  Entfernungen  von  verschiedenen 
Centralmassen  diesen  Massen  einfache  und  gerade  proportional 
ist;  deun  es  liegt  der  Reflexion  sehr  nahe,  diejenigen  Körper, 
deren  Massen,  Abstände  und  Lagen  die  Schwere  jedes  gegen 
dieselben  gravierenden  Punktes  völlig  bestimmt,  als  die  wirksa- 
men Ursachen  der  Schwere  dieser  Punkte  anzusehen,  zumal  auch 
Äas  sogenannte  Ausbreitungsgesetz  der  Schwere  wegen  seiner 
Aehnlichkeit  mit  dem  Ausbreitungsgesetze  des  Lichtes  und  des 
Schalles  zu  einer  Hypostasirung  der  bloss  geometrischen  Bedingt- 
heit der  Schwere  in  eine  von  der  Centralmasse  ausgebende  Kraft 
der  Anziehung  so  leicht  verfuhrt. 

Uebrigens  sind  die  hier  gewonnenen  Resultate  der  analyti- 
schen Untersuchung  über  die  Ursache  der  Schwere  von  jeder  Hypo- 
these über  die  physikalische  Natur  der'Schwere  und  deren  Be- 
wirkung unabhängig.  Wäre  die  beschleunigende  Kraft  der  Schwere 
ein  mechanisch  oder  statisch  mitgetheilter  Druck,  wie  in  der  un- 
ausführbaren 6)  Aetberdruclr- Hypothese  Newton’s,  so  würde 
doch  die  vorstehende  Untersuchung  auf  die  Agentien,  welche 
diesen  Druck  bervorbringen  sollen,  in  gleicher  Weise  Anwendung 


Abatoaaung)  Vorbehalten  will.  Da  aber  die  ßeachlcunigung  nicht  blnaa 
ein  Maaaa  in  der  veränderten  Bewegung,  anndern  auch  ein  atatiachea 
Mauaa  hat,  welchea  die  Voratellnng  einer  bcachleunigtcn  Bewegung  ala 
Merkmal  nicht  enthält,  wie  der  Scbiuaa  dea  vorigen  §.  5.  in  Erinnernng 
bringt,  ao  iat  in  der  allgemeinen  Definition  von  <p  und  dem  aprachlichen 
Auadrueke  daa  Merkmal  einea  Triebea  zur  Bewegung,  alao  die  Voratel- 
lung  einer  Kraft,  nicht  zu  entbehren. 

*)  Whewcll:  Aatronomy  and  general  phyaica.  Land.  1833. 
pag.  224. 
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finden  und  gleiche  Resultate  geben.  Oder  wenn  etwa  Faraday 
behauptet,  die  herrschende  Theorie  der  Schwere  sei  im  Wider- 
spruch mit  seiner  Vorstellung  von  einem  wechselseitigen  Ueber- 
' gehen  aller  Naturkräfte  in  einander,  unter  denen  er  freilich  zunächst 
die  Imponderabilien  versteht,  so  handelt  es  sich  doch  in  der 
analytischen  Mechanik  gar  nicht  um  die  qualitative  Beschaffenheit 
der  beschleunigenden  Kraft,  sondern  um  die  Abhängigkeit  ihrer 
quantitativen  Verhältnisse. 

Als  endliches  Resultat  vorstehender  Untersuchungen  steht 
also  folgendes  fest: 

es  ist  ein  allgemeines  Naturgesetz , dass  die  Masse  eines 
jeden  Körpers,  nebst  dem  Abstande  und  der  Lage  des- 
selben bezüglich  eines  gravierenden  Punktes,  allerdings 
die  vollständige  Bedingung  für  die  Schwere  des  letz- 
teren ist,  ohne  aber  mit  einer  Kraft  verbunden  zu  sein, 
welche  die  wirksame  Ursache  der  Schwere  wäre. 

Die  Bedeutung  dieses  allgemeinen  Naturgesetzes,  welchem 
die  Schwere  unterworfen  ist,  hebt  sich  dadurch  hervor,  dass  ver- 
möge desselben  das  Gebiet  der  gravierenden  Massen  mit  dem 
der  organischen  Gestaltungen  unter  ein  und  dasselbe  Princip  zu- 
saromenlällt;  denn  darin,  da?s  die  Gesetze  des  Lichts  die  be- 
stimmenden Bedingungen  der  Einrichtung  des  Auges,  dass 
die  Gesetze  der  Schallschwingungen  die  bestimmenden  Bedin- 
gungen für  die  Einrichtung  des  Gehörs,  dass  die  hydrostatischen 
und  hydromechanischen  Gesetze  des  Blutumlaufes  die  bestimmen- 
den Bedingungen  für  die  Einrichtung  des  Herzens  und  des 
Blutadersystems,  u.  s.  f.,  sind,  ohne  dass  die  vorangestellten  Ge- 
setze die  wirksamen  Ursachen  der  genannten  organischen 
Einrichtungen  enthalten,  spricht  sich  die  Natur  der  organischen 
Bildungen  mit  charakteristischer  Deutlichkeit  aus. 


. i 
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XIX. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Dr.  G.  Zehfuee  io  ßarmstadt. 


1)  Wie  beweist  man,  dass  die  Determinante 


Ol  — bi 

at  — 6a 

o,— ft. 

• oo.  fl|— ft» 

at—bt 

°t  — 

o2— 6, 

....  o*  ft* 

0,-6, 

a3  — bt 

o,— ftg 

• •••  — 6« 

an  — bl 

flfl Aj 

an  — ft. 

....  an  — 6. 

gleich  Null  ist,  so  oft  n>  2,  während  sie  für  n = 2 den  Werth 
(o,  — at)  (ft,  — ft*)  erhält  ? 

2)  Die  Integrale 


J1  f\x)dx  und  J*  [f(x)—  f(x+b-a)]dx 


sind  einander  gleich , so  oft  beide  ydliche  und  bestimmte  Werthe 
zulassen.  Unter  welchen  Bedingungen  lässt  sich  ein  ganz  analo- 
ges Resultat  erzielen,  in  welchem  für  die  obere  Grenze  oo  die 
untere  Grenze  — oo  steht? 


3)  Es  ist 


ff  /0,y)fo%=  f tdtf  o/'(x,  y) , 

— o i 4 ty 

wobei  rechterbaud  für  y sein  Werth  aus  f(x , y)  = f zu  setzen 
ist,  und 

/■(«,  0)  — t;  ß=f(0,  ü) ; y = f(x>,  ®). 


Insbesondere  ist  für  f(x,y)  = F(x).e~y. 

>jP(0) 


/OB  />  j 

F(x)  dx  z=J 


wobei  ‘ip(l)  die  aus  der  Auflösung  der  Gleichung 


t = f(x,0)  = F\x) 


entstehende  Auflösung  x — ty(t)  oder  die  umgekehrte  Function 
von  F varstellt.  Die  letzte  lntegralformel  lässt  sich  auch  ganz 
direct  ableiten. 

4)  Das  Integral 
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11 ' ’ ' * » » : Im, 

• • /**  ft*  ■■  •'  7r.,*i 

«/  e1«1)  : 

kehrt  durch  die  Substitution  x = i identisch  auf  dieselbe  Form 

ct 

zurück,  und  liefert  mithin  einen  Beweis  ad  oculns,  dass  die  Regeln 
des  Substitutions  - Verfahrens  richtige  Resultate  liefern. 


5)  Es  sei 


(e~ax  — cos  ax) 


Setzt  man  nun  — für  x,  so  entsteht 


ax 

x 


F («)  = j'  («"*  — cosx)  ~ = F\l). 

o 

Da  mithin  F(a)  constant  gleich  F(l)  ist,  so  ist  auch  F( 0)  = +"(1),  d.  h. 


, Sx 

— cosx)  — • 

X 


o 

Obgleich  nun,  wie  man  aus  der  Theorie  des  fntegralcosinns 
weiss,  dieses  Resultat  richtig  ist,  so  ist  doch  die  Herleitungsweise 
falsch,  weil  man  auf  demselben  Wege  beweisen  könnte,  dass  auch 


(c-"z  — cosx)  — =0 

sein  müsste,  was  unrichtig  ist.  Wo  liegt  der  Fehler? 

6)  Bei  einem  in  Süddeutschland,  wahrscheinlich  aber  auch 
anderwärts  gebräuchlichen  Würfelspiele  werden  bei  jedem  Wurfe 
dem  Spieler  so  viele  Augen  angerechnet,  als  die  beiden  höchsten 
gleichen  Augenzahlen  und  ausserdem  die  höchste  unter  den  übri- 
gen Augenzahlen  des  mit  sechs  Würfeln  gebräuchlichen  Wurfes 
zusammengenommen  anzeigen,  so  dass  z.  B.  der  Wurf  5,  4,  3,  3,  2,  2 
als  3 + 3+5  gezählt  wird.  Wie  ungerecht  dies  Spiel  ist,  indem 
die  Gewinnste  durchaus  nicht  in  umgekehrtem  Verhältniss  zur 
Wahrscheinlichkeit  der  einzelnen  Würfe  stehen,  möge  aus  nach- 
stehender Tabelle  ersehen  werden,  zu  der  wir  noch  bemerkeu, 
dass  6 gleiche  Augenzablen  als  19,  und  die  Augen  J,  2,  3,  4,5,  6 
als  20  gerechnet  werden. 

Die  Berechnung  dieser  Tabelle  ist  für  Schüler  eine  nützliche 
Hebung  in  der  Wahrscheinlichkeits  - Rechnung  und  Combinations- 
lehre.  Die  Columne  A.  enthält  die  dem  Spieler  anzurechnenden 
Augenzahlen.  Dieselben  können  meist  auf  mehrere  Arten , welche 
daneben  in  der  Columne  B.  angemerkt  sind,  entstehen.  So  ent- 
steht der  WTurf  16,  der,  beiläufig  bemerkt,  am  häuägsten  auftritt. 
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auf  2 Arten,  der  Wurf  12  auf  drei:  336,  444  , 652,  welche  zur 
Berechnung  der  Häufigkeit  ihres  Vorkommens  drei  we- 
sentlich verschiedene  Formeln  erfordern,  jenachdem 
die  Zahlen,  welche  die  beiden  gleichen  Würfel  bedeuten,  gleich, 
grösser  oder  kleiner  sind,  als  die  höchste  ausserdem.  Die  Co- 
lumnen  C.  und  D.  enthalten  die,  den  in  den  Columnen  B.  und  A. 
begriffenen  Zahlen  entsprechenden  Häufigkeiten  des  Vorkommens. 


A. 

B. 

C. 

D. 

4 

112 

6 

6 

5 

113 

36  1 

51 

221 

15  1 

6 

114 

186  i 

227 

222 

41  f 

; 115 

816  4 

7 

223 

156  } 

987 

l 331 

15-1 

r 116 

2286  y 

8 

\ 224 

486  \ 

2997 

l 332 

225  J 

925 

1296  i 

9 

333 

232  1 

1543 

441 

15  / 

226 

2946  i 

10 

334 

786  l 

3957 

442 

225  J 

335 

1776  4 

11 

443 

975  1 

2766 

551 

15  J 

r 336 

3606  , 

12 

J 444 

693  l 

4524 

1 552 

225  J 

445 

2256  4 

13 

553 

Ö75  l 

3246 

661 

15  J 

446 

4266  , 

14 

554 

2625  1 

7116 

662 

225  | 

15 

555 

1544  I 

2519 

663 

975  ] 

16 

" 556 

4926  | 

7551 

664 

2625  | 

17 

665 

5535  J 

5535 

18 

666 

2905 

2905 

19 

20 

6 gleiche 
123456 

6 

720 

6 

720 

|Anzabl  aller  Würfe  = 66  = 

= 46656 
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Note  sur  l’evaluation  des  integrales  fxydm,  fxzdm , 
Jyzdm,  fx*dm,  f yldm , f z*dm  pour  une  pyramide 
triangulaire  dont  la  base  est  situee  dans  le  plan  des 
xy,  une  des  areles  etant  prise  pour  axe  des  x. 

j*‘>  •• 

Par 

Monsieur  ft.  Lobalto, 

Prufcs«enr  de  umlhemaliques  supärieures  ä 1’Acaddmie  Royale  ä Delft. 


1.  Afin  de  parvenir  plus  facilement  ä la  valeur  de  la  pre- 
miere  de  ces  integrales,  nous  commeucerons  par  chercher  celle 
de  l'intdgraie  double  ffxydxdy  dtendue  a un  triangle  queleouque 
situe  dans  le  plan  des  xy.  Soit  ABC  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ce  triangle; 
prenons  d’abord  le  sommet  A pour  origine  d’un  Systeme  d’axes 
rectangulaires  Ax' , Ay'  paralleles  aux  axes  Ox,  Oy.  Soient  m , n 
les  coordonnees  du  point  B et  m' , n'  celles  du  point  C,  par  rap- 
port  au  premier  des  deux  systemes  d’axes.  En  ddsignant  par  V 
le  volume  du  solide  produit  par  la  rdvolution  du  triangle  ABC 
autour  de  Taxe  Ax' , l’on  a 

V — Inffy'dx'dy'. 

D’ailleurs  le  moment  de  ce  solide  relatif  ä l’origine  A,  ou  en 
d’autres  termes  le  produit  de  ce  solide  par  la  distance  de  srm 
centre  de  gravitd  au  point  A,  a,  comme.  Ton  sait,  pour  valeur 
2«j (f x'y'dx'dy'.  L’integrale  double  ff x'y'dx'dy'  dtendue  ä toute 
la  surface  du  triangle  sera  ainsi  connne,  des  qu’on  aura  trouvd 
l’expression  du  moment  du  solide  de  revolution  par  rapport  ä 
Th  eil  XXXI.  * 17 
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l'origine  A.  Or  ce  solide  se  compose  dvidemment  de  la  somme 
du  cdne  entier  et  du  cdoe  tronque  produits  par  la  rdvolution  du 
triangle  Aßb  et  du  trap^ze  BbCc  autour  de  Faxe  Ax' , diminuee 
du  cdne  provenant  du  triangle  ACc. 

Les  moments  des  deux  cones  entiers  ont  pour  valeurs  jn*m2, 

— «'*»»'*.  Quant  ä celui  du  cdnc  tronque,  on  s'assurera  sans  peine, 

4 

b l'aide  des  principes  de  statique,  que  son  moment  pourra  4tro 
exprime  sous  la  forme  suivante : 

g (m'  — in)  1 w*m  + i(w  + m')  (n  + n')*  + n'*m'  )• 


Qn  aura  ainsi  » - ' 

injfx'ij'dx'dy' 

[ry-üag + t , 


ssn 


done 


0) 


ffa'y'dx'dy 


= ^ 1 3(n*m* — n'*m'*)  - 2 (m'—m)  (n*m  + n'2m')  + (n  fn')1  (m'*— m*)  1 
= ^ n'ama  + ? ( nm ' — mri)  ( mn  + m'n1)  | 

irrmf  — n'm)\nm'  + n'm  t-2(mn  + m'n')) 

*V-i  ;j  • * t i . * . • li  , *•  > ‘ " ’ •''* 

j i,  . . •...  '•  '•  >'  !'  ''•  f '•''•  "•>■'-1 

:=  j^Um + «')(«  + »')  + »»»  + »"'»'!.  ■ , ■ •• 

. . • * i - \\  ‘ V.  i , - ' ' * * 5 

J representant  Faire  du  triangle  ABC.  i ■< 

11  est  aise  maintenant  d’obtenir  la  valeur  de  cette  integrale 
relativement  au  Systeme  d'axes  paralleles  passant  par  un  point 
quelcoDque  O.  v 


Designern*  a cet  effet  les  nouveiles  coordonnees  du  point  d 
par  a,  fi,  celles  du  point  B par  a' , b' , et  ceiles  du  point  C p a» 
a" , b".  Od  aura  alors 


m — al — a, 
Ensuite  . . 


n—b'  — b,  m'  = a"  — a,  ti'  = b"  — b. 


i i/-. 
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ffxydxdy  —ffix1  + fl)  (y'  + 6)  dx'dy'  J 

= ff x’y' dx'dy'  + aff y' dx'dy' \bff x' dx'dy'  fab.J.  1 

Nomina  nt  X,  Y les  coordonnees  du  centre  de  gravitd  du  trlangle, 
par  rapport  aux  axes  Ax'.Ay',  on  aura: 

, r /n+n'\,  fb'\b"—  26\  _ 

JJy'dx'dy'  = J.  1 = ( - 3— J J = ( 3 ) J. 

Oes  valeurs  etant  substituöes  dans  l'equation  (2),  on  obtiendra 
ä l’aide  de  l’equation  (1),  pour  l’intdgrale  double  dont  ii.s’agit: 

ffxydxdy 

= ^>l(a'  + a” — 2a)  (6'  + 6" — 26)  + (a' — «)  (6'  - 6)  + (a"-a)(6"-6) 
+ 4a  (6'  + b"  - 26)  + 46  (a'  + a"  -2a)  + 12o6 1 
expression  qui  pourra  facilement  et  re  röduite  a la  forme  »ymitrique: 

(3) 

ffxydxdy  = jr>((a  + o')(6  + fr')  -f-  (a  + a")  (6+6")  + (a'+a")  (6'+6")  j. 

2.  Passons  actuellement  ä la  recherche  de  la  valeur  de 
fxydm  pour  la  pyramide  ABCT  (Taf.  V.  Fig.2.)  dont  une  des 
ar£tes  AB  est  prise  pour  axe  des  x,  et  la  face  ABC  pour  plan 
des  xy.  Soit  t la  projection  sur  ce  plan  du  sonmiet  T de  la  Pyra- 
mide. Nommons  a,  ß les  coordonnees  du  point  t;  a' , ß'  celles 
du  point  C;  a"  la  longueur  AB,  et  A la  hauteur  de  la  pyramide 
qui  sera  ainsi  coiupletement  dcterminee  ä l’aide  de  ces  six  quan- 
tites. 

Prenant  la  masse  de  l’unitd  de  volume  pour  unitd  de  masse, 
l’integrale  fxydm,  qui  exprinie  alors  l’intdgrale  triple  fffxydadydi 
pourra  ötre  presentee  sous  la  forme 

/ di  ffxydxdy. 

Considerons  maintenant  une  section  du  corps  prise  parallelement 
ä la  base,  ou  au  plan  des  xy,  k une  distance  quelconque  z de 
celui-ci ; et  dont  la  projection  sur  ce  plan  soit  reprdsentee  par  le 
triangle  nbc,  semblablc  k la  base  ABC,  uous  pourrons,  ä t’aide 

17* 
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de  ce  qni  a ete  trouve  nn  n°.  prdcddent,  evaluer  l'integrale  Jfxydxdy 
dteodue  ä la  sectlon  abc,  en  fonction  de  la  distance  t,  ce  qni  con- 
duira  directeraent  ä la  valear  de  l'integrale  triple  qu'il  s'agit  de 
trouver. 

A cet  effet  il  faudra  remplacer  dans  la  form.  (3)  l’aire  J par 
celle  du  triangle.  abc,  et  les  six  coordonndes  a,  b etc.  par  celles 
des  trois  sommets  a,  b,  c.  Soit  A faire  de  la  face  ABC,  celle 

du  triangle  abc  s'exprintera  evidemment  par  A.  Quant 

aux  valeurs  des  six  coordonndes  en  fonction  de  z,  on  trouvera 
facilement,  a faide  de  la  figure  pour  celles 

dans  le  eens  ries  x rinn»  le  acn»  riea  y 


du  point  a 

er  2 

- ~h' 

ß *. 
h' 

du  point  b 

ß-. 

h ' 

- du  point  c 

ß'-(ß'~ß)]> 

Substituant  ces  valeurs  ä la  place  de  a,  b,  a' , //,  o",  b"  dans 
la  form.  (3),  on  obtiendra  pour  l'integrale  JJfxydxdydz  etendue 
au  volurae  entier  de  la  pyramide,  une  expression  de  la  forme 

rs/‘(iti)’IP+  «!+*£'*• 

' ■'  o 

oü  les  coefflciens  P,  Q,  It  ne  ddpendeut  que  des  cinq  coordon- 
ndes  a,  ß,  a' , ß' , 

Or  puisqn'ou  a 


il  en  resulte: 


rm  f=M. 

i» 

f\nrJxidt=M’ 

o 

(4) 


JXTxydxdydz  = ^ | 20P  + 5Q  + Mt\  = ‘20P+5Q  + 2R  |, 
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en  introduisant  la  mause  M de  ta  pyramide.  II  ne  nous  reste 
encorp  qu’a  determiner  les  valeurs  des  quantites  P,  Q,  R.  Pour 
cela  observous  qu’il  resulte  de  la  composition  syruetrique  de  la 
form.  (3)  que  loraque  ces  valeurs  aurout  ete  obtenues  pour  lea 
coordonnees  de  deux  quelconques  des  trois  sommets,  parex.  pour 
les  [Kiints  a et  c,  on  en  ddduira  sans  peine  celles  qui  se  rappor- 
tent  aux  deux  autres  combinaisons.  En  effet,  la  partie  de  la  fonction 

relative  seulement  ä ces  points  a et  c,  aura  pour  expression 
(«'-(«' -2a)jr)(ß'-(fl'  -2ß)  g) 

d'oü  l'on  tire : 


P = a'ß’ , 

Q = (2 a-a')ß'  + (2ß-ß')a'  ~2(aß'  -f  a'ß -a'ß'), 


R = a'ß'  + laß  — 2a' ß - 2aß' , 

20P  + 5 Q + 2R  = 2 1 laß  + 6a' ß'  + 3aß'  + 3a'ß  |.  (5) 


Pour  la  partie  relative  aux  points  6,  c,  on  aura  l'expressiou 

> n 

(«'  + «'-  («'  + a" - 2a)  g)  (ß'-(ß'  - 2ß)  g). 

II  oe  sagira  donc  que  de  remplacer  dans  la  form.  (5)  la  quantile 
a'  par  a'-fa"  pour  en  ddduire  immediatement  la  valeur  que  cette 
fonction  prendra  pour  la  partie  relative  a ces  deux  points.  On 
obtieudra  ainsi  par  suite  de  ce  changement 

2 1 laß  -f-  6/?'  («'  + «")  + 3aß'  + 3 (a'  + a")ß  |.  (6) 

De  mdme  la  partie  relative  aux  points  a,  b se  deduira  de 
I’ expression  (3)  en  changeant  a!  en  o",  et  faisant  /?'  = 0,  ce  qui 
fournira  la  valeur 

2 (laß  -f  3a"  ß).  (7) 


Prcnant  inaintenant  la  somme  des  quantites  (5),  (6),  (7)  il 
en  resultera  pour  la  valeur  complete  de  la  fonction 

20/>+5<?f2Ä  . ‘ 

l’expression 

21  aß  + 24a' ß'  + 12a'j?  + 12a/?'  + 12a"/3'  + 12*"[3 
= 121  a(2ß  + ß‘)  I a'  (28‘  f B)  + a"(ß  f ß')\ , 
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d’oü  1'od  ttre  finalement  poot  l’integrale  eherchee  : 

ri.  ■'  ■ \ * . ...  • ; , 

fffxydxdydi  = g | « (?P + ?') + a'  (2|S'  + ß)  + «*  (ß + ß')  |.  (8) 

" 3.  La  seconde  des  trois  integrales  a determiner 

,i.i  j (ff  xzdxdydz  „ 

pourra  s'obtenir  d’une  maniere  plus  expdditive  que  la  precedente. 
En  la  mettant  sous  la  forme  < 

, fidzffxdxdy 

on  remarquera  de  suite  que  l’integrale  double  qu’elle  renferme, 
exprime  pour  une  section  queleonque  abc  le  moment  de  ce  tri- 
angle  par  rapport  ä l'axe  des  y ou  en  d’autres  termes  le  produit 
de  l’aire  de  ce  triaugle  par  la  distance  de  son  centre  de  gravite 
;i  laxe  Ay.  Ü’apres  les  valeurs  indiquees  au  n°.  precedent  pour 
les  coürdonnees  des  points  a,  b,  c,  on  aura  pour  la  distance 
dont  II  s'agit 

* 1 TT  + ~('a"  + - o)  £ 1 


= (o—  s («'  + “"))  £ + * (“'  + o")  ==  (o— y)  | -f  y , 
en  mettant  pour  abrdger  n'-f-n"  = 3y.  II  en  resnlte 

’T  ’ ;:r  . JJ^ly=A(~)  ((o-y)|  + y). 


Partant 


A Ph  i 

fff  xzdxdydi  =t-  J (kr—  z)*  I (o  — y)  j + y \zdi 


.»•  I 

w . ■ 


tll  A » 'I  • .4  ) 

— I lu  (o —y)k*  + i'jyÄ4) 


,;l 


= 7^-|2(a  — y)  + (2o  + o'  + «") 

= W(2“  + re'+“")' 

Quant  a la  Irdisicrne  integrale  fff zydxdydz , que  l'op  pourra 
ecrire  sous  la  forme 


fzdz  ff ydxdy 
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on  voit  que  In  double  integrale  qu  elle  renferme,  exprime  le  pro- 
duit  de  l’aire  du  triangle  abc  par  la  distance  de  son  centro  de 
gravite  ä Taxe  des  x,  distance  qui  a pour  vafeur 


( »• 


Donc 

T.  • Ir:  ) 1 ■ \ W «l|  II:  . li.  ■ 

' - fffzydxdydz^  ffl  f*  (%_*)*{  Odp-'F)  | + ff\zdz 
’ o 

' A - • 

= 3Ä«l*(3p-P')A4+iV'Af}  ...  , 

. !-n  ■"  ,i  ; ,4A* ’ . " 

...  I ... 

\ 1 , ■ 

4.  Des  trois  integrales  fx*dm,  fyldm,  fi*dm,  qui  restent 
ä Avalaer , la  derniAre  s’efetieirt  direclemenf  en  observant  qu’on  a 

/ z*dm  = fz*dz  ff  dxdy , ^ 

et  que  la  double  integrale  ff  dxdy  prise  e«  considArant  t romme 
une  constante,  exprime  Faire  d’une  section  du  solide  parallele  ä 
la  ba«e,  et  » une  distance  z (le  ce  plan,  ce  qui  donne  de  suite 


ffJzUxdydz  =aJ'H  z'd*  = IsAh* = 


MUl 

10  ‘ 


Pour  obtenir  les  valeurs  des  deux  autres  integrales  qui  re- 
vierment  ä 

f dz  ff  x*dxd y,  Jdz  ffy*dxdy 

il  faudra  chercber  cell  es  des  doubles  integrales  ff xrdxdy , ff ffdxdy 
etendues  ä toute  la  surlace  d’un  triangle  situA  dans  le  plan  des 
x,  y et  dont  l’un  des'  cotAs  est  dirigA  parallelement  ä Faxe  des 
x.  Soit  abc  (Taf.  V.  Fig.  3.)  ce  triangle.  Evaluons  d'abord  ces 
integrales  en  prenant  le  sommet  a pour  origine  des  coordonnAes 
qui  nous  dAsignerons  par  x1 , y(  en  les  supposant  paralleles  anx 
x,  y.  Partageous  le  triangle  en  deux  triangles  rectangles  acd, 
bcd,  Soient  , ■ 

ad  — n0 , bd  — a, , ab  = a0  \ at  — a 

et  la  perpendiculaire  cb  = b. 

• \ * '•*•...■  . • :*•  . r 

. 1. 'integrale  ...  ' , ....  . 
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ff  y'dx'dy'  = ifjpdx?  •’ 

itendue  seulement  au  triangle  acd,  a evidemment  pour  valeur 

4(^)  r 

ö 

On  aura  de  mime  pour  le  triangle  acd,  ^<1,6*.  Par  consdquent 
la  valeur  de  l’intigrale  etendue  ä.toute  la  surface  du  triangle  abc, 
deviendra 

iV«o  + “i)6*  = fittb*  = «6  V; 

J designant  l’aire  du  triangle. 

II  est  facile  mainteoant  d en  deduire  la  valeur  relative  au 
systime  d'axes  Ox , Oy,  en  remplayant  x et  y par  x'+p,  y'  + 9. 
p et  q itant  les  coordonnies  du  point  A par  rapport  au  second 
Systeme  d'axes.  On  aura  ainsi  i 

ffyVlxdy  = ff{y'  + q)*dx'dy'  = ffy'*dx'dy'  f 1q  ff  y'dx'dy'  + q'J 

; 

et  puisque  l'integrale  ff  y'dx'dy'  . exprime  le  moment  du  triangle 
par  ^ppnrt  k faxe  des  x' , ayant  pour  valeur  J \ 16,  il  viendra 

ffy*dx  dy  =s  J | \ß*  + ^ + $*|.  (A) 

Quant  ä ('integrale  ffx'2dx'dy'  ==  / x'%y'dx'  etendue  au  triangle 
acd,  sa  valeur  est  ividemment  egale  ä 

-J  x'*dx'  = la0*b. 

0 ' . ; . i 

II  eu  resultera  pour  la  surface  entiere  du  triangle  abc 

ff*'*dx'dy'  = 16  (V  + <,,»)  = \J 

= l«/(a01  + «i*  — ,, 

Partant  • i ..  . ;■  (<:..•'»  . / ...  ;;  .in  •;  ; 

ffx*ixdy  =sff(x'  + p)*dx'dy'  s=ffx'*dx'dy‘  + <bpffx,4lx'dy'+ p*J 

* c>_.  < • • • 

= J 1 1 (flo*  + «I*  — «0«l)  + Y (°o +«)  + Pal-*  (B) 

:*  • i*  * • v* 

Pour  que  les  integrales  que  nous  venons  de  trouver  puissent 
servir  ä levaluation  des  integrales  f x*dm , f y*dm , il  restera  ä 
les  cxprimer  en  fonction  de  la  variable  z.  A cet  effct  il  faudra  y 
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remplacer  1‘aire  J par  ; les  coordorinees  p,  q par 

les  distances  u0,  a par  a'  > et  la  hauteur  b 


par 


ß,  (b  i) ' ^ |>a|je  de  ceg  gnbstitutions  on  obtiendra: 


jzry'M,*  = jf £-’(V)W VÄ + >‘l* 


= ^ t i‘o/5'*A  + taßß'h  + jo  jS*A  I 

= jjl  P + P*  + ßP\' 


JJfx*dxdydz  =äJ‘  k(j-jiy  1 1 («'*+(*" -a')*-«1  («”-«')) 

= A | (3a'»  + a"* — 3a'a")  + a («'  + *")  £ + ^ 1 1 


'30T  30 


M 


= iö 1 “* + 9“'2 + 3a"* + - 9a'n"  *• 

En  ajoutant  deux  ä deux  les  trois  integrales  f x*dm , f y%dm, 
fi%dm,  on  obtiendra  les  valeurs  des  moments  d inertie  de  la  Pyra- 
mide relativement  ä chacun  des  trois  axes  coordonnes. 

5.  Nous  allons  examiner  en  dernier  lieu  s’il  existe  une  classe 
particuliere  de  pyramides  pour  laquelle  l’arite  Ax  puisse  devenir 
un  axe  principal  de  rotation.  A cet  effet,  il  faudra  que  les  deux 
.preniiers  integrales  s’evanouissent  ä la  fois,  ce  qui  fournit  les  deux 
conditions 

a(2/5  + ß')  + *'  (2/5'  + fl)  + o"  (ß +ß')  = 0 . 2«  + «'  + a"  = 0. 

En  mettant  la  premiere  de  ces  equations  sous  la  forme 

(2a  + «')/}  + («  f 2a')  fl'  + a"  (ß  + ß')  = 0 

et  y reinpla^ant  2a  -f  a'  par  sa  valeur  — a"  donnee  par  la  seconde 
equation,  il  viendra 

(a  f 2«')  ß1  -f-  a"/5'  = 0 ou  a|a"  + 2a'  = 0 
d’oii  l’on  obtiunt  en  eliminant  «*, 

4t'  = «i  et  «'  + 3a"  =0.  ,• 
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Ces  resultats  montrent  en  premier  Jieu  que  la  projection  Ct 
de  l'arete  CT  a une  direction  perpendlculaire  ä Tarnte  AB,  nu 
bien  que  ces  deux  erstes  se  croiseront  perpendiculaireraent,  et 
ensuite  que  la  projection  du  sommet  sera  situee  de  l'autre  cote 
de  Taxe  des  y ä une  distance  de  celle-ci  ^gale  au  tiers  de  la  Ion- 
gueur  AB.  Teiles  sont  donc  les  conditions  exigdes  pour  que 
cette  demiere  arete  devienne  un  axe  principal  de  rotation  relati- 
vement  au  sommet  A.t  ^ ^ (:  . j \i  *• 

I 

:>•  • ♦ V I V ’ I A*’C.  ’ I 


\ \ ' v.  • • • 

XXI. 

i 

lieber  das  Wetterleuchten. 

Von 

Herrn  P.  Augustin  Reslhuber, 

Director  der  Sternwarte  zu  Krememünater,  correap.  Mitglied  der 

kaia.  Akademie  der  Wiaaenachaften, 

• .»  • fl'  ’ • t.-  -,r'  . • •’  ; i|.  • 

(Aii*  dem  XXVMl.  Bande.  Nr.  3.  Seite  tT7.  de»  Jaltrgangea  1858  der  Silrunß.- 
Iiericliie  der  mallirm.-nalurw.  Classe  der  kai*.  Akademie  dar  WiMenacliafren 
, , *“  Wien  besonder*  nbgedruekl.) 

• ! ' ;■  •, 

Der  Aufsatz,  den  ich  der  hohen  kais.  Akademie  vorzdlegen 
mir  die  Freiheit  nehme,  wurde  zum  grossen  Theile  bereits  im 
Frühlinge  des  Jahres  1856  niedergeschrieben,  aber  wegen  des 
Abwartens  einer  grosseren  Zahl  von  Beobachtungen  im  Jahre  18S6 
zur  Aufklärung  des  abgehandelten  Gegenstandes  erst  gegen  Ende 
des  Jahres  1857  vollendet.  Veranlassung  hiezu  gab  eine  Berner* 
kung  des  Herrn  Dr.  Friedmann  in  München,  welcher  in  sei- 
nen mit  sehr  grosser  Gediegenheit  und  Fachkenntniss  geschrie- 
benen meteorologischen  Berichten  (veröffentlicht  in  der  allgemeinen 
Augsburger  Zeitung)  vom  Monate  Jänner  1856  bemerkte,  „dass 
man  am  Abende  des  24.  Jänner  zh  München  bei  heiterem  Him- 
mel in  der  Richtung  gegen  West  ein  starkes  Wetterleuchten 
beobachtet  habe.“  Der  Berichterstatter  fügt  noch  bei,  „dass  dieses 
Phänomen  noch  immer  nicht  gehörig  aufgeklärt  sei.“ 
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AU  Ich  diese  Nachricht  las,  schlug  ich  meiu: Tagebuch  auf, 
in  welches  ich  mir  alle  auffallenden  Erscheinungen,  so  viele  deren 
zu  meiner  Kenn  tu  iss  kommen,  sorgfältig  einzeichne,  und  linde 

eingeschrieben:  „ 

< „24.  Jänner  1856,  Stürme  mit  Blitz  und  Dünner  in  Ant- 

werpen, Gent,  besonders  stark  in  Ostende,  St.  YVillibrod, 
CouTtrni,  Verviers,  Namur,  Huy,  Lille,  Harre,  Frankfurt, 
Cülii,  Bonn,  Aachen,  Trier,  Mainz,  Aschaffenburg  etc.“; 
es  kann  sonach  kaum  ein  Zweifei  sein,  dass  das  in  München 
beobachtete  Wetterleuchten  ln  dem  so  weit  verbreiteten  Gewitter 
seinen  Grund  hatte. 

In  der  Zeitschrift  „Wöchentl.  Unterhaltungen  im*  Ge- 
biete der  Astron.,  Meteorolog.  und  Geograph.“,  von  Dr.  G. 
A.  JahninLeipzig,  befindet  sich  thi  Nr,  17.  des  Jahrg.  1855,  S.  135. 
ein  Bericht  des  Herrn  Stflzer,  Plärrers  zu  Ittendorf  am  Boden- 
see, „dass  man  am  14;  April  1855  von  8*  15”  Abends  bis  10*  im 
Ost  über  oder  hinter  einer  kaum  einige  Grade  hoben  Wolken- 
schichte ein  starkes  Wetterleuchten  beobachtet  habe.  Das  Auf- 
leuchten folgte  sich  durchschnittlich  in  Interwallen  von  8—10  Se- 
cunden;  da  ist  denn  doch  nicht  wohl  anzunebmen,  dass  dieses 
der  Wiederschein  eines  fernen  Gewitters  gewesen  sei;  denn  was 
müsste  das  für  ein  Gewitter  sein,  wo  auf  die  Minute  sechs  Blitz- 
schläge fallen“  (es  gibt  wohl  oft  noch  blitzreichere  Gewitter)  „und 
so  eine  ganze  Stunde,  und  überdies  am  Li  April.“ 

Ich  beniiächtete  an  demselben  Abende  bei  ganz  heiterem  Hint- 
me!  von  8*  bis  10*  Abends  im  West  und  Nordwest  häufiges  Blitsen; 
gegen  12*  Nachts  überzog  sich  der  Himmel  mit  Haufenwolken, 
die  eine  sehr  schnelle  Bewegung  von  West  gegen  Ost  batten,  ich 
vermuthete  in  ihnen  die  Uebenieste  eines  zerstäubte«!  Gewitters; 
um  ‘2  Uhr  Morgens  war  der  Himmel  bei  uns  wieder  wolkenfrei. 
Wir  beide  Beobachter  hatten  sonach  den  Herd  der  Blitze  ?n  un- 
serer Mitte.  Bald  erfuhr  ich  aus  der  allgemeinen  Augsburger 
Zeitung,  dass  sich  au  jenem  Abende  über  München  und  Umgegend 
ein  schweres  Gewitter  entladen  habe.  Auch  in  Bodenbacb  finde 
ich  an  diesem  Abende  in  dem  meteorologischen  Monatsberichte 
der  k.  k.  Central- Anstalt  ein  Gewitter  angeführt. 

Somit  ist  das  räthselhafte  Phänomen  in  diesem  Falle  genügend 
aufgeklärt,  • i ■ • ■ • 

Am  26.  Februar  1894  beobachtete  man  zu  Salzburg  zwischen 
3 Und  4 Uhr  Morgens  im  Ost  mehrmaliges  Blitzen;  hier  zu  glei- 
cher Zeit  im  West  und  Nordwest  bei  fast  ganz  reinem  Himmel, 
und  vernahm  sehr  fernen  Donner;  vorher  tobte  die  ganze  Nacht 
eie  orkanartiger  Südwestwind;  um  3*  45"*  Morgens  überzog  sieb 
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der  Himmel,  heftiges  Schneegestöber  begann  und  hielt  durch  eine 
Stunde  an. 

Zu  Ried  im  Innkreise  entlud  sich  ein  starkes  Gewitter,  der 
Blitz  schlug  in  den  Pfarrthurm,  zertrümmerte  alles  Holz  werk  der 
ober  dem  Glockenhause  befindlichen  Theile,  das  Gebfilk  fing  Feuer, 
der  Brand  konnte  nur  mit  grösster  Anstrengung  gelöscht  werden. 
Das  Gewitter  zog  an  uns  auf  der  Nordseite  vorüber.  ’ 

Ich  führte  diese  drei  Fälle  umständlicher  an,  weil  diese  Ge- 
witter zu  ungewöhnlichen  Zeiten  rorkamen  und  solche  ausser- 
ordentliche Erscheinungen  gewöhnlich  durch  Zeitungsberichte  io 
einem  grösseren  Kreise  bekannt  werden. 

Im  Sommer  ist  man  an  Gewitter  gewöhnt;  beobachtet  man 
nun  an  einem  heiteren  Abende  au  irgeod  einer  Stelle  des  Hori- 
zontes das  sogenannte  Wetterleuchten,  so  erfährt  man  selten  etwas 
von  Gewittern  in  entfernteren  Gegenden,  besonders  wenn  diese 
nicht  mit  auffallenden  verheerenden  Folgen  begleitet  sind. 

Obgleich  ich  für  meine  Person  mir  aus  vieljähriger  Erfahrung 
durch  aufmerksames  Beobachten  aller  Verhältnisse  die  dem  Phä- 
nomene des  Wetterleuchtens  vorangehen,  dasselbe  begleiten  und 
welche  dieser  Erscheinung  nachfolgen,  längst  die  feste  Ueberzeu- 
gung  verschafft  habe,  in  Gebe  rein  Stimmung  mit  dem  Urtheile  aller 
aufmerksamen  Naturforscher,  dass  das  Wetterleuchten,  wenn  es 
sich  in  irgend  einer  Gegend  des  Gesichtskreises  mehrere  Male 
wiederholt,  jederzeit  in  einem  entfernten  Gewitter  seinen  Grund 
habe,  so  entschloss  ich  mich  doch,  da  es  noch  so  Viele  gibt,  die 
den  Zusammenhang  zwischen  Wetterleuchten  und  Gewittern  nicht 
anerkennen  wollen,  den  Gegenstand  einer  weiteren  Untersuchung 
zu  unterziehen ; die  Mittel  hiezu  können  natürlich  nur  Nachrichten 
aus  jenen  Gegenden  geben,  welche  in  der  Richtung  des  beobach- 
teten Wetterleuchtens  liegen. 

Die  grosse  Ausdehnung,  welche  das  Netz  von  meteorologische» 
Beobachtung«  • Stationen  im  österreichischen  Kaiserstaate  unter 
dem  Schutze  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  durch  die 
rühmliche  Thätigkeit  der  k.  k.  Central -Anstalt  für  Meteorologie 
und  Erdmagnetismus  seit  wenigen  Jahren  gewonnen  hat,  und  das 
reiche  nngesammelte  Beobachtungs-Material  geben  die  besten  Mittel 
an  die  Hand,  in  diesen  Gegenstand  gründlich  einzugehen  und  das 
Manchem  noch  so  rätbselhafte  Phänomen  vollkommen  aufzuklären. 

Man  versteht  unter  Wetterleuchten  im  Allgemeinen 
jedwede  blitzähnliche  Lichterscheinung,  welche  von 
keiner  vernehmbaren  Detonation  begleitet  ist.  Vondeni 
eigentlichen  Wetterleuchten  aber  kommen  auszuscheiden  alle  ver- 
einzelte» Lichterscheimingen,  die  von  helleren  Sternschnuppen. 
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Feuerkugeln  herrühren,  kommen  auszuscheiden  die  Erscheinungen 
des  Zodiakallichtes,  der  Polarlichter,  so  dass  man  also  unter 
Wetterleuchten  versteht  mehrere  Male  wiederholtes 
Blitzen  in  irgend  einer  Himmelsgegend,  ohne  dass  man 
zugleich  eine  Detonation  vernimmt,  und  diese  meisten- 
teils bei  heiterem  Himmel;  und  solchen  Lichter- 
scheinungen liegt  uach  dem  Urtheile  und  nach  vielfacher  Er- 
fahrung aufmerksamer  Beobachter  jederzeit  ein  entferntes 
(jewitter  zu  Grunde.  • 

Wenn  der  gemeine  Mann  in  irgend  einer  Richtung  das  Wet- 
terleuchten beobachtet , so  pflegt  er  zu  sagen , und  dieses  wahr- 
scheinlich nicht  ohne  einen  Erfahrungsgrund,  „der  Himmel 
kühle  sich  ab;“  und  er  hat  liecht,  denn  es  erfolgt  in  den  mei- 
sten Fällen  eine  Depression  der  Temperatur  der  Luft.  Ist  schon 
das  Entstellen  der  Gewitter  durch  das  Zusammentreffen  wärmerer 
Dunstschichten  mit  kälteren  bedingt,  wodurch  die  Temperatur 
der  ersteren  erniedriget  wird,  die  Dünste  condensirt  und 'häufige 
Niederschläge  veranlasst  werden , so  bewirkt  in  Folge  des  Ge- 
witters die  raschere  Verdünstung  des  Wassers  an  der  Oberfläche 
der  Erde  (da  durch  die  Niederschläge  die  Luft  trockener  wurde, 
und  nun  wieder  neue  Dünste  aufnehmen  kann)  eine  Herabstim- 
mung der  Temperatur,  indem  bei  jeder  Verdünstung  ein  gewisses 
Quantum  Wärme  gebunden  wird.  Diese  Abkühlung  beschränkt 
sich  aber  nicht  bloss  auf  den  Ort  des  Gewitters,  sondern  verbrei- 
tet sich  wegen  des  gestörten  Gleichgewichtes  der  Luft  einer  Ge- 
gend auch  in  einem  grösseren  Umkreise.  Ist  das  Wetterleuchten 
in  einem  entfernten  Gewitter  begründet,  so  ist  die  Abkühlung  der 
Luft  eine  nothwendige  Folge,  und  der  Spruch  des  gemeinen 
Mannes  gerechtfertiget. 

Wenn  ein  Gewitter  von  stärkerer  Intensität  aus  einer  Gegend 
abgezogen  ist,  so  sieht  man  in  der  Richtung  des  Weges,  den  es 
eingeschlagen,  oft  noch  lange  fortblitzen  ; selbst  wenn  die  Ge- 
witterwolken längst  aus  unserem  Gesichtskreise  entschwunden 
sind  und  kein  Donner  mehr  vernehmbar  ist,  leuchten  die  Blitze 
noch  besonders  in  dunkler  Nacht  und  bei  reinem  Himmel  am  fer- 
nen Horizonte  herauf;  keinem  Menschen  wird  es  einfallen,  darin 
etwas  Ungewöhnliches  zu  erblicken. 

Sieht  man  in  jener  Richtung,  woher  die  Gewitter  regelmässig 
kommen,  bei  ganz  reinem  Himmel  das  Aufleuchten  von  Blitzen, 
so  löset  sich  häufig  das  Räthsel  sehr  bald;  das  Gewitter,  welches 
früher  unter  unserem  Horizonte  stand,  von  dem  wir  nur  den 
Reflex  der  Blitze  in  der  Luft  sahen,  steigt  allmählich  empor  und 
gebt  den  Weg,  den  die  durch  dasselbe  selbst  veranlasste  Luft- 
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Strömung  es  stehen  heisst;  wir  erhalten  die  Aufklärung  des  Phä- 
nomens des  Wetterleuchtens  oft  auf  die  nachdrücklichste  Und  un- 
liebsamste Weise. 

,1,  >;  . , ’ . , • ,n 

Manchmal  trifft 
erschöpft,  die  mit 
Eutjadungeo  aufhüren,  bevor  es  unseren  Ort  erreicht  (und  einmal 
und  in  einer, Gegend  muss  ja  jedes  Donnerwetter  ein  Ende  nehmen), 
dann  ziehen  wenigstens  die  Ueberreste,  die  Wolken  über  uns 

dahin,  und  bringen  nicht  selten  gedeihlichen  Hegen. 

- 1 : ! • 

Das  Manchem  so  problematische  Wetterleuchten,  über  welches 
wir  nicht  immer  gleich  Aufklärung:  erhalten,  siebt  man  am  meisteu 
iu  jenen  Gegenden  des  Horizontes,  woher  für  einen  bestimmten 
Ort  Gewitter  in  der  Regel  nicht  kommen.  Bei  uos  ist  der  ordent- 
liche Zug  der  Donnerwetter  aus  West,  Südnest,  Nordwest;  ganz 
nabe  Gewitter,  die  durch  das  Zeuitb  des  Ortes  gehen  (sogenannte 
überstehende  Gewitter)  sind  bet  uns  wenig;  im  Mittel  aus  viel- 
jährigen  Beobachtungen  kommen  auf  das  Jahr  S nabe  und  22  ent- 
fernte Gewitter;  die  meisten  ziehen  auf  der  Südseite -längs  der 
Alpen,  oder  auf  der  Nordseite  entlang  der  Flüsse  Trau»  und  Donau 
vorüber.  , , 

Wir  sehen  daher  das  Wetterleuchten  am  öftesten  im  SW., 
S.,  SO.,  oder  im  NW.,  N.,  NÖ.  Beobachtet  man  das  Phänomen 
genauer,  so  bemerkt  man  ein  Wdit  er  rücken  der  Stelle,  ■ wo  die 
Blitze  aufleuchten,  ganz  entsprechend  dem  gewöhnlichen  Zuge' 
eines  Gewittert.  ' ' ■ 1 

Vielfache  Erfahrung  lehrt,  dass  man  besonders  bei  heiterem 
Himmel,  wenn  kein  vorstehendes  Gewölk  die  möglichst  weite  Fern- 
sicht am  Horizonte  in  einer  offenen  Gegend  hindert,  den  Reflex 
der  Blitze  in  der  Luft  von  einem  unter  unserem  Horizonte  stehen- 
den Gewitter  auf  30  und  noch  mehr  Meilen  Entfernung  Sieht. 

Berücksichtigt  man  die  atmosphärischen  Verhältnisse,  welche 
dein  Phänomene  vorangeben,  dasselbe  begleiten  und  die  demsel- 
ben folgen,  wie  den  Luft-  und  Dunstdruck,  die  Temperatur,  die 
Feuchtigkeit  der  Luft,  den  Wind,  Wolkenzug,  so  ist  der  Schluss, 
das  Wetterleuchten  hänge  mit  einem  entfernten  Gewitter  zusam- 
men, nicht  nur  kein  gewagter,  sondern  wir  erwarteten  nach  den 
obwaltenden  Verhältnissen  der  Atmosphäre  für  die  eigenfe 'Gegend 
selbst,  was  wir  über  eine  fernere,  wenn  aüch  nur  im  Abglknze 
der  Blitze  dahinziehen  sehen. 

• '■  »:  * i v • . • i • ’ • - !■  . i ft-i,: .: 

Seiten  ist  der  Himmel  in  der  Gegend  des  Wetterleuchten*« 
ganz  vollkommen  rein;  die  Dunkelheit  der  Nacht  lässt  uns  feine 


• ' I * * « * ' 

es.  sich  auch , dass  das  Gewitter  sich  früher 

Lichterscheinungen  verbundenen  elektrischen 
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Cirrus  von  dem  gewöhnlichen  Dünste  oft  schwer,  höchstens,  beim 
Auf  leuchten  der  Blitze  unterscheiden,  und  diese  Cirrus  sind  die 
Anzeichen,  dass  noch  tiefer  unten  dichteres  Gewölk  sich  finde, 
wo  die  Quelle  der  Blitze  zu  suchen  ist.  Sieht  man  aber  von 
seinem  Beobachtungsorte  aus  am  fernen  Horizonte  Wolken  lagern, 
aus  denen  zeitweilig  Blitze  aufleuchten,  so  ist  es  ja  doch  ange- 
messener, wenn  man  schon  den  obersten  Theil  des  Schornsteines 
vom  Feuerherde  sieht,  die  Erscheinung  auf  die  natürliche  Weise 
zu  erklären,  anstatt  zu  erzwungenen  Hypothesen  seine  Zuflucht 
zu  nehmen.  • i.  ; i 

Sieht  man  nach  einer  Nacht  mit  Wetterleuchten  am  Morgen 
die  meteorologischen  Instrumente  und  den  Himmel  an,  so  findet 
man  fast  durchweg  das  Barometer  gestiegen,  die  Temperatur  er- 
niedrigt, den  Himmel  mit  Wolken  umzogen,  die  uns  häufig  reich- 
lichen Regen  spenden ; nur  in  dem  Falle,  wenn  ich  Wetterleuchten 
tief  im  SO.  oder  O.  beobachtete,  ohne  dass  von  unserer  Gegend 
dahin  ein  Gewitter  abzog,  trifft  es  sich  öfters,  dass  die  meteoro- 
logischen Instrumente  von  den  Vorgängen  im  fernen  Osten  kerne 
Kunde  geben,  der  Himmel  heiter  bleibt,  wenn  die  Strömung  der 
Luft  nach  jeuer  Gegend  gerichtet  ist. 

- ■ I I... 

Die  zähesten  Vertheidiger  des  Wetterleuchtens  als  eines  selbst- 
ständigen, von  einem  Gewitter  unabhängigen  Pbänomenes  berufen 
eich  auf  die  manchmal  gemachte  Erfahrung,  dass  man  aus  hoch- 
stehenden Wolken  häufige  Blitze  fahren  gesehen  hat,  ohne  einen 
Donner  vernommen  zu  haben. 

• • • f . • te  , • • <•  • •*%..'  i • - 

So  berichtet  R.  Stockmann  aus  Pirna  (m.  s.  Unterhal- 
tungen im  Gebiete  der  Astronomie,  Meteorologie  und 
Geographie  von  Dr.  G.  A.  Jahn  io  Leipzig,  Jahrg.  VIII. 
p.  391) ■:  ' * • ■' 

: - .! ."i  : im  1/  I-  < . ' ' > < •«>'  t 

„Am  14.  .Juni  dieses  Jahres  (1834)  genossen  wir  die  seltene 
Erscheinung,  ein  wetterleuchtendes  Gewölk  über  unserem  Haupte 
vorbeiziehen  zu  sehen,  die  brillanteste  Erscheinung  der  Art,,  die 
ich,  je  gesehen.  Das  häufige  aber  stets  geräuschlose,  secuaden- 
lange  zuckend  ausstrahlende  Licht  aus  einzelnen  W’olkentheilen, 
8 bis  10,000»Fuss  über  uns,  die  dann  und  wann  sternscbnuppen- 
artig  an  den  Wolkenrändern  'entlang  scbiessenden  elektrischen 
Funken,  die  das  ganze  innere  Gewölk  aufschliessende  Beleuchtung, 
so  wie  die  der  Landschaft,  gaben  ein  Schauspiel,  wie  ich  es  ausserv 
dem  in  ähnlicher  Weise  nur  dreimal  gesehen.  Die  lange  Dauer 
von  8*  30"*  bis  12*  erlaubte  jede  Art  hierher  gehörender  Beob- 
achtungen anzustellen,  und  gerne,  sollte  es  gewünscht  werden, 
stehe  ich  mit  einem  Auszuge  meines  Tagebuches  zu  Diensten.“ 
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Aehnliche  Fälle  werden  auch  m Gehler 's  physikalischem 
Wörterhuche  unter  dem  Artikel  „Wetterleuchten“  angeführt. 

Ich  selbst  hake  eine  ähnliche  Erscheinung  nie  gesehen,  alter 
bei  hnchgehenden  Gewittern  schon  oft  die  Bemerkung  gemacht, 
dass  man  nicht  auf  jeden  Blitz  einen  Donner  vernimmt,  wohl  aber 
hei  schnell  sich  folgenden  elektrischen  Entladungen  ein  beständi- 
ges Rollen  des  Donners  hörbar  ist. 

Dass  Gewitter  oft  in  einer  bedeutenden  Höhe  vor- 
überziehen,  ist  bekannt;  am  besten  überzeugt  man  sieh  hievon 
im  Gebirge.  Die  Bewohner  des  Cbamouni-Thales  versichern,  das» 
Gewitter  zuweilen  höher  als  der  Montblanc  (14,800  Fuss)  geben 
(Kämtz  Meteorologie).  Ist  es  nun  in  einem  solchen  Falle  nicht 
vielleicht  möglich,  dass  man  den  Donner  wegen  der  grossen  Höhe 
nicht  hören  kann?  es  kommt  hier  sehr  viel  auf  die  Verhältnisse 
der  Umgebung  einer  solchen  Gewitterwolke  und  auf  die  Medien 
an,  durch  welche  der  Schall  bis  zu  unserem  Ohre  gelangen  soll. 
Sind  keine  den  Schall  reflektiteuden  und  durch  die  mehrmalige 
Reflexion  verstärkenden  Wolken  da,  so  kann  er  in  der  Höbe  ver- 
hallen, ohne  dass  wir  auf  dem  Boden  etwas  vernehmen.  Oder 
kann  nicht  die  oben  herrschende  Luftströmung  den  Schall  hori- 
zontal fortführen,  dass  zwar  wir  nichts,  aber  seitwärts  des  Gewit- 
tere befindliche  Beobachter  denselben  hören  können? 

, ' 

Die  Luft  ist  in  grossen  Höhen  bedeutend  dünner,  während 

sie  gegen  die  Erdoberfläche  an  Dichte  stetig  zunimmt;  Schall- 
wellen, in  einer  dünnen  Luft  erregt, -werden  geschwächt,  wenn  sie- 
in  eine  dichtere  Schichte  übergehen,  und  dieses  um  so  mehr,  je- 
stärker  die  Dichtigkeit  der  Luft  gegen  den  Boden. zunimmt. 

Schiesst  man  auf  einem  hohen  Berge,  welcher  voiv 
keinem  seiner  Nachbaren  an  Höhe  erreicht,  viel  weniger  überragt 
wird,  bei  heiterem  Himmel  und  ruhiger  Luft  ein  Feuergewehr 
los,  so  ist  es  möglich,  dass  mar  im  Thale  ani  Fusse  des  Berge» 
einen  schwachen  Schall  verniraut;  ist  aber  die  Luft  nur  etwas 
unruhig  und  im  Thale  bedeuten  I dichter  (lagern  Wolken  oder 
Nebel  unter  der  Spitze  des  Berge-  in  den  Niederungen),  so  ver- 
hallt der  Schuss  in  den  Höhen,  ohne  dass  man  tu  der  Tiefe- 
etwas hört. 

Wird  in  einer  ausgedehnten  Ebene  ziemlich  schwe- 
res Geschütz  bei  stark  bewegter  Luft  abgefeuert,  s» 
vernimmt  man  wohl  den  Schall  sehr  gut  und  weit  in  der  Richtung 
der  Luftströmung,  nicht  aber,  oder  nur  auf  geringe  Entfernung  auf 
-der  entgegengesetzten  Seite. 
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Luftschiffer  berichten,  dass,  wenn  sie  einmal  in  eine 
bedeutend«*  Höhe  emporgestiegen  waren,  sie  den  Donner  der  unter 
ihnen  ahgefeuerten  Kanonen  nicht  mehr  haben  vernehmen  können, 
besonders,  wenn  unter  ihnen  eine  Wolkenschichte  sich  befand, 
und  doch  geht  die  Fortpflanzung  des  Schalles  nach  oben  leichter 
vor  sich,  als  umgekehrt;  eine  widrige  Luftströmung  in  der  Höhe 
und  die  Verhfiltnisse  der  Bewölkung  spielen  hier  eine  wichtige 
Rolle. 

Es  ist  sonach  immerhin  möglich,  dass  Gewitter  in 
grosser  Höhe  über  uns  oder  seitwärts  dahinsiehen, 
und  wir  keinen  Donner  ungeachtet  reichlicher  Blitze 
vernehmen. 

In  dem  oben  von  R.Stockmann  angeführten  Falle  finde  ich 
in  dem  Monatsberichte  der  k.  k.  Central- Anstalt  in  Wien  am  glei- 
chen Tage  Gewitter  aufgeführt  zu  Bodenbacb,  Pilsen,  Prag,  Pürg- 
litz,  Deutschbrod,  Czaslau,  Senftenberg,  nur  ist  die  Tageszeit  des 
Gewitters  nicht  beigesetzt. 

Seit  dem  Jahre  1853  veröffentlicht  die  k.  k.  Central  • Anstalt 
für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus  in  den  Sitzungsberichten 
der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  (mathematisch -naturwis- 
senschaftliche Classe)  monatliche  Uebersichtstabellen  über  die 
Witterung  in  Oesterreich  zugleich  mit  Bemerkungen  über  beson- 
dere Erscheinungen;  aus  diesen  entnahm  ich  für  die  Abende,  an 
welchen  wir  fernes  Blitzen  beobachteten,  ohne  dass  über  unsere 
Gegend  ein  Gewitter  herankam,  oder  ein  solches  von  hier  abzog, 
die  Notizen  über  gleichzeitig  an  anderen  Beobacbtungsstationen 
des  österreichischen  Kaiserstaates  stattgehabte  Gewitter.  Nur  ist 
bei  der  folgenden  Zusammenstellung  noch  der  Umstand  zu  erwäh- 
nen, dass  in  den  angeführten  Tabellen  wohl  das  Datum  des  Ta- 
ges, nicht  aber  die  Stunde,  zu  welcher  ein  Gewitter  stattfand,  in 
allen  Fällen  angegeben  ist.  Da  jedoch  in  den  meisten  Fällen  bei 
uns  der  Himmel  am  Tage  und  Abende  vollkommen  heiter  war  und 
man  annehmen  kann,  dass  dieser  Zustand  der  Luft  in  einem  grösse- 
ren Umkreise  von  gleicher  Beschaffenheit  war,  so  kann  man  füg- 
lich scbliessen,  dass  erst  bei  hereinbrechender  Nacht  die  an  fer- 
neren Orten  aufgeführten  Gewitter  eingetreten  seien.  Unser  Ort 
ist  in  dem  grossen  Netze  der  österreichischen  Beobachtangsstatio- 
nen so  gelegen,  dass  wir  gegen  We6t  und  West-Nordwest  keine 
Station  mehr  haben,  an  welcher  regelmässige  Beobachtungen 
angestellt  werden;  doch  ist  dieser  Mangel  nicht  so  erheblich,  da 
aus  jenen  Gegenden  unser  gewöhnlicher  Gewitterzug  ist  und  wir 
über  besondere  Vorgänge  im  benachbarten  ßaiern  häufig  Nach- 
r ichten  durch  die  allgemeine  Augsburger  Zeitung  erhalten. 

•lh.a  XXXI.  18 
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Blitzen  I> « u 1>  a c li t e t tn 
kre  immun  ater. 

1853. 

29.  Juni  gegen  Mitternacht  Blitze 

im  NW.;  Himmel  heiter. 

30.  „ um  10*  Ah.  Bl.  im  W., 

rückt  geg.  SW.,  S.,  trüb. 

2.  Aug.  um  10*  Ah.  Bl.  im  SW. 

etwas  trüb,  um  2*  M.  eutf. 
Gew.  im  SW. 

3.  ,,  von  9*  Ab.  bis  2*  M.  Bl. 
• im  W.,  rückt  gegen  SW., 

S.,  SO.,  heiter. 

26.  „ oftmalig,  im  Bl.SW.,  heit. 
24.Sept.7*  30m  Ab.  Bl.  in  W.  und 
NW.,  trüb. 

24.  „ bis  1 1*  Nachts  Bl.  im  SW. 

1854. 

26.  Febr.  3*,M.  Bl.  im  NW.,  heiter, 
später  Donner  vernehmb. 
14.  Mai  nach  9*  Ab.  Bl.  im  W., 
trüb. 

20.  Juni  nach  8*  45m  Ab.  im  NW. 
Bl.,  trüb. 

25.  Juli  Bl.  von  8*  bis  9*  Ab.  im 

SW.,  heiter. 

1.  Sept.  Ab.  7*  Bl.  im  S.,  heiter. 

2.  „ Ab.  6*  u.  9*  BI.  im  NW. 

heiter. 

1855. 

14.  April  Ab.  8*  bis  nach  10*BI.  im 
W.  u.  NW.,  heiter,  um 
12*Nachts  trüb  mitCumu- 
lis  aus  W.,  um  2*  M.  wie- 
der heiter. 

6.  Mai  9*  Ab.  tief  im  NW.  Bl., 
trüb. 

25.  Juni  Ab.  8*  30mbis  11*  imSO. 

häufige  Blitze,  heiter. 

27.  „ Ab.  10* bis  Mittern.  Blitze 
im  SW.  u.  S.,  fast  heiter. 


Zu  gleicher  Zeit 

Gew.  zu  Schiissl,  Pürglitz,  Trau- 
tenau  in  Böhmen. 

Gew.  zu  Lienz, Salzburg,  Aussee, 
Admont. 

Gew.  zu  Bregenz,  Lienz,  Salz- 
burg. 

Gew.z. Bregenz,  Innsbruck,  Lienz, 
Salzburg,  Klagenfurt,  Laibach, 
Adelsberg,  St.  Magdalena, 
Mürzzuschlag. 

Gew.  zu  Bregenz. 

Gew.  zu  Schüssl,  Bodenbach, 
Strakonitz,  Trautenau.Deutsch- 
brod,  Linz  mit  Stürmen. 

Gew.  heftig  zu  Innsbruck. 

Gew.  zu  Ried  im  Innkreise  mit 
SW.  Sturm. 

ein  von  O.  nach  W.  abgezogenes 
Gew. 

Gew.  zu  Schüssl,  Bodenbach, 
Strakonitz,  Pürglitz,  Pilsen, 
Deutschbrod,  Linz. 

Gew.  zu  Bregenz,  Lienz,  Alt- 
Aussee. 

Gew.  zu  Admont,  Alkus,  Lienz, 
in  der  Nacht  Gew.  zu  Linz. 


Gew.  in  München,  Bodenbach. 


Gew.  zu  Schüssl,  Deutschbrod. 
Gew.  zu  Laibach. 

Gew.  zu  Admont,  Jolsva. 
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1855. 

31.  Juni  in  der  Nacht  Bl.  im  SW.  Gew.  zu  Bregenz,  Lienz,  Gastein, 
und  S.  früh.  St.  Paul. 

3.  11*  Nachts  tief  im  SW.  Gew.  zu  Bregenz,  Admont,  Cilli. 
Bl.,  heiter. 

7.  „ 8*  30m  Ab.  bis  1 1*  tief  im  . 

SO.  Bl.,  heiter. 

8.  „ nach  9*  Ah.  bis  M.  N.  im  Gew.  in  Wilten,  Lienz,  Gastein, 

SW.  Bl.,  heiter.  Aussee,  Admont. 

9.  „ nach  9*  Ab.  bis  M.  N.  hef-  Gew.  in  Korneuburg. 

tiges  Bl.  im  O.  und  SO., 
trüb. 

13.  „ Nachts  11*  im  SW.  star-  Gew.  in  Lienz,  Gastein. 
kes  Bl.,  heiter. 

15.  „ unaufhörliches  Blitzen  v.  Gew.  zu  Pilsen,  Prag,  Pürglifz. 
10*  bis  12*  Nachts  tief  im 
W.,  NW.  und  N.,  trüb. 

4.  Juli  Ab.  tief  im  SO.  sparsame  Gew.  zu  Klagenfurt,  Laibach, 

Bl.,  trüb.  , Adelsberg. 

5.  „ in  der  Nacht  tief  im  S.  BI.  Gew.  zu  Admont,  Klagenfurt,  Cilli. 

heiter. 

7.  „ 10*  Ab.  tief  im  S.  Bl.,  trüb.  Gew.  zu  Aussee,  Admont,  Kla- 

genfurt, Laibach,  Adelsberg. 

8.  „ 10*  Ab.  im  O.  Bl.,  heiter.  Gew.  zu  Schemnitz. 

8.  „ 11*  Nachts  im  S.  Bl.,  heit.  Gew.  zu  Admont,  Adelsberg. 

9.  „ 10*  Ab.  Bl.  im  SO.,  um  Gew.  in  Laibach,  Klagenfurt,  St. 

11*  im  S.,  heiter.  Magdalena,  Admont,  Aussee. 

10.  ,,  II*  Ab. im  SW.  Bl.  ; in  der  Gew.  zu  Salzburg. 

Nacht  folgte  hier  Regen. 

19.  „ 10*  Ab.  im  SW.  Bl.,  heit.  Gew.  zu  Salzburg. 

‘23.  „ nach  ll*Nachts  tief  im  O 

einzelne  Bl.,  trüb. 

25.  ,,  von  8*  30m  bis  11*  N.  Bl.  Gew.  zu  Leutschau,  Reichenau, 
im  NW.,  N.,  halb  heiter. 

3.  Aug.  nach  10*  Ab.  tief  im  NW.  Gewitter  zu  Schössl,  Pilsen, 
starkes  Blitzen,  heiter.  Deutschbrod,  Trautenau. 

8.  „ Ab.  9*  im  W.,  später  im  Gew.  zu  Reichenau,  Linz. 

NW.,  N.  heftig.  Bl.,  trüb, 
nach  M.  N.  Regen. 

28.  „ gegen  10*  Ab.  im  SW3 * * * 7.  Gew.  zu  Aussee. 

Bl.,  heiter.  JI  ; ,<)>.  ,i-  s*. 

18* 
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Blitzen  beobachtet  zu 

K remzin  üntter.  Zu  gleicher  Zeit 

1855. 

30.  Aug.  von  10*  Ab.  an  häufiges  Gew.  zu  Bregenz,  Cilli. 

Bl.  im  SW.,  heiter. 

l.Sept.Ab.8*imSW.  Bl.  heiter.  Gew.  zu  Laibach. 

6.  Oct.  von  8*  15"*  Ab.  an  oftroa-  Gew.  zu  Adelsberg. 

liges  Bl.  im  SW.,  rückt 
langsam  gegen  S.  vor,  fast 
beiter. 

7,  „ von  7*  Ab.  bis  M.  N.  tief  Gew.  zu  Laibach,  Adelsberg,  St. 

im  SSW.,  S.  u.  SO.  häu-  Magdalena. 

6ges  Bl.,  Himmel  heiter, 
nur  in  der  Gegend  der  Bl. 
tief  am  Horizonte  eine 
Cirrostratus-Bank. 

27.  „ von  7*  Ab.  bis  M.  N.  tief  Gew.  zu  Kais. 

im  SW.,  später  im  S.  u. 

SO.,  häufiges  Bl.,  trüb. 

28.  „ von  7*  Ab.  bis  gegen  M.N.  Gew.  in  Lienz,  Gastein,  Laibach, 

Bl.,  tief  im  SW  ..rückt vor  Adelsberg,  Unter-Tilliach,  Al- 

gegen S.  u.  SO.,  heiter.  kus.  Inner -Villgratten,  Wien 

fernes  Gewitter. 

30.  „ von  7*  Ab.  bis  gegen  M.  N.  Gew.  in  Adelsberg. 

Bl,  im  S.  u.  SO.,  heiter. 

1856.  • 

15.  April  von  7*  30”  bis  8*  Ab.  Bl.  Gew.  zu  Mölk,  Gresten. 
im  NO.,  später  im  O. 

15.  „ nach  9*  Ab.  öfteres  Bl.  Gew.  zu  Admont, 
im  S. 

29.  „ von  8*  45'"  bis  9*  30”  star-  Gew.  zu  Trauteoau  'mit  Sturm. 

kes  Bl.  im  SW.,  rückt 
langsam  gegen  W.  und  ; 

NW.,  wo  man  nach  10* 
noch  sparsam  Bl.  auf- 
leuchten  sieht. 

26.  Mai  Ab.8*30miraSO.  Bl.,  so  Gew.  zu  Wien,  Bodenbach  von 
auch  im  N.  aus  einer  tief-  4*  bis  5*  Ab.  zu  Pürglitz  5*  Ab. 
stehenden  Gewitterw. 

30.  „ Ab.  9*  30“  im  NW.  öfte-  Gew.  zu  Pilsen  10*  Ab. 

res  Bl. 

4.  Juni  von  8*  50”  Ab.  bis  1*30“  Gew.  südöstlich  von  Lienz. 

M.  BI.  anfangs  im  SW-,  Gew.  zu  Kirchdorf  von  10*— 12*  N. 
daun  im  S.  u.  SO. ; Hira- 
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Krememüneter. 

1856. 

mel  in  jener  Gegend  mit 
Cirrus  bedeckt;  gegen M. 
N.  auch  hier  trüb. 

5.  Juni  9*  Ab.  bis  lange  nach  M. 
N.  Bl.  anfangs  einzeln  tief 
iiuW.,  geg.  10*  imWNVV. 
gegen  11*  im  NW.  mit  un- 
gemeiner  Heftigkeit  (auf 
die  Minute  kamen  über 
. 60  Bl.);  nach  11*  im  N.; 

% die  Gewitterwolke  reicht 

8 — 10  Grade  über  den 
Horizont,  hier  im  übrigen 
heiter,  nur  einzelne  flüch- 
tige Cumuli  kamen  aus 
der  Gegend  des  Gew. 

10.  ,,  von  9*  Ab.  bis  M.  N.  im 

NW.  einzelne  Bl.  in  In- 
tervallen von  1 Min.;  sehr 

. tief  am  Horizonte  lagern 

einzelne  Cirrus. 

11.  „ Nachts  10*  Bl.  sehr  tief 

im  SW.  u.  S.,  Cirrus  an 
• jener  Stelle,  im  übrigen 
hier  heiter. 

28.  „ Ab.  9*  Bl.  im  NW.  fast 
ohne  Pause  rückt  geg.  N., 
woselbst  Cirrostratu8  in 
einerHöhevon  10  Graden 
lagern ; übrigens  heiter. 

28.  „ II*  Nachts  Bl.  im  SW., 
rückt  langsam  gegen  S. 
und  SO.;  in  jener  Ge- 
gend Cumuli  bis  zu  einer 
Höhe  von  10 — 12  Graden, 
Bl.  in  Intervallen  von  30 
Sec.;  übrigens  heiter. 

30.  ,,  10*  Ab.  zu  gleicher  Zeit 
Bl.  im  SW.,  SO.  bis  M. 
N. ; in  jener  Gegend  Cir- 


Z u gleicher  Zeit 


Gew.  zu  München  9*  Ab.,  zu 
Bühm.-Leipa  10*  Ab.,  von  10* 
40"  bis  1*  30™  Gew.  zu  Pilsen, 
Prag,  Senfteuberg,  Olmüz. 


Gew.  in  fast  ganz  Böhmen  mit  der 
Richtung  von  NW.  nach  SO.; 
zu  Schössl  5*  10™  Ab.,  zu  Pil- 
sen, Prag  um  10*  Ab.  etc. 

Gew.  zu  Botzen,  Trient,  Meran 
von  6*  bis  9*  Ab.,  zu  Tröpolach, 
Ober-Vellach,  St.  Paul,  Kla- 
genfurt.  St.  Magdalena. 

Gew.  zu  Bühm.-Leipa  9*  Ab.,  zu 
Pilsen  9*  30™  Ab.,  zu  Prag. 


Gew.  zu  Innichen,  Meran  heftig, 
Inner-Villgratten,  St.  Jakob  bei 
Gurk,  Ober-Vellach,  Tröpolach, 
Unter-Tilliach. 


Gew.  mehrere  zu  Lienz  von  7 bis 
12*,  zu  Meran  heftig,  zu  Gastein, 
Kais,  Inner-Villgratten,  Kalk- 
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rostratus  bis  zu  10  Gra- 
den Hohe,  sonst  heiter. 

2.  Juli  10*  Ab.  Bl.  tief  int  SW. 
u.  SO. ; daselbst  wenige 
Cirrus  von  4 — 5 Graden 
Höhe,  sonst  heiter. 

4.  „ 10*  Ab.  and  später  Bl.  im 
WSW.  und  SSW.  in  In- 
tervallen v.  10 — 14  See.; 
Cirrus  daselbst  in  einer 
Höhe  8 — 10 Graden;  der 
übrige  Himmel  heiter. 

12.  „ Ab.  ltJ*  im  W.  öfteres  Bl. 

worauf  hier  Regen  folgt. 
16.  „ Ab.  8*  his  11*  sparsames 
Bl.  tief  im  W.,  rückt  ge- 
geniSW.,  woselbst  Cumuli 
' lagern. 

16.  „ von  8 — 11*  Bl.  im  SW.  u. 
S.,  wo  Cumuli  und  Cirrus 
angehäuft  sind. 

24.  „ vom  Dunkelwerden  bis 
iiberftl.  iS.  hinaus  starkes 
Bl.  im  SW7.,  gegen  Ende 
im  S.  in  Intervallen  von 
3—5  Sec.;  daselbst  Cu- 
muli bis  zu  einer  Höhe 
von  10 — 15  Graden,  oben 
lagern  dünne  Cirrus;  der 
übrige  Himmel  heiter. 
31.  „ 11*  Nachts  sehr  tief  im 
WSW.  schwaches  Bl. 

2.  Aug.  9*  Ab.  im  SW7,  schwach. 

Blitzen. 

3.  ,,  von  7*  30'*  bis  10*  Bl  im 

SW.,  rückt  langsam  ge- 
gen S.  u.  SO.;  in  jener 
Gegend  Cumuli  bis  zu  10 
Graden  Höhe;  sonst  heit. 

4.  ,.  Ab.  8*  fast  um  den  ganzen 

Horizont  Bl.  bis  geg.  iVI.N. 


Zu  gleicher  Zeit 

stein,  zu  Plan  heftiges  Gew.  um 
9*;  zu  Tröpolach  Unt-Tilliach. 
Gew.  zu  Innicben,  Inner-Villgrat- 
ten,  Kalkstein,  Kais,  Lienz, 
Trient,  Unter-Tilliach,  Klagen- 
furt. 

Gew.  zu  Trient,  Lienz  6*  Ab.,  zu 
Inner-  Viilgratten,  Kalkstein, 
Kais,  Gastein  von  6*  3üm  bis  7*, 
zu  Klageufurt,  Unter-Tilliach. 


• • 

Von  3— 5*  Ab.  furchtbares  Gew. 
mit  Hagel,  W'olkenbruch  im 
Berner  Oberlande,  am  Vier- 
waldstädter See,  zu  Zürich  etc. 

Gew.  zu  Trient,  Innichen,  Aussee, 
Admont. 

..  <i  ■ • <;  l-,i 

Gew.  zu  Innichen,  Wüten,  Kalk- 
stein, Lienz,  Admont. 


Gew.  südwestlich  von  Bludenz. 

/ , • 

Gew.  zu  Kirchdorf  entfernt  im  SW. 

• < r * \ 

Gew.  zu  Lienz,  Botzen,  Pregral- 
ten,  Luscbariberg,  St.  Paul. 


SW.  Gew.  zu  Botzen,  Lienz,  Wü- 
ten, Gastein. 
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Blitzen  b cg ba  eil te  t zu 
K r e in  • iu  ü n • t e r. 

1856.  • 


10.  Aug.  Ab.  IO'1  bis  M.  N.  Ul.  im 

SW. 

11.  „ Ab.  10*  bis  M.  N.;BI. 

tief  im  NNO.,  später  im 
NO.,  wo  eine  Cirrostra- 
tus-Bank  von  8 — 10  Gra- 
den Höbe  lagert. 

12.  ,,  7*  bis  9*  Ab.  Bl.  im  SW., 

und  später  im  S. ; Himmel 
heiter. 

17.  „ Ab.  10*  im  N.  durch  ei- 

nige Zeit  Bl. 

18.  ,,  Nach  9*  Ab.  im  N.  durch 

eine  Stunde  Bl.  mit  gros- 
ser Heftigkeit. 

l.Sept.  Ab.  10*  bis  11*30™  Bl. 
tief  im  NW.,  rückt  gegen 
N.  vor;  Himmel  hier  heit. 
3.  „ Ab.  7*  30™  im  W.  mehr- 
mal.  Bl.,  worauf  hier  Re- 
gen folgt. 

28.  „ Ab.  7*  im  SW.,  später  im 
S.  Bl.  mit  grosser  Leb- 
haftigkeit. 

2.  Oct.  Ab.  7*  tief  im  S.  öfteres 
Bl.,  Cirrostratus  in  jener 
Gegend.  Tag  ungewöhn- 
lich warm,  Maximum  der 
Temperatur  21°. 3 R, 


Zn  gleicher  Zeit 

S.  Gew.  zu  St.  Paul  Klagenfurt. 

NW.  Gew.  zu  Schössl,  Pilsen  10* 
bis  12*. 

N.  Gew.  zu  Prag  11*N.,  Ücutsch- 
brod. 

O.  Gew.  zu  Melk,  Gresten,  Wien, 
Presslnirg. 

Gew.  an  mehreren  Orten  Tirols, 
zu  Gasteiu. 

Gew.  zu  Schössl,  Prag,  Deutscb- 
brod  um  11*,  Olmüz  9* — 12*  N._ 
Brtinu. 


Gew.  zu  Innicheu,  Willen  7*  Ab., 
Alt -Aussee  7* — 9*  Ab.,  Grats 
8* — 9*30™,  Cilli  8*30™. 

Gew.  zu  Pilsen,  Trautenau,  Pürg* 
litz,  Schössl. 

Gew.  zu  Pilsen,  Leutschau,  Pürg- 
litz,  Prag,  Reichenau. 

Gew.  zu  Schössl  Ab.  7*;  zu  (’zas- 
lau. 


Gew.  zu  Botzen,  Innicheu,  Alkus, 
Lienz  10*  N.;  Gastein,  Kirch- 
dorf. 

Gew.  zu  Alkus,  Lienz,  Botzen, 
Pregratten,  Trüpolach. 
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ln  den  bier  aafgeführten  76  Fällen  trifft  es  sieb  nur  viermal: 

am  7.  Juni  1855  im  SO., 

„ 23.  Juli  1855  im  O., 

„ 12.  Juli  1856  im  W., 

„ 3.  Sept.  1856  im  W., 

wo  ich  gar  keine  Nachricht  von  einem  gleichzeitigen  Gewitter  habe 
auffinden  können.  In  Betreff  der  beiden  letzten  Fälle  bemerke 
ich,  dass  im  Westen  von  Kremsmünster  keine  meteorologische 
Beobachtungsstation  besteht  und  die  Beobachtungen  in  Salzburg 
oicht  vollständig  zu  meiner  Kenntniss  gelangten. 

Einen  weiteren  Beleg  für  den  Zusammenhang  des 
Wetterleuchtens  mit  einem  entfernten  unter  dem  Hori- 
zonte des  Beobachtungsortes  stehenden  Gewitter  ge- 
ben die  Beobachtungen  zu  Wien  in  den  Jahren  1853  bis 
1857,  wo  es  sich  in  mehr  als  fünfzig  Fällen  trifft,  dass  jedesmal 
wenn  man  in  Wien  am  äussersten  West,  Südwest  oder  Nordwest 
Wetterleuchten  beobachtete,  bei  un,s  oder  in  deo  Nach  bar - 
gegenden  gleichzeitig  Gewitter  stattfanden. 

Durch  diese  Beobachtungen  gelangt  man  zngleich 
zur  Kenntniss,  bis  auf  welche  Entfernung  das  Auf- 
leuchten der  Blitze  Doch  wahrgenommen  werden  kann. 

Es  wird  in  den  oben  angeführten  Fällen  öfters  der  Umstand 
eintreten,  das  die-Zeit  des  in  Kremsmünster  beobachteten  Wetter- 
leuchtens wegen  der  mangelhaften  Zeitangaben  von  stattgehabten 
Gewittern  an  andern  Orten  oicht  genau  mit  der  zusammenfällt,  zu 
welcher  an  einem  zweiten  Orte  das  Gewitter  im  Zenithe  stand, 
oder  über  jener  Gegend  sich  entlud;  aber  man  erlangt  dennoch 
eiuen  Anhaltspunkt  zur  genäherten  Bestimmung  der  Entfernungen. 

Es  folgen  hier  in  geographischen  Meilen  die  beiläufigen  Ent- 
fernungen der  im  obigen  Verzeichnisse  aufgeführten  am  weitesten 
von  Kremsmünster  abstehenden  Orte,  an  welchen  gleich-  oder 
nabe  gleichzeitig  mit  dem  in  Kremsmüoster  beobachteten  Wetter- 
leuchten Donnerwetter  stattgefunden  haben. 

• 

Im  W.  München  entfernt  von  Kremsmünster  37  geogr.  Meilen. 


SW.  Bregenz  „ „ 

9» 

64 

9t 

99 

„ Innsbruck  „ ,, 

»9 

44 

99 

99 

,,  Lienz  ,,  ,, 

99 

33 

99 

99 

„ Gastein  „ ,, 

99 

26 

99 

99 

„ Salzburg  „ „ 

99 

16 

99 

99 
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ImSVV.  Brixen  entfernt  von  Kremsmünster  31  geogr.  Meilen. 


Botzen 

99 

99 

99 

37 

99 

99 

„ Trient 

II 

99 

99 

44 

99 

99 

S.  Adelsberg 

»9 

99 

99 

50 

99 

99 

SSO.  Klagenfurt 

•9 

99 

99 

31 

99 

99 

» Laibach 

99 

99 

99 

45 

99 

99 

SO.  Cilli 

»9 

99 

99 

44 

99 

99 

,,  Gratz 

9» 

99 

99 

26 

99 

99 

O.  Wien 

»9 

»9 

99 

34 

99 

99 

„ Schemnitz 

9* 

99 

99 

68 

99 

99 

NO.  Brünn 

99 

99 

99 

32 

99 

99 

N.  Prag 

9t 

99 

99 

44 

99 

99 

„ Bodenbach 

99 

99 

99 

61 

99 

99 

NW.  Schössl 

99 

99 

99 

50 

99 

99 

„ Deutschbrod 

99 

9t 

99 

44 

99 

99 

„ Pürgütz 

99 

99 

99 

42 

99 

99 

„ Pilsen 

99 

99 

99 

37 

99 

99 

Im  Mittel  von  23  Orten  ergiebt  sich  . . =40™. 9 geogr.  Meilen. 
Mit  Hinweglassung  der  drei  entferntesten 
Orte:  Bregenz, Schemnitz,  Bodenbach  =37.1  „ „ 


S 


Digitized  by  Google 


274 


Dienycr:  l'eter  die  Dursleltung  eiiter 


WII. 

Ueber  die  Darstellung  einer  willkürlichen  Funktion 
durch  unendliche  Reihen., 

Von 

Hern  Professor  Dr.  J.  Dietujer 

an  der  polvlrclmiiichcn  Schule  ;.n  l'arl«ruhe. 


Die  Fourier’scben  Reihen  bilden  ein  Beispiel  einer  Darstel- 
lung ganz  willkürlicher  Funktionen  durch  unendliche  Reihen;  ähn- 
liche Beispiele  bietet  die  mathematische  Physik  eine  ganze  Menge 
dar,  wobei  freilich  anzuführen  ist,  dass  in  den  meisten  Fällen  der 
direkte  Beweis  noch  nicht  geführt  ist,  vielleicht  auch  nicht  noth- 
weodig  ist,  ihn  zu  führen,  wie  wenigstens  Lame  in  seinem  neuesten 
Werke  meint.  Dem  sei  nun,  wie  man  will;  im  Folgenden  will  ich, 
indem  ich  eine  Reihe  Abhandlungen  von  Sturm  und  Liouville, 
die  früher  in  des  letztem  Journal  erschienen  sind,  zusammenfasse, 
für  einen  besondern  Fall , der  namentlich  in  der  analytischen 
Theorie  der  Wärme  vorkommt,  diesen  Beweis  wiederholen.  Ich 
glaube  hiedurch  den  Lesern  des  Archivs  in  so  ferne  einen  Dienst 
zu  leisten,  als  ich  sie  der  Mühe  überhebe,  aus  einer  grossem 
Anzahl  zerstreuter  Abhandlungen  sich  die  Dinge  erst  zurecht 
legen  zu  müssen. 


I. 

Angenommen,  ij,  k,  l seien  drei  Funktionen  von  x,  die  von  x = k 

bis  x = ß(ß^  «~0)  innner  positiv  seien;  r sei  eine  unbestimmte, 

von  x unabhängige  Grösse;  f sei  eine  Funktion  Ton  x anrl  r, 
Rir  welche 


i 
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27T> 


c[k  aJ 


g®-  + (»*-/)F=  0. 


(») 


0F 

dx 

dV 

0a: 


— AF  = 0 für  ,*  = k» 


+ //F=0  für  x=zß‘> 


(2) 


(3) 


wo  A und  //  positive  Zahlen  sind,  und  «o  die  letzte  Gleichung 
den  oder  die  Werthe  von  r bestimmt,  wahrend  die  erste  die  durch 
die  Integration  eintretende  Konstante  bestimmen  hilft.  Ilezeicbnen 
8V 

wir  >— + //F  für  x = ß durch  F(r),  so  hat  man  also,  wenn 
r, , r2,  .....  r»,....  die  Wurzeln  der  Gleichung  F(r)=0  sind: 

— « --  +(rnr/-/)  Vn  = 0) . / A F.  = 0 (*  = er)  , I 

CX  •'  ox  \ (4) 


0F, 

dx 


+ HV«  = 0 (*=*0) 


wo  F»  den  Werth  von  V für  r — rn  bedeutet.  Aus  (I)  und  (4) 
folgt : 


0i4£] 


0{A^] 

L OX  J 


F„  — g-  -Kgr  — l)VVn  - F— g- (ffr«  — /) F F«  = 0, 

d.  h. 


0a: 


v 


= //fr»  — r)  F F, , 


woraus  sofort 


(r  - r„)/  F VJäx  = Af  F ^ - F„?/r  J + 6’, 


und,  da  für  x — a 


ist : 


r*  .....  _ A 0Fm  ..'0F 

J ajr -KaJ- 


(*) 
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Diese  Gleichung  setzt  natürlich  voraus,  dass  nicht  r=rn  ist,  d.  b. 
dass  r und  r*  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  Fl(r)  = 0 
seien,  so  dass  man  dieselbe  auch  schreiben  kann: 


r A r SVn  J,  SV rn , 

Fm  VnSx  — Tm  — r,  [ dx  ~ Vn  Bx  3» 


(5') 


wenn  'nicht  n=m.  ln  diesem  letzteren  Falle  verfährt  man  etwa 
in  folgender  Weise.  Aus  (1)  folgt,  indem  man  nach  r differenzirt: 


0*  p, 

l^+<9r_„»:+sF=,i 


multiplizirt  man  nun  (1)  mit  , die  letzte  Gleichung  mit  F,  und 
subtrahirt,  so  erhält  man: 


?F*  = 


flr,aF . 
sv 

Sr  dx 


- V 


„ .a»F,  flr./aF0F  „(PF\ 

0fÄ  3*8|J  0[*V  S7_  F SxSrJ1 


dx 


, ™ ,/SVSV  „3*F\ 
fgVSx-k[-dx  Sr-VSx8r) 


Sx 


+ C. 


Für  x — a aber  folgt  aus  (2): 


SV 


S*V  , SV 


Sx~hV'  SxSr  h Sr  ’ 


so  dass  hiernach: 


/V— »G n?- 


(6) 


Setzt  man  in  (5')  x = (5 , so  wird  wegen  (3)  die  zweite  Seite  Null ; 
was  die  zweite  Seite  von  (6)  anbelangt,  so  ist  für  x — ß: 


(SV  SV  e*F\ 

\3a:  Sr  SxStrJ 


= - k V 1 F(r)k  = —k  VF(r) , wenn  r = rni 


so  dass 
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gVnVmBx : = 0,  ' (7) 

a 

f g VJBx  = - A F„F(r.)  ffir  x = ß.  (8) 

« 


II. 


Was  nun  die  Gleichung  F(r)  = 0 anbelangt,  so  kann  sie  keine 
imaginäre  Wurzel  der  Form  q + p'i  haben.  Sonst  hätte  sie  näm- 
lieh  nothwendig  auch  eine  imaginäre  Wurzel  der  Form  q—  f'i, 
so  dass  also  etwa  r»  =:  p + p'i,  rm  — Q — g'i  wäre,  und  dann 
Pn  = P+Qi,  Vm=P — Qi,  woraus  nach  (7): 

f ? g(P*+Q*)3x  = 0, 


welche  Gleichung  offenbar  unmöglich  ist,  da  alle  Elemente  des 
bestimmten  lutegrals  dasselbe  (positive)  Zeichen  haben.  Eben  so 
bat  /Xr)  = 0 keine  gleichen  Wurzeln.  Denn  wäre  r*  mehrfach 

Wurzel,  so  wäre  Fw(r*)=  0,  so  dass  nach  (8)  Jß  gVJ3x  = 0, 

a 

was  wieder  unmöglich  ist.  Aber  es  lässt  sich  auch  leicht  zeigen, 
dass  F(r)=0  keine  negativen  Wurzeln  haben  kann.  Denn  aus 
(1)  folgt: 


f 


f)  V 

r- 

v-%rdx=J  (i-'9)rv)x. 


SV  dV  P*  BF  „ P* 

a a 

= (^1?),=.+/'  ^Bx  +/'  0~rg)F*Bx. 


Nun  ist  nach  (2) 


BP 


also  positiv;  wäre  also  r negativ,  so  wäre  hiernach  Vk  g—  sicher 
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SF 

positiv,  d.  b.  es  hätten  V und  g-  immer  dasselbe  Zeichen,  und 
0 V 

es  könnte  also  V -f  //g—  nie  Null  sein,  was  gegen  (3)  streitet. 

Darnach  hat  F(r)=0  keine  negativen  Wuzeln.  Ist  nicht  f=0, 
so  kann  aus  demselben  Grunde  auch  r= 0 nicht  Wurzel  sein; 
lür  1=0  wäre  es  jedoch  möglich,  dass  r=0  sein  könnte. 

Die  Gleichung  /’(r)  = 0 hat  also  hiernach  lauter  reelle  positive, 
von  einander  verschiedene  W'urzeln.  Für  1=0  kann  sie  0 zur 
Wurzel  haben.  Die  Konstanten  h und  H in  (2)  und  (3)  hönnen 

SV 

auch  0 oder  oc  sein.  A=0  heisst,  es  sei  -g-^=0  für  ar=o; 

A = oc:  V sei  0 für  x = a;  11=0:  > =0  für  x=  ß ; H = ce: 

ox 

F=0  für  x = ß.  Selbst,  wenn  h— 0 oder  oc,  bleibt  die  Behaup- 
tung des  gegenwärtigen  Paragraphen  in  Kraft.  Denn  dann  ist  nur 
SF 

(kV  Tj— •)  Null,  statt  positiv. 


III. 

Wir  wollen  nun  die  (1)  umformen,  indem  wir  statt  x die  neue 
Veränderliche  z einführen,  so  dass  z =/V?8*’  wo  also  z 

a 

wächst  mit  x,  indem  y ^ >0;  für  x — ß sei  z = b,  während  für 
i = ii:  z = 0.  Alsdann  wird  allgemein 


also  die  (1): 


oder 


SS  __  SS  Sz SSa  I g 

Sx  3:  Sx  02  V k* 

\ 

W f ,q 
— 3--Vf  + (^-/)r-0' 

— 5r£L+(r\r^_/y  ^)F=0r 
VP  -f  d£%r + p v=o.  (io) 
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Wir  wollen  nun  setzen 


1 


r=0ü,  e = -4  ; 

Vr ffi 

so  wird  die  (10)  zu: 

rr0*6  , JUce  „8*17  , ...30  , JtVMVgt) 

V **< +2-^  ^ +0  07r)  + <ü*  + » 8t)  s, 

+ (rVP-/\/  |)0t7=O. 

ö 17 

Der  Koeffizient  von  ist  hierin: 

«wrrr8»  . „9(V5*> 8 80  . Ä3/I\  A 

-V^g.  + 0 s.  - ö,  g.  I-  Äa2^e*/-0‘ 


so  dass,  wenn 


jf  ö 3:  3z 


, 3*0 


iv’«-  ^ - vp  v^=0  v^t.  i 


ist: 


3*17 

^ + ,>*€7=117, 


(10) 


wo  <>*  = r,  welch  letztere  Bezeichoungsweise  gestattet  ist,  da 
r>0.  Die  (2)  und  (3)  sind  jetzt: 

(11) 

d~&~Wgr=0  för  I = 0’  ^r+//VfF  = 0 fiir  t = b’ 


d.  h.  wenn  U eingeführt  wird: 


dü 

02 


0 T 1 

■h'l 7 = 0 für  z=0,  -gv  + H'V  = 0 für  i — b, 


wo 


A 30 
j0-3:’ 


30 

01  ’ 


(11') 


je  für  die  betreffenden  Werthe  von  t.  Aus  (10')  folgt,  wenn  man 
mit  sinpx  muitiplizirt  und  dann  integrirt: 


singxg^ — qVcos(z  — C + j'  7 t/sin  (i:c:  , 
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C — [sin  ßz 


SU 

dz 


— ßt7cosßz].=0  = — ß V0, 


wenn  U0  der  Werth  von  V für  i = 0 ist.  Diese  Grösse  bleibt 
aber  hier  ganz  willkürlich,  und  wir  wollen  sie  dessbalb  = 1 setzen, 
so  dass  wir  schreiben  können: 


8 U p* 

ißi-g; — ßE7cosßz=  — p+  / AüsiußzSz.  (12) 


:A'  für  x = 0,  so  dass 


SU 

Ist  aber  U0—l,  so  ist  nach  (11')  -g - : 
wir  in  ähnlicher  Weise  erhalten: 

su  r* 

cosßz  -jg-  + ßüsin  ßz  = Ä'  + / AUcosßzSz.  (12') 

O 

Aus  (12)  und  (12')  folgt: 

. U=cos  ßz  + ^ sinßi  C AC/cosßiSz 

1 P* 

cosßz  / At/sinßiSz, 

0 

so  dass,  wenn  A',  U'  die  Werthe  von  A,  U sind,  wenn  man  z' 
für  z setzt,  man  hat : 


V — cos  ßz  + — A'  C/'sin  ß(z — z')Sz' 


(13) 


Anmerkung.  Dass  U0  willkürlich  bleibt,  unterliegt  wohl 
keinem  Anstande,  da  die  erste  Gleichung  (11')  eine  Gleichung 

zwischen  U0  und  (jfr')  '**»  diese  letzteren  Grössen  aber  wegen 


(10')  beide  sollten  bekannt  sein,  wenn  (10')  die  U völlig  bestim- 
men soll,  so  dass  eben  eine  willkürlich  bleibt.  Die  zweite  (11') 
bestimmt  ja  nur  r,  nicht  auch  die  durch  Integration  von  (10')  ein- 
tretenden zwei  Konstanten. 


IV. 

Die  Grösse  V wird  nie  unendlich  innerhalb  der  Gränzen  a 
und  ß von  x,  also  auch  V nicht  unendlich  von  z = 0 bis  z = 6; 
hiernach  giebt  es  einen  grössten  endlichen  Werth  von  U zwischen 
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diesen  Gränzen;  heisst  derselbe  Q und  ist  eben  so  L der  grösste 
Werth  von  1 in  demselben  Intervall,  so  ist  der  Werth  des  Integrals 


/' 


V V sin  5(1 — z')dz' 


sicher  kleiner  als  LQ  j 8z'  oder  kleiner  als  LQb,  wo  alle 

O 

Grössen  nur  absolut  zu  nehmen  sind.  Ferner  ist  der  grösste  Werth, 


deu  cos qz  + — sin oi  erreicht: 

« 1 Q 


so  dass  also  die 


V <)•■  a _ 

zweite  Seite  von  (13)  kleiner  ist  als  nn^ 

also  immer  U unter  diesem  VVerthe  bleibt.  Daraus  folgt  aber 
sofort,  dass  auch  Q unter  diesem  Werthe  ist,  d.  h.  dass 


Q< 


VO*- 


LQb 


Q< 


V H(f)' 


1- 


Lb 


wenn  g > Lb. 

Wäre  p>‘2L6,  so  wäre  “—<{(?,  also  Q < ^~I  -f-  ^ f*Q, 

d.  h.  sogar  Q <2^~  1-f  (fy  • Nimmt  man  also  g gross  genug, 

was  immer  möglich,  wenn  man  grosse  Wurzeln  von  F(t)  = 0 be- 
trachtet, so  wird  man  diese  Beziehung  gelten  lassen  und  folglich 

dann  U <2^" 1 -f  haben.  Da  F=0£7,  so  folgt  hieraus, 

dass,  wenn  S der  grösste  Werth  von  © ist,  man  habe 

F <2 1-f^-^  > immerhin  jedoch  für  p>2 Lb. 

Ist  endlich  F das  Maximum  von  f(x),  wenn  x geht  von  a 
bis  ß,  wo  f\x)  eine  beliebige  Funktion  von  x ist,  so  ist  hiernach 

(14) 

y fß  9 Vf\x)8x  <'2b\f  1 + (^)  ’ f* ß 2Gd\Tl+(0*  f&r. 


d.h.  <4dl[l  -f  (~'^]GF(ß  — o). 


wenn  G der  Maximumwerth  von  g (zwischen  a und  ß)  ist. 
Theil  XXXI.  19 
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Betrachten  wir  nun  da«  Integral 

f gV*dx=  f'  U*dx- 

a 0 

Da  in  (13)  das  Integral  zweiter  Seite  < LQb , ao  kann  mau,  wenn 
t endlich,  setzen: 

,r  , h'  . , t 

U=  cospr  + — sinpr-f-  > 

br.  . / h'\ * . sin‘2p6  . Ä'sinV  h'*amty 

J t7,ö*=2*I  + V7/]+“¥“  + ~ V 

o 

-f  ^ ^ t cos  gidz  + ^ th'  sin  fjiot  -f  ^ J*  £*0i , 


d.  h. 


/*  ™=‘t,+0V 


wo  endlich  ist,  so  dass  für  grosse  q der  Bruch  — beliebig  klein 
wird,  also  etwa  <^[1  + ^ ],  mithin  sicher  für  grosse  p: 

(15) 

/“  V*Sx  > | [1  -f  Q’],  d.  I ,.fß  gV*3x>  j[l  + (*)*]• 


Ans  (14)  und  (15)  folgt  nun: 

V fPgVf{x)3x 

« „ 16((J-o)d*CF 

c»  ^ * 

/ jrP*3:r 


freilich  immer  wenn  p gross  genug.  Setzt  man  aber 

A(«)=K*)-j£[*gi 

und  nimmt  an,  es  sei 


Digitized  by  Google 


willkürlichen  Funktion  durch  unendlich»  Reihen. 


283 


(16) 

- — hf{x)  = 0 für  x = a > | Hf\x)  = 0 für  x = ß , 

so  ist  aus  (1): 

1 1 ' 

ffjYf{x)dx  = -flVflx)dx  - rf/\x)  —fa—  Sx 


also  wegen  (16),  (2),  (3): 

J'  ^ gVflxfix  = \J'?  lVf\x)dx  ^^x~\dx 

a a a 

= \J'?  l/i(x)dx- 

a 

Ist  demnach  f\  das  Maximum  von  fi(x),  so  ist,  wie  in  (14): 
V f K/1(x)3*<4d*[l  + (^),]Fl0J-<r), 


so  dass 


d.  h. 


V f*  yfi(x)8a 


r y ß 9 V*&x 

a 

v f ? gVfixßx 


16(ß — o)ä*F, 

Tb 


16  (ß-a)S*Ft 

f’gmx  * 


(17) 


Was  nun  alter  die  Werthe  von  ( (bezüglich  r)  anbelangt, 
so  ist  nach  (13):  „ 

]#• 
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l/  = cospz[l  — - f A't7'sinpi'0x'] 

o 

-f-  e\ngi^-{^-  J*  l'  V cos  pi'0z']  i 
o 

— sinpjf? — A'C7'sinpz'0z'] 

o 

+ cos  pi[A'  + A'  V cos  pi'Si'j- 


0* 


Da  für  i = b : 


SU 


St 

sein  soll,  so  folgt  hieraus,  wenn 


+ ff'f7=0 


P=h‘+H'+  J*  * V t/'[co8  Qt'  ■ 


H'  sin  qi‘ 


]3z'> 


/>'  = + f\'  U'[H'Cy  ~ + sinpz']3i' 

0 

gesetzt  wird: 

P 

Pcasgb — (g  — /*')sin  p6=0,  tg  gb  — _fy  • 


(18) 


Die  Grüsse  P ändert  ihr  Zeichen  nicht,  wenn  g sein  Zeichen 
ändert;  dagegen  ändert  P‘  ihr  Zeichen  mit  g.  Konstruiren  wir 
nun  die  beiden  Kurven,  deren  Gleichungen 

P 

y — tggb,  y=—-—, 

in  denen  g als  Abszisse  betrachtet  wird,  so  hat  die  letztere  die 
Abszissenaze  als  Asymptote,  nähert  sich  ihr  also  mehr  und  mehr, 
während  die  erste  in  unendlich  vielen  Zweigen  verläuft;  es  giebt 
demnach  unendlich  vielo  Durchschnittspunkte  beider  Kurven,  d.  h. 
unendlich  viele  Wertlie  von  g,  für  welche  die  Gleichung  (18)  er- 
füllt ist,  so  dass  dieselbe  unendlich  viele  Wurzeln  hat  Ist  nun 
g einmal  gross,  so  wird  P und  P'  endlich,  und  also  die  zweite 
Seite  von  (18)  klein;  da  nun  aus  (18)  folgt 


p6  =z  m n + arc  (tg  = —_p) , 
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so  ist  also  bei  grossem  (positivem  ganzem)  m die  Grösse 

P 

arc(tg  = 

klein,  etwa  =i,  so  dass 

i * imt  j 

Qb  — mn+t,  q = -y  + t' , 
wo  *'  klein;  dies  kann  man  auch  schreiben: 


3m  (n — 3)m 


e=-r  + 


und  da  «>3,  so  ist  p>-^-,  wenn  m gross  genug  ist.  Daraus 
folgt  in  (17): 


V gVf{x)Zx 
gV*üx 


1 Qiß-a^F^ 

9m» 


(17') 


wenn  mir  m,  d.  h.  q sehr  gross.  Dabei  ist  m gewissermassen  die 
Ordnungszahl  der  Wurzeln  von  (18),  d.  b.  die  grossen  Wurzeln 
dieser  Gleichung  sind  nahezu: 

nur  (m  + 1)«  (m  + 2);t 

T*  6 ’ b 

Wir  wollen  nun  die  unendliche  Reibe 


V J*  gVf(x)bx 

f?gV*dx 


(19) 


betrachten,  die  man  erhält,  wenn  man  in  der  GrOsse  unter  dem 
2,  welche  r enthält,  für  r nach  einander  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung F(r)  = 0 setzt,  d.  h.  für  q nach  einander  die  Wurzeln  von 
(18) , so  wird  von  einem  gewissen  Glicde  an  der  Rest  nach  (17') 
kleiner  sein  als 


I6(ß-*)3»F,A  rj_  1 , 

9 Lm»  ‘ (m  + 1)*  ' 


1 

(n»  + 2)» 


und  da  diese  Reihe  endlich  ist,  so  konvergirt  mithin  die 
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Reihe  (19).  Sei  also,  wenn  wir  die  Bezeichnung  des  §.  I.  wie- 
der aufzunehmen: 


<p(x)  = 


Kj  J*  ^ ff  VJ(x)d.c 

J^gV^Sx 


F2  J*  ^ gVt/\x)dx 

—7 -J + • 

J gV./dx 


Yn  J 0 Vnf{x)fc 


so  erhält  man  hieraus,  wenn  man  beiderseitig  mit  Vm  multipli- 
zirt  und  hierauf  nach  x zwischen  den  Gränzen  a und  ß integrirt, 
nach  (7): 

(20) 

J*ß  <p(x)Vmdx  = j'  **  gVmf(x)dx  , J'?gVm[(p(x)—flx)]dx  = 0, 

a a a 

welche  Gleichung  für  alle  Werthe  von  m richtig  ist,  d.  h.  welche 
Wurzel  von  F(r)=0  man  in  V einsetze. 


VI. 

Wir  wollen  nun  die  Eigenschaften  der  Funktion  V noch  etwas 
näher  untersuchen. 

9 V 

1.  V und  kann  nicht  zugleich  Null  sein.  Denn  sonst, 

da  k nicht  Null  ist,  gäbe  die  (1)  auch  g^  = 0,  und  dann,  wie 
33K 

mau  leicht  sieht,  auch  sämmtlich  0,  was  darauf  zuriick- 

käme,  dass  V immer' Null  ist.  — Man  kann  übrigens  den  Satz 
auch  noch  anders  beweisen.  Der  Werth  von  V aus  (1)  hat  die 
Form  AVt+BVt,  wo  A und  B zwei  Konstanten,  Vt  und  V2  zwei 
partikulare  Integrale  von  (1)  sind,  worin  man  nun  etwa  A und  B 

0 V 

aus  den  bekannten  Werthen  von  V und  g-  für  x=a  bestimmen 
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0F# 

kann.  Bezeichnet  man  also  mit  V , , Fj't  *V  die  VNertbe  von 

V, V%  für  x—a,  so  bat  man: 

0F  BV  BV 

r^AVt  + BVf,  v’  = Arl'  + ßr2',  si=^s j + bt*’ 

BV  M BV± 

%c=A  dx  dx  * 

B V 

Gäbe  es  also  einen  Werth  x = b,  iür  den  V und  — ®>  un<^ 

bezeichnet  man  mit  Vy",....  die  zugehörigen  Werthe  von 
so  wäre: 

üir  » dV  " 

AVy”+  BV  = 0.  A g.  + B-gJ-  =0; 

- W Y,W_r. **£.-. o. 

B = Kj"~ ' F*  0.r  Kl  fix  “U 

Aber  Fj  und  Vt  genügen  der  (1),  so  dass 


8(Ä 

jJ~ +(ar—i)Vi^^>  — g^-  + (j?r— — 


e<4xl> 


woraus 


d.  h. 


F,  sr  »'i  — u- 


1 dx 

d_ 

dx 


a r,.„  äF,  r _ o 
ä?fA(F*  ex  ~ Kl  ax"-0. 


wir?ü  p«Ivr 

Ä(V2ex  — F*  ax)  — 


, wo  C konstant.  Da  nun  für  x — b die  Grösse 

y !ü_f  ^*-0 

’*  s?  f,ax  ~u 

sein  sollte,  so  wäre  allgemein  C=  0,  d.  h. 

’» ex  Fl  ax  -u- 
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Aber  es  ist 


also  «äre  auch 


immer  Null ; ebenso 


rZJl_FdJ 

dx  1 d.v 


#h_y  8V 

8x  *8x 


immer  Null.  Dies  ist  aber  our  der  Fall,  »'eim 

/ 

| 2F  1 Ci' 

l^)  = oi(yt),  vt=cvt. 


was  nicht  sein  darf,  nenn 

AVt+Br* 

das  allgem  eine  Integral  ist.  Daraus  folgt  nun  die  Behauptung. 

SV 

Sind  aber  V und  ^ niemals  zugleich  Null,  so  muss  V sein 

dV 

Zeichen  wechseln,  wenn  es  durch  0 geht,  da  g—  alsdann  seiu 

Zeichen  behält,  also-K  im  Wachsen  oder  Abnehmen  begriffen  ist. 

8V 

Geht  also  V von  -J-  zu  — , so  ist  ^ negativ;  geht  V von  — zu  4 , 

Sv  * * 

so  ist  g-j>0,  und  man  hat  also: 


V:  + 0 — 

oder 

0J\  _ 

0*  * 


-0  f 
+ + + 


2.  V ist  eine  Funktion  von  x und  r,  die  mit  V(x,  r)  be- 
zeichnet werden  soll.  Sind  nun  p,  g'  zwei  Werthe  von  r,  von 
denen  p'>p,  wenn  auch  nur  um  unendlich  wenig,  so  sage  ich, 
dass  V(x,  g')  zwischen  et  und  ß (§.  I.)  zum  mindesten  eben  so 
viele  Male  Null  wird  als  V(x,  g).  Sei  | ein  Werth  von  x,  für 
den  V(x,  f)  — 0,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (6),  in  der  rn  ganz 
wohl  den  Werth  g haben  kann,  da  die  erste  Seite  positiv  ist, 

dy  0K 

dass  für  x = £ nothwendig  und  *j-  dasselbe  Zeichen  haben 
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(indem  r=0).  Ist  also  a<£,  aber  nahe  genug,  an  £,  so  dass 
V(x,  p)  nicht  0 ist  von  x—a  bis  a;=t,  also  V filr  Werthe  zwischen 

8K 

a und  £ dasselbe  Zeichen  bat,  so  wird  nach  Nr.  1.  ^ das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  haben  für  dieselben  Werthe.  Ist  p'  nahe 
an  p,  so  haben  V(x,  p')  und  V(x,  p)  dasselbe  Zeichen,  also  das 
dV 

entgegengesetzte  von  g-  für  a:  = £,  immer  unter  der  Voraussetzung, 
es  sei  x zwischen  a und  £.  Nun  ist 


m.  eO=F(£,  p)  + (p'-p) 


sm,_e) 

8g 


+ ....  = (p'-p) 


m.  p) 
.Sg 


so  dass  für  kleine  p' — p immer  F(£,  q‘)  dasselbe  Zeichen  hat  wie 
d.  h.  dasselbe  Zeichen  wie  für  o:=£,  r=p.  Dar- 
nach also  haben  F(a,  p')  und  F(f,  p')  verschiedenes  Zeichen,  so 
dass  V(x , jO  mindestens  einmäl  durch  0 geht,  wenn  x von  a bis 
£ geht.  Also  sind  die  Wurzeln  von  F(x,  p')  = 0 minde- 
stens in  derselben  Anzahl,  wie  die  von  V(x,  p),  aber  je 
etwas  kleiner. 


Sei  nun  V(x,  p')=0  für  x = l‘,  6>£';  aber  so,  dass  V(x,  pO 
nicht  Null  wird,  wenn  x von  £'  bis  b geht.  Alsdann  hat  V(x,  p') 

8K 

in  diesen  Gränzen  dasselbe  Zeichen  wie  für  x=% , r=p'  (nach 

Nr.l.);  die  Grössen  F(6 , p),  F(6 , p')  haben  dasselbe  Zeichen, 
wenn  p' — p klein  genug,  und  da 


ViS.  Q)=m‘.  <?0  + ((?-e') 


me,  eO 

8p' 


+....=(p- 


aM‘,  Q‘), 

'9)~ w + 


so  haben  F(£',  p)  und  — g ’ — 
BV  * 

F(£',  p)  und  für  x = £',  r = 


verschiedenes  Zeichen,  also  auch 
p'.  Da  nun  V(b,  p),  F(6,  p')  das- 


JB  V 

selbe  Zeichen  haben,  wie  gj,  F(£',  p)  verschiedenes,  so  wird 

F(x,  p)  Null  zwischen  x=  £'  und  x = b.  Ist  also  p'  nur  wenig 
grösser  als  p,  so  sind  die  Wurzeln  von  V(x,  p)=0  je  um 
etwas  grösser  als  die  von  V(x , p0  = 0. 


3.  Angenommen  V(.r,  p)  und  V(x,  p')  haben  dasselbe  Zeichen 
für  x-=a,  ohne  Null  zu  sein,  und  es  gelte  dasselbe  lur  x = ß, 
so  müssen,  wenn  x von  u bis  ß geht,  nach  Nr.  2.,  beide  gleich 
vielmal  durch  0 gehen,  je  aber  die  letzte  etwas  früher  als  die 
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erste.  Ist  V(ß,  q)  =0,  so  gilt  dasselbe;  ist  V(ß,  g‘)  = 0,  ss  gebt 
V(x,  f)  einmal  weniger  durch  0 als  V(x,  q'). 


Wir  wollen  nun  r gehen  lassen  von  ft  bis  ft'(ft'>ft),  so  wer- 
den V(x,  f t ),  V(x,  r ) zwischen  x=a  und  x=:ß  so  lange  gleich 
vielrnal  durch  0 gehen,  als  keine  Wurzel  der  Gleichung  ¥(ß,  r)=0 
erreicht  ist;  sobald  aber  eine  erreicht  ist,  findet  jedesmal  ein 
weiteres  Verschwinden  Statt.  Also  so  viel  Wurzeln  der 
Gleichung  V(ß,  r)=0  zwischen  ft  und  ft'  liegen,  so  viel- 
mal mehr  verschwindet  F(x,  ft')  als  V(x,  ft),  wenn  x von 
a bis  ß geht.  Dabei  sind  die  Fälle,  da  K(a,  r)  verschwindet, 
nicht  eingerechnet,  d.  h.  diese  Grösse  soll  nicht  0 werden.  Wäre 
dies  doch  der  Fall,  so  müsste  von  der  eben  genannten  Zahl 
die  Zahl  der  Wurzeln  von  V(a,  r)*=0,  die  zwischen  ft  und  ft' 
liegen,  abgezogen  werden.  Aber  V ist  nicht  0 für  x =x  «,  da  sonst 
0 V 

nach  (2)  auch  = 0 wäre  für  x=c,  was  Nr.  1.  widerstreitet; 
demnach  bleibt  der  eben  gegebene  Satz  bestehen. 


4.  Wir  wollen  die  Werthe  von  F(x,  r),  ^ ^ för  x=ß 

durch  V(ß,  r),  bezeichnen,  und  seien  r',  r"  zwei  auf 

einander  folgende  Wurzeln  der  Gleichung  V(ß,  r)=0.  Alsdann 

muss  nothwendig  sein  Zeichen  wechseln  zwischen  r=r* 

und  r = r",  so  dass  die  Werthe  dieser  Grösse  von  verschiedenem 
Zeichen  an  diesen  Gränzen  sind;  da  aber  V(ß,  r)=0  an  diesen 

Gränzen,  so  haben  - ■ " und  — — alsdann  dasselbe  Zeichen 

(Nr.  2.),  so  dass  auch  verschiedenes  Zeichen  hat  für 

r = r'  und  r = r",  und  also  auch  durch  Null  geht  zwischen  diesen 
Werthen;  die  Grösse 


ist  an  diesen  Gränzen  gleich 


Sy(ß,  r‘)  und  BV(ß,  r") 


und  da  diese 


8ß  u,u  Sß 

beiden  von  verschiedenem  Zeichen  sind,  so  ist  jene  Grösse  durch 
0 gegangen.  Es  liegt  also  eine  Wurzel  der  Gleichung  (3) 
zwischen  r“  und  r".  Aber  auch  zwischen  zwei  auf  einan- 
der folgenden  Wurzeln  von  (3)  liegt  eine  Wurzel  von 
V(ß,  r)  =0.  Denn  sind  r«,  r«. fi,  zwei  solche,  so  werden  (§.  I.,  II.) 
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P{r»)  und  F'(rn-fi)  von  verschiedenem  Zeichen  sein,  also,  da  nach 
Gleichung  (8) 

— kV(ß,  r„)F'(m),  -kV(ß.  r.+i)F'(r»fl) 

positiv  sind,  k ebenfalls  positiv  ist,  so  müssen  V(ß , r„),  V(ß , rn+i) 
von  verschiedenem  Zeichen  sein.  Daraus  folgt,  dass  von  den 
Gleichungen  (3)  und  V(ß,  r)  = 0 je  eine  Wurzel  zwischen 
zweien  der  andern  liegt,  aber  auch  nur  je  eine. 

5.  Die  Gleichung  (3)  hat  bloss  positive  Wurzeln  (§.  II.) ; sind 

rt , dieselben,  so  liegt  also  keine  ihrer  Wurzeln  zwischen 

— oo  und  rt ; die  Gleichung  V(ß,  r)  = 0 hat  r= — oo  zur  Wurzel, 
da  F(x,  r ) (oder  F)  nach  (I)  Null  ist  fär  r = — oo;  zwischen 
— oo  und  r,  liegt  also  keine  weitere  Wurzel  von  F(ß,  r)=0; 
zwischen  rt  und  r2  liegt  aber  eine  Wurzel  dieser  Gleichung, 
dessgleichen  zwischen  ra  und  r3 , u.  s.w. 

Betrachten  wir  nun  die  Grössen  F(x,  r,)  und  F(x,  — ae), 
so  wird  die  erste,  nach  Nr. 3.,  keinmal  mehr  verschwinden,  als 
die  zweite,  wenn  x von  a bis  ß geht;  für  negative  grosse  r müs- 

SF 

sen  aber  nach  (1)  V und  immer  dasselbe  Zeichen  haben, 

woraus  nach  Nr.  1.  folgt,  dass  V für  solche  r nie  Null  ist.  Dem- 
gemäss ist  auch  V(x,  rx)  nie  Null  von  x — a bis  x = ß.  Aus 
demselben  Grunde  ist  F(x,  r3)  ein  Mal  Null,  F(x,  r2)  zwei 
Mal,  F(x,  r»)  dagegen  n — 1 Male  u.  s.w.  Für  H— oo  re- 

duzirt  sich  (3)  auf  F(ß,  r)  = 0;  in  diesem  Falle  ist  hier  das  Null- 
werden bei  x=zß  nicht  eingerechnet. 

6.  Seien  Am,  Am+i,....,A„  beliebige  Konstanten  und 


17—  Am  FmA"  Am+1  Fm+l  "f"  *•  • • "F  An  F„,  (21) 


so  ist  nach  (7) 


gUFPSx=0, 


wenn  p nicht  von  rn  bis  n liegt,  oder 

a 

im  andern  Falle,  welche  Grösse  nicht  0 ist,  wenn  nicht  Ap= 0. 
Sind  also  nicht  alle  A— 0,  so  kann  V zwischen  a und  ß für  x 
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nicht  identisch  Null  sein,  da  sonst  J*  gUVrdx  es  wäre.  Nun 

m 

behaupte  ich,  V werde  höchstens  (n — l)mal  Null  zwischen  a 
und  ß,  wobei  etwa  gleiche-  Wurzeln  Ton  L7=0  für  eine  gezählt 
werden. 

Es  ist  nämlich  nach  (7)  und  (5): 

(n  — rp)  f 9vi  Fr0x  = AF,a0g. 


woraus 


(22) 


/*  „ ö»F 

g Vt  (,am  Fm  + Um  + lFm  + l + ....+  «n  Vn)cX  — ÄFig^-» 


fl 

wenn 


, = (r,  ~rp)Ap,  ’P  = 


Am  V m +■••■+  An  F»  U 

F,  “Fi* 


Nun  ist  Fj  nicht  Null  zwischen  « und  ß (Nr.  5.),  so  dass  IF=0 
und  17=0  dieselben  Wurzeln  haben  zwischen  diesen  Gränzen; 

ist  Null  für  x = a wegen  (7),  was  auch  für  m = l wahr  ist, 
gip 

da  dann  Ol=0;  ebenso  ist  g^=0  für  x — ß,  Alles  gemäss  (22). 

S’P 

Für  mehrfache  Wurzeln  von  *P=0  ist  jedesmal  gg  auch  =0; 

g jp 

für  einfache  Wurzeln  wird  gg  zwischen  je  zweien  Null;  hat  also 

rp^O,  d.h.  C7  = 0,  fi  Wurzeln  zwischen  u und  ß,  so  geht  in- 
zwischen diesen  Gränzen  mindesten  (fi—  l)mal  durch  Null;  da  aber 
~ Null  ist  für  o und  ß,  so  muss  eben  so  mindestens  fimal 

Null  sein  zwischen  den  Gränzen  a und  ß,  d.  h.  wegen  (22),  es 
' ist  am  F*  + ....  + OnFJ  mindestens  fimal  Null.  Daraus  folgt:  hat 

Am  Fm+'lmfl  Fm+1  + ••••  + f'  n=0 

fi  Wurzeln  zwischen  « und  ß,  so  hat 

Am(rm  — ri)  Fw-f  ^m+»(rin+i  — ^i)  Fm+i  + ••••  + Am(rn — r,)  F«  = 0 
mindestens  eben  so  viele;  eben  so  dann 
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Äm(Tm — J*i)®  V «-f  "f*  An(Tn — **i)*  ^»=-0>  •••• 

Am(rm  — Tg)?  V m~ f-....  4"  An{Tn — 1*|)P  V n = 0 f 
oder  , 

r.-.  + A,r.  =o 

. t 

mindestens  fi  Wurzeln  zwischen  a und  ß.  Ist  g sehr  gross,  so 
reduzirt  sich  diese  Gleichung,  wegen  r« > rn-i  ....  nahezu  auf 
FB=0,  welche  Gleichung  nur  n — 1 Wurzeln  hat  (Nr.  5.),  so 
dass  die  Gleichung  17=0  nicht  mehr  als  n — 1 Wurzeln  ha- 
ben kann. 

Man  sieht  leicht,  dass  man  rückgehend  auch  schliesseo  kann 
(wobei  Am,....  durch  Am(rm — ri)~e,....  ersetzt  sind): 

dm  I m 4" . • * • "I"  An  ! * = 0 

hat  mindestens  eben  so  viele  Wurzeln  als 

\ 

Am(rm — r,)— f Vm  + ....  4 An(rn—rl)-tFn=0, 

d.  h.  als 

+•••  +<tE^)V.=o. 

woraus  für  grosse  g folgt,  dass  U=0  mindestens  m — I Wur- 
zeln hat.  Alles  dies  gilt  auch  für  m = l. 

- . , _ . ■ 

TU. 


Gesetzt  es  sei 

^ S FiK*)&r 

a 

Null  für  alle  Werthc  von  r,  die  aus  der  Gleichung  (3)  folgen,  so 
muss  identisch  tfi(x)= 0 sein. 

Denn  gesetzt  es  wechsele  y(x)  sein  Zeichen  nicht  zwischen 
or  und  ß,  so  kann  diese  Gleichung  nicht  bestehen  für  r = rlt  in- 
dem F|  sein  Zeichen  nicht  wechselt  (§.  VI.  5.);  wechselt  aber 
tli(x)  sein  Zeichen  (m  — l)raal  zwischen  a und  ß,  so  erhfilt  man 
aus  der  Annahme : 
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^ Fj  -f-  A%  Vt  -|- .. ..  -f-  Am  I m]Sx  — 0.  (23) 

a 

Sind  nun  p, ,....,  pm_,  die  Wurzeln  von  y(x)  = 0,  so  bestimme 

man  A, , Am  so,  dass  A,  F,  +...  . + Am  Vm  Null  ist  für 

x = ci,  .....  Qm— i ; da  weiter  At  Vx  + . ...+  Am  Vm  höchstens 
(m — l)mal  Null  w erden  kann  (§.  VI.  6.),  so  hat  man  dadurch  alle 
Wurzeln  von 

A^Vi  -J-  •• ..  + Am  Vm  =0 , 

die  wir  siimmtlich  ungleich  annehmen,  woraus  sofort  folgt,  dass 

ei)(x)[Ai  VtA- — Am  Vm  ] < 


immer  dasselbe  Zeichen  behalt,  und  also  die  Gleichung  (23)  nicht 
möglich  ist,  wenn  nicht  qj(x)  = 0.  Üa  dies  für  beliebige  m gilt, 
und  tf/(x)  nicht  unendlich  viele  Male  sein  Zeichen  wechseln  kann, 
so  ergiebt  sich  hieraus  unsere  Behauptung. 


Hiernach  folgt  aus'der  Gleichung  (20),  dass  tp(x) — f[x)  =0, 
<p(x)=f(x)  sein  mösse,  so  dass  endlich: 


(24) 


ist.  Die  Bedingungen  (16)  sind  hiernach  durch  f{x)  erfüllt. 

Man  kann  aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  wohl  ersehen, 
in  wie  weit  Lame  Recht  oder  Unrecht  hat,  wenn  er  sich  in  seinen 
„Leponssur  les  fonctions  inverses  des  tra  nscendantes“ 
u.  s.  w.  S.  223.  so  ausspricht:  „Ces  developpements  hybrides  et 
composes,  qui  ont  pu  etre  l'occassion  de  recherches  interessantes 
au  point  de  vue  purement  analytique,  ne  sauraient  etre  d’aucune 
utilite  en  physique  mathematique.“ 
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XXIII. 

Zum  F er  m at’schcn  Lehrsätze. 

%'on 

Herrn  Doctor  Robert  Bliudow , 
Oberlehrer  an  der  Beelschale  sa  Freaetadt. 


Es  sei  AB  (Taf.  V.  Fig.  4.),  der  Durchmesser  des  Kreises 
ARBP,  die  Grundlinie  eines  Rechtecks  ABCD,  dessen  Höhe 
AD  gleich  der  zu  dem  Quadranten  des  Kreises  gehörigen  Sehne  a 
ist.  Durch  O,  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  und  J,  den  Durcb- 
schnittspunkt  der  Diagonalen  des  Rechtecks,  sei  die  Linie  OJ 
gezogen , «reiche  auf  DC  im  Punkte  O senkrecht  steht  und  den 
Kreis  in  den  Punkten  R und  P schneidet 

Dann  sind  die  vier  Punkte  R,  J,  P,  Q harmonische 
Punkte. 

Es  Ist  nSmlich: 

JPz=OP-OJ  = r 2, 

QP  = JQ  - JP  = \ V2  - (r  - \ V2)  = r V2  - r , 

JR  =ßP-JP=:2r-(r-5  V2)  = r + 

QR~RP+QP—1r  Krv^— r)=r  + »V*; 

es  verbült  sich  aber: 

r — ^ V2srV2 — r=r+  V2fr  + rv'2» 
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und  daher  auch 

. JP:QP=JR:QR. 

Nun  ist  DC  die  Harmonische  des  Punktes  J;  DA  die  Harmonische 
des  Punktes  A ; und  daher  AJ  oder  AC  die  Harmonische  des 
Punktes  D,  ebenso  DB  die  Harmonische  des  Punktes  C. 

Verbindet  man  jetzt  irgend  einen  Punkt  E des  Kreises  ARBP 
mit  D durch  die  Linie  ED,  welche  den  Durchmesser  AB  in  M, 
die  Diagonale  AC  in  S und  den  Kreis  zum  zweiten  Male  in  G 
schneidet,  verbindet  man  ferner  E mit  C durch  die  Linie  EC, 
welche  den  Durchmesser  AB  in  N und  den  Kreis  zum  zweiten 
Male  in  F schneidet,  und  endlich  F mit  D durch  die  Linie  FD, 
welche  die  Verlängerung  des  Durchmessers  AB  in  L,  die  Dia- 
gonale AC  in  T und  den  Kreis  zum  zweiten  Male  in  H schnei- 
det, so  werden  die  Linien  DE  und  DF  durch  den  Kreis  und  die 
Diagonale  AC  harmonisch  geschnitten,  so  dass  sowohl  D,  G,  S,E 
als  D,  H,  T,  F harmonische  Punkte  sind. 

In  Folge  hiervon  muss  die  Linie  GH,  welche  die 
Verlängerung  des  Durchmessers  AB  in  K und  DB  in 
F schneidet,  durch  C,  den  Durchschnittspunkt  der 
Linien  ST  oder  AC  und  EF,  gehen. 

Die  vier  Punkte  E,  G,  H,  F,  in  welchen  sich-  die  Linien 
DE,  DF,  CG  und  CE  schneiden,  bestimmen  also  ein  dem  Kreise 
ARBP  eingeschriebenes  Viereck.  Man  ziehe  in  demselben  die 
Diagonalen  HE  und  GF,  so  ist  ihr  Durcbschoittspunkt,  wie  be- 
kannt, der  Pol  der  Linie  DC;  da  nun  vorher  gezeigt  worden  war, 
dass  der  Pol  der  Linie  DC  in  den  Durchschnittspunkt  der  Dia- 
gonalen des  Rechtecks  AB  CD  fällt,  so  folgt  daraus,  dass  der 
Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  des  Vierecks  EGHF 
immer  mit  dem  Durchschnittspunkte  J der  Diagonalen 
des  Rechtecks  zusammenfällt,  wo  auch  der  Punkt  E 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  ARBP  angenommen 
worden  sein  mag. 

Da  die  Punkte  D,  H,  T,  F einerseits  und  C,  //,  Y,  G ande- 
rerseits harmonische  Punkte  sind,  so  sind  auch  die  Strahlen  CD, 
CH,  CT,  CF  einerseits  und  DC,  DH,  DY,  DG  andererseits 
harmonische  Strahlen.  Man  ziehe  die  Linie  DN,  welche  GH  in 
V und  AC  in  V schneidet,  ebenso  CM,  welche  HF  in  X und 
DB  in  IV  schneidet,  so  sind  die  Punkte  D,  U,  V,N  einerseits 
und  C,  X,  II’,  M andererseits  harmonische  Punkte.  Nun  müs- 
sen aber  die  Linien  GL  und  MH  in  dem  vollständigen  Vierseit 
DHGVML  die  Diagonale  DN  in  dem  Punkte  V schneiden,  der 
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zu  den  drei  Punkten  /),  U,  3i  der  vierte  dem  D zugeordnete  har- 
monische Punkt  ist.  Die  Diagonalen  des  Vierecks  G31LH 
und  des  Vierecks  ANCD  haben  daher  einen  gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt  V.  Ebenso  du  rch - 
schneiden  die  Diagonalen  der  Vierecke  BMDC  und 
KNFH  einander  in  einem  und  demselben  Punkte  JE. 

ln  Folge  davon  sind  sowohl  die  Strahlen  HD,  HU,  HM,  HN, 
als  die  Strahlen  HC,  HX,  HN,  HM  harmonisch.  Diese  Strah- 
len schneiden  den  Durchmesser  AB  oder  seine  Verlängerungen 
in  denselben  Punkten,  in  welchen  diese  Linie  auch  von  den  vier 
Seiten  des  Vierecks  EGHF  geschnitten  wird. 

Daher  sind  die  vier  Punkte  K,  31,  N,  L,  in  welchen 
der  Durchmesser  AB  oder  seine  Verlängerungen  von 
den  vier  Seiten  des  Vierecks  EGHF  geschnitten  wer- 
den, harmonische  Punkte,  und  es  verhält  sich: 

31 K : MN=  LK : LN. 

Da,  wie  oben  bemerkt  wurde,  CD,  CH,  CT,  CF  harmonische 
Strahlen  sind  und  CD  parallel  KL  ist,  so  halbirt  der  dem  Strahle 
CD  zugeordnete  Strahl  AC  die  Strecke  KN,  welche  zwischen  den 
beiden  Punkten  K und  N liegt,  in  welchen  KL  von  den  beiden 
andern  zugeordneten  Strahlen  CI1  und  CF  geschnitten  wird , d.  b. 
es  ist 

AK  = AN. 

Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass 

BM  = BL. 

In  Folge  hiervon  kann  die  oben  abgeleitete  Proportion 
31 K : MN  = LK : LN 
auch  so  geschrieben  werden  : 

( AB  + AN)  — BM : {AB  + AN)  + BM 
=z  BM- {AB  — AN) : BM  + {AB— AN). 

Daher  ist  auch 

AB  + AN:BM=BM:AB-AN 

oder 

AB*=B31*  + AN*. 

Da  aber,  wie  oben  gezeigt  wurde,  BM—BL  und  ANssAK  ist, 
so  ist  auch  : ' • • 

Theil  XXXI.  SO 
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AB*  = BL*  + AK*, 
AB*=BL*+AK*, 
AB*  = BM*  + AK*. 


Die  in  dem  Vorangegangenen  abgeleiteten  Resultate  lassen 
sich  folgendermassen  zusammen  fassen  : 

Construirt  man  über  dem  Durchmesser  AB  eines  Kreises 
ARBP  als  Grundlinie  ein  Rechteck  ABCD,  dessen  Höbe  AD 
gleich  der  zu  dem  Bogen  des  Quadranten  gehörigen  Sehne  ist, 
verbindet  dann  einen  beliebigen  Punkt  E auf  der  Peripherie  die- 
ses Kreises  mit  den  Punkten  D und  C durch  die  Linien  ED  und 
EC,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  bezüglich  in  G und  F 
schneiden,  verbindet  endlich  G mit  C und  F mit  D;  so  findet 
Folgendes  Statt: 

1)  Die  Linien  GC  und  FD  schneiden  einander  immer  auf 
der  Peripherie  des  Kreises  ARBP.  Ihr  Durchschnitts- 
paukt  //  bestimmt  also  mit  den  Punkten  E,  G,  F ein 
dem  Kreise  eingeschriebenes  Viereck  HEGE *). 

2)  Die  Diagonalen  EH  und  GF  dieses  Vierecks  schneiden 
einander  immer  iu  J , dem  Durchschnittspunkte  der  Dia- 
gonalen des  Rechtecks  ABCD. 

3)  Die  Punkte  A,  D,  C und  der  Punkt  N,  in  welchem  EC 
den  Durchmesser.  AB  schneidet,  bestimmen  das  Viereck 
ADCN.  Die  Punkte  G,  H,  M , L,  in  welchen  die  bei- 
den von  D ausgehenden  Strahlen  DE  uod  DF  den  Kreis 
und  seinen  Durchmesser  schneiden , bestimmen  das  Vier- 
eck GHLM.  Die  Diagonalen  dieser  beiden  Vierecke 
durcbschneiden  einander  in  einem  und  demselben  Punkte 
V.  Dem  entsprechend  schneiden  die  Diagonalen  der  Vier- 
ecke DMBC  und  HFKK  einander  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  \V. 

4)  Die  vier  von  C und  D ausgehenden  Strahlen  CE,  CG, 
DE,  DF  schneiden  den  Durchmesser  AB  in  vier  har- 
monischen Punkten  N,  K,  M,  L. 

5)  Es  ist 

AB*  — AK*  + BM*,  (Fermat'scher  Satz) 

* 

•)  Dieser  Satz  wurde  mir  durch  Herrn  Kriiger,  Dlrectnr  der  Real- 
sehule  in  Franatadt,  mitgelheilt , der  denselben  mit  Hülfe  der  analyti- 
schen Geometrie  bewiesen  hatte. 
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aber  auch  : 

A&=zAN*+  ß£* 

= AK2  + ßm 

= AK1  + BL*.  ‘ ' 

Jf  . .....  . |i..k  |>  . • . . 

d.  h.  der  Fermat’sche  Satz  gilt  auch  für  solche  Punkte 
des  Kreises  ARBP,  welche,  wie  H,  G,  F,  innerhalb 
des  Rechtecks  AB  CD  liegen. 


I 

i 

i 


j 


XXIV. 


Versuch  einer  Erweiterung  der  Begriffe  von  cos# 
und  sin#. 

‘j-.'i  ’ ’ i **  '•«  t-  * ’» 

Von  i • t*  J 

Herrn  Doctor  Beyssell, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Provinzial  -Gewerbeschule  zu  Crefeld. 


n 


• J V\ 


Aus  den  Gleichungen 

eTi  -f  e~ *•  . x1  „ x* 

■ caax  = — — ^ =1—  -jj  ••••  * 

• exi r«t  g»  xt  lii.silqitlnWT 

sin x ~ 2£~~  =#-*-  gf  + gj  ..fr  ■ i. 

• rii.lt  lisjlT  ii:.  .-.  in1'»«  kitg  nrtr.hoa  at* 

und  ihren  Entwickelungen  geht  hervor,  dass  zu  ihrer  Feststellung 
die  zweiten  Wurzeln  der  negativen  Einheit  in  einem  Bezüge  stehen, 
den  man  auf  beliebige  andere  Wurzeln  der  negativen  Einheit  über- 
tragen kann.  Es  ist  nämlich 


und 


.V — r 2m "Ft  ...  2m -j- 1 

V — 1 =cos — + tsin n 


i«.f>  . 1 

■ . . ,;1.  . . ", 

•i)d>:d  .trj 

20* 
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"r— i 2m  . . 2m 

V +1  = cos— jc+ isin— - n, 

- ' ■ *|  • ! • » i \ i “ 

nnd  man  kann  zur  Verkürzung  des  Ausdrucks  eine  beliebige  nte 
Wurzel  aus  +1  oder  —1  durch  NP  bezeichnen,  wo  N den  Grad 
der  Wurzel  und  p den  im  Winkel  vorkommeoden  Zähler  bedeuten. 

Man  betrachte  nunmehr  die  n Reihen,  welche  der  Ausdruck 
ef’f*  bedeutet,  wenn  p eine  ungerade  Zahl  bezeichnet;  sie  sind: 

iV,2xa  AT, a.r3 

e*1*  + fj|  h 3! 


eiv.r  =ifA>  + ^|_  + ^r 


(D 


..  Nz*~l*X*  , Ntn-Sx' 

— 1 + 2|  "I" 


3! 


Zunächst  sieht  man,  wenn  man  durch  x0  den  nten  Theil  der 
Summe  der  Reihen  (1)  bezeichnet,  dass  man  erhält: 

■>  fi.llC'lt»  f 


i. 


*»“ 1 n!  + (2»)l  *•”  ~n  PJ0  *r+1  ’ 


denn  bei  der  Addition  dieser  Reihen  fallen  alle  Glieder,  deren 
Exponent  nicht  durch  n theilbar  ist,  fort,  weil 

.i!vl  fzzn—l  ’>■  • ' x 

.....  ..  ........  n 2 pJ*Wa  = °’.. 

wenn  a nicht  durch  n theilbar  ist.  Ist  aber  a durch  n theilbar, 
so  ergiebt  sich  für  den  obigen  Ausdruck  für  jeden  ungeraden  Quo- 
tienten - der  Werth  —1  und  für  jeden  geraden  Quotienten  — 
« n 
der  Werth  +1;  ebenso  ergiebt  sich  für  a=0  der  Werth  +1. 

Multiplizirt  man  ferner  die  erste  der  Reiben  (1)  mit  N-i,  die 
zweite  mit  N-s  und  so  fortfahrend  die  letzte  mit  ^V-(2n-i),  addirt 
sie  sodann  und  nennt  den  nten  Theil  ihrer  Summe  xx , so  erhält 
man,  da  Na.N-„=l  ist: 


xx 


w1  , **n+1  _i  -^r1 

= * (n  + I)!  + (2n  + l)!'"'  ,i » 


p=o  . 


-2p— 1 CA2pfl* 


In  der  angegebenen  Art  fort  fahrend  bestimme  man  die  Grössen 
,xn-i,  welche  der' Reihe  hach  folgende  Bedeutun- 
gen haben : 
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r*  -vÄ+a  r2n  f-2  1 p—n-l 

x*  = 2T  (n  + 2)l  + (2n+2)l  "" ~~>Z  | r1 , 


X3 Ql  — 


: *»+» 


3!  , (n-(-3)!  + (2«+3)! 


*2”+ * 


p=0 

I p=«— 1 


Xn-1  = 


%n—l  ^2n— 1 ^8n — 1 ] p=fc-l 

(«-])!  ' (2n — 1)!  + (37T-T)! = n 2L£"2p_l"_‘  • 


p=o 


Iid  Allgemeinen  kunnte  man  daher  für  die  Grösse  xg  folgende 
Gleichung  aufstellen : ' ~ • !(,  « • 


Xn  = 


XV 


r«4-9  r2fl+7  1 p=n— 1 

(2) 

Nach  der  Analogie,  »reiche  zwischen  diesen  Reihen  oder  Aus- 
drücken und  den  trigonometrischen  Funktionen  sina:  und  cosa: 
bestellt,  künnte  man  dieselben  die  Funktionen  nteh  Grades  ITir  :c 
nennen  und  die  trigonometrischen  Funktionen  sina:  und  cdsx  könn- 
ten alsdann  die  Funktionen  zweiten  Grades  heissen. 

I V-,  ..  y . I ' * , ~s». 

Nach  diesen  Annahmen  hätte  man  sodann  n Funktionen  nten 
Grades.  i ■ \ 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  man  n=2  setzt,  die  tri- 
gonometrischen Funktionen  cos#  und  sin 2;  aus  der  allgemeiner; 
Formel  (2)  hervorgehen;  denn  man  hat  in  diesem  Falle: 


1 •/ 

r*  x * 


M.o  > 


Xq  — 1 2j  «^pt  1*1 


P=» 

p-J 


xt=x  — Qf +sf” 2-tp-i  e\tir; 


ff» 

und  es  ist 


p=o 

/ 1- » ! 


und 


• li  A 


3!  T5! 

1 .i-i- 

, , -rj  , *xi  F e~" 

4 X,  C* 2p  | lT  = 3 — COS  X 

p=0  - 

; ul  11  ■ ■ -ii-  : r.  t . * 1 1 * ii'.'.ii-i'I  'i  | i)*ii/ 


. „p=*  . —ie**  + ie~xi  c*‘ - e~xi 

4-i  2-ip-i  e^ip+i1  = 3 = — — sm  x • 

p=0  “ -i 

Um  näher  auf  die  Funktionen  dritter»  Grades  einzugehen,  deren 
es  drei  giebt,  welche  mit  ar0,  xt,.xt  bezeichnet  werden , bemerke 
man  zunächst  die  Bedeutung  folgender  Zeichen.  Es  ist : 
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3o=l  ' . 

, * . ...  n 1 + V —3 

3,  = coeg-fj  sm  g-  = ^ 

o 2» . . . 2»  -l+V^J 

■>S  = C08  ^ + JSID"g-  = g 


3«  . 3*  , 

33 = cos  -f  * “y  = — : 1 

„ 4»  . . \n  —\—h[—  3 

34=cos-g-+isin-g-=  — 9 

5ji  . . 5n  1— V —3 
J5=cos-g--fisiii-g-'= 2 ' 


■ i 


Darnach  ist: 


x*  . x * 


p=*? 


•.  ii  / 

•>!ii'*i  ’ li* 


Lt JCEI,  iz£EL  • 

=.*(«'•*  +e-*+e  * ), 

x*  x7  r=® 

-T-#  — jf  3a^_i e*tp+i* 

, _f=u  . • 

, , /I  - V=3  LtiC-L,  . 1 + V^3  IrJEl  A 

= iv 2 e * e~+  ‘2 « * 7’ 


p=2 


X9  X*  X9  v—~ 

** — 2f  ~ gf  + gf  • • • • : = l s (£-2P-i)2  e*2P4 1* 


f—\  — V-3  H-V^i 


” ’C  2 e J * + e *+ 2 


-l+V— 3 »-j£EL 

e a 


> 


Die  drei  gefundenen  Grossen  ar0,  %,  a*  haben,  wie  die  betref- 
fenden Reiben  zeigen,  reelle  Werthe,  welche  sich  unter  folgen- 
der Form  darstellen.  Es  ist: 


x0=  j (e~*  + 2c*  cos  x Vä) 

r x 

*!  = «(—  e-'-f-c* cos xVl  -f  eäV3sina: Vj) 


(3) 


— e^cosxVt  + e*  V3sin.T  v”*) ; 
welche  Formen  man  auch  auf  folgende  anderen  bringen  kann: 


x0  — l(e~x  + 2e*  cosx  Vf),  i 1 -v 

« <■.  i 

X 

X\  = i[-«-*+2e*cos(ÄV'i-iff)],  rrl,'  . 

• , -u4i  i * *.l  . . $•*  . *.  :*»  il* 

xt  cb  »{e~*-F2d*cos(a1/f  — }»)].  11 
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Nach  derselben  Art  sollen  hier  noch  die  Funktionen  vierten  Gra- 
des, deren  es  vier:  x0,  a:, , xt,  x3  giebt,  aufgestellt  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  bemerke. man,  dass  4p  in  den  einzelnen  Fäl- 
len folgende  Bedeutung  hat: 


40=1 

4,  = (l  + 0Vi 
4»=i 

4,=(—  1 + 0 V't  I 


4^  = - I 

4»  — (—  1 — 0 V» 
48=  — i 
4r=(l 


Darnach  ist : 


r-3 


= 1 — jT  + §r —• = 


' f=0 


= i(s<»-H)Vl*  -f-  e(-l+0V  1 • * -f  «(-j-ovi-*  + •*), 

jeö  rp9  f— 5 

x\—x  jjf  +yT-  • = 

= 1 e(*+Ovt.x+=ip  e(-i+flVj.*+nl+I  «(-i-ovt.* 


j»10  p — 3 

ar*  = 2F— 6T  + 1Ö!****  = 1 £riz^-1'  e4*p+l1 

= 1 (— ied+OVi-*  + f«(-1+OVl*  + fe(-»-f)Vi.«  + le(i-t)Vtx), 


r= a 


xI  = 3^-^-  + jj^....  = i£  4-*r-i9e*2P+v 


p=0 


=i(we(,+<>v  *"+  \4e^HWlx+  *- 


-1+. 

V2 


Die  reellen  Ausdrücke  für  diese  Grössen  sind  folgende: 


/• 
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' ' e*Vl  -f- 

x0  = 5 tos  x V'i , 


I ..  > . 


X,  ■ 


/e*V4-|-e-*v;  . exVi  — e-JV{  , ' \ I 

2 smxv/;  + — ^ 


e*V4  — e-*Vf< 

xt  = 2 sinxv'I, 


(4) 


•n 


/e*vi  -|-e-'Vi 


sinxVJ  — 


e*Vl  — g-xv'i  _ 


- amxV 


0vi) 


Gehen  «vir  zur  Allgemeinheit  zurück,  so  existiren  manche  Ana* 
iogien  zwischen  den  aufgestellten  Funktionen  und  den  trigonome- 
trischen. 


Die  Eigentümlichkeit,  dass 
Scosx 


und 


dx 

dsinx 


= — siox 


dx 


= cosx. 


tritt  auch,  etwas  verändert,  hei  den  Funktionen  hüherer  Grade  auf 
und  nimmt  folgende  Gestalt  an : 

Für  irgend  welchen  Grad  ist  für  q > 0 
dXq 

( 0j  = a:«-i; 

für  y = 0 und  die  Funktionen  nten  Grades  ist 

0Xq 

Tx~~x'-U 

Um  das  Erste  zu  zeigen,  ist 
1 r=n— i 

Xq  = — 2 iV_sp_i7  ev2P  fi* , 
n p=0 

rhrn  1 p=«— 1 

— n «%+»*  = *r-»> 

und  für  den  zweiten  Falt  ist: 

1 p=m-l  ] p=n~l 

x0  = — 2 eA’ipf  i1 = 2 N — 2p— i*  e^ipf  i*, 

n p=o  n p-o  , 
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Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  ist  für  die  Funktion 
des  dritten  Grades : ' ; ”, 


t 

V 


8xt  _ dx,  _ 8x0  _ 

8x  ~Xl’  8x  ~x°'  8x  — — x** 


und  diese  Eigenschaften  lassen  sich  aus  den  reellen  Auedrücken 
(3)  herleiten;  denn  nach  jenen  Formeln  ist 


*s  — \ (e~z  — e*cosxV/4  + e^VSsinxt/J), 


also 


.•  l 


dXn 


i < 


•?cosxVl  + ie2V'3sirixv'2 


; 


♦ •• 


+ e*  V|  sin  x VJ  + |e2cos  xV\) 

» 


* a ( — e * -J-  eacosa:v'f+  e2V3sinxVl)  ~ xt ; 


ferner 


•(,T 


#T  *-<r»  - 


'>  1 I /*•» 


8x  1 * 

g^T  = ä(e-x  + ieäcosxy  2 + ie*V  3sinxV  | 


I I 


I 


,1  — e^yjsin^V  i + {e2sio  2) 

; ■ . : , 1 * ••  ••  *n  . i 

= 3 («~*+  2e*cosxV  I)  = ^0»  * i . '.i  • 

endlich  •■••••■  . , 

8x0  1 ‘ 


8x 


= J(—  e~x  + e2cosxV|  — e2V  3sinxVJ):=— xt. 


Ebenso  lassen  sich  die  für  die  Funktionen  vierten  Grades 
bestehenden  Gleichungen 


8xa 8xa 8xj  8x0 

8x  ~~x*’  8r  “*«’  8t  —xi»  sz=— 


8x 


8x 


8x 


-xt 


aus  den  Ausdrücken  (4)  derselben  herleiten ; denn  man  hat  aus 
denselben : , 

•••■'»  1 --i  i.„v 

(e*VJ-fe-*Vt  e*vl — e—W J \ , 

sinxy  i - cosxV  » )V  i; 
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sin  aV  4 — V'-  cosxV  4 


8g8  ,/e<v<-e-«vj  e»Vi  + e-*V{ 


2 — —t»—  2 

•4-  ^ cos  x\  4 + 


e,Vi  + *-'V1 


e*VI  — e-*vi  , 

= s sin*Vi=*a; 


ls  : . n . i. 


ferner 


dxt  /e*V« -f-e-*v4  t 

8*~V~  2 

sodann 


#*Vi  — «-*V4 

sinxV  4+ « cosxy  4 


^ V 4 = *i ; 


8*.  /e*V.  4-  e— *vi  . , e*VI  + e-*Vi 

o »>n*V  4+ ö cosxy  4 


e*v!-f  e--rvi 
+ 3 C08XV4- 


e*Vl  — e-*Vi  \ 

sinay  4 1 


2 


cos  x\  4 =ar0; 


• <■ » ■ 

- 4 i " e*vi  -f  «— «vi 

= g- 

endlich 

8*n  /e*Vl— e~*V4  , e'Vi  + e-rV.1  . . \ 

-§£  = { 2 cos^V4 2 *">*V  4^V4=  — *a- 

Die  Richtigkeit  der  obigen  Sätze  hätte  sich  sowohl  im  Allge- 
meinen, als  auch  in  den  besonderen  Fällen,  leicht  aus  den  betreffen- 
den Reihen  herleiten  lassen. 

Nach  der  Gleichung  (2)  hat  man  für  einen  beliebigen  Grad; 

(5) 

x0=  ~ (e«i*  + e N>* . . ■ • + e^a»— i*)  • 

' 1 

x,  = - (IV-ief,‘x  + N- 3 eN*z  ....  + iV_2«+,  eAa»-ix), 
x%  = - (iV_i*eA>  + N-S «*•*  ....  + iV-z.+i* 


m n 


Zu 


_!  = — eA’i»  -f  N-tn~l  eN‘x  ....  + Nm+i"-1  «**■-!*)• 


Ans  diesen  n Gleichungen  kann  man  folgende  n anderen  bilden ; 
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(Ö)  r ‘ !•  '!  i :■•*> 

a:u  + iV,a-,  + A,*x,  + Jft*xt . ... -f  N,*-lx»- 1 =*  eSl, 
x0  + Ntxt  +ATi*jr#  + iV#*xi....+  2VS »-‘xn-isfe  e^**. 


*o  + Afa-iar,  + 7V2B_i*xa+iVaI,_i*xs  •...+At»-i"-1Xn_i=ejv*«_iI. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  mann  — 1 andere  bilden,  welche 
nicht  mehr  den  ursprünglichen  Ausdruck  x,  sondern  nur  noch*  die 
Funktionen  x0,  . ...ar„_i  enthalten.  Man  erbfilt  dieselben  fol- 

gendermaassen : 

’ ' ’ | 

Multiplizirt  man  sämmtlicbe  Gleichungen  mit  einander,  so  er- 
hält man 

. .7 

e^‘z  .e1*'1  = e,(*i+‘vi+""+Äj<— i)  = l. 

Erhebt  man  darauf  die  erste  Gleichung  in  die  Potenz  jV,  , die 
zweite  in  die  Potenz  2VS  u.  s.  f.,  die  nte  in  die  Potenz  Aza-t,  so 
erhält  man: 

e-v,’* . ea,'M ... . — «« (jv,*  + #,•+....+  jv>4ll_i>  _ i > 

und  man  sieht,  dass  man,  in  dieser  Art  fortfahrend,  n—  1 Glei- 
chungen bilden  kann,  in  welchen  x nickt  mehr  vorkommt. 

Für  die  trigonometrischen  Funktionen,  für  welche  n=2  ist, 
gehen  die  Gleichungen  (6)  über  in 

cosa:  -f  2,  sin x = «M, 

cos  * -f-  2,  sin  x — «*»* ; 

• ••  • ' > ’ * I # ‘ * *» 

welche  sich  in  die  bekannten  Gleichungen  umformen  lassen  : 

cosa:  + isinx  = el{, 

. . . . i,. 

cosa:  — i sin  x = e~n. 

Aus  ihnen  entspringt  durch  Multiplikation  die  Gleichung 
cos*j+sin*a;  = 1. 

Für  die  Funktionen  dritten  Grades  liefern  die  Gleichungen  (6) : 
*o  +3,x,  +31*a*  = e».*,- 
xQ  + 3,ar,  + 3s*j:,  = e3»*, 1 
a-o  + Ssarj +34*x,=e3**;; ' 1 ! " '■*  ‘ ” ' 
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deren  Produkt  auf  die  Gleichung  führt : 

'an*— #1*  + :rI*  + 3a:03f1a:1£=l.- • I i ' ! 

Um  die  zweite  Gleichung  ohne  x zu  erhalfen,  potenzire  man  die 
oberen  Gleichungen  der  Reihe  mit  31(  3,  und  34.  Dies  liefert, 
wenn  man  das  Produkt  aller  Gleichungen  nimmt: 

I nt'  I I ■ , .,J  \ ,».!-«*/  1 „V 


2 ■ .».!•. 


" X(xa-Xi  +ar*)-1(a-0  + 


1-  V-3 


Jj  + 


-I-V=3 


—-Ja)  * =1 

: t.  .i.i.'  » . ! ..  .** 


2 -IT 

Es  ist  mir  trotz  vieler  angewendeten  Mittel  bis  jetzt  nicht  gelun- 
gen, diese  Gleichung  in  eine  Gleichung  reeller  Grössen  zu  ver- 
wandeln. 

L — u . < t 1 , - - . ’ ■ , 

Für  die  Funktionen  vierten  Grades  liefern  "die  Gleichungen  (6): 

•nt,  ,tf  vil.  .uanu.L,^»  Jfc  !>  -dod-  ! 

Xo  + ^i  + 43*-r*  + 43S^a  = e4*1,  :m.  i d i!v» 

1 - • ’ a'o  + daJi +*<4*^*  + V-^r— «4s‘t*  . 

!_«  . s.ii 

Die  Multiplikation  dieser' Gleichungen  kann  mah  sich  durch  fol» 
gende  Betrachtung  erleichtern. 

Es  ist  ; 

di  = (1  +0V  i und  ^#t=(—  1 — f)Vi; 

demnach  liefert  das  Produkt  der  ersten  und  dritten  Gleichung 
e°=l.  Ebenso  ist 

; i;  t*m.:  t .•  *.):  #1  .1  . ;lf*.  4 •.  »Hll  t;  i...-  ».I  .'*»  •# 

4j  = ( — 1 + *')  V i und  4,  = (1—0  VI; 

also  liefert  das  Produkt  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  wie- 
derum e°  = l. 

Die  erste  und  drifte  Reihe  geben  1 ' 1 1 ' 

.!  vi-  g|  v ‘«i 

;i  '.tlll!  #0  + y 2 lil;  l,J 

Jo  + +£r* + • 1 ; 

und  ihr  Produkt  liefert 
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x0*  + 2ix0xt  — ür,  * -f  2xf  jdj  *—  art*  + ixt%  an  1 ■ ■ 1 

odet  ■ v •? 

x0*  + 2.r,  ars  — j-j® + » (.r3a + 2x0x2 — X\  *)  — 1. 

fr"  • , i-»l i ) |t.‘  si  ei- ii  ..  li  iix  I.  ' i i**l» 


Die  zweite  und  vierte  Gleichung  entstehen,  wenn  man  in  der 
dritten  und  ersten  — i statt  i setzt,  und  müssen  deshalb  als  Pro- 

.....  ■ • i 


dukt  liefern : 

ni*»n»'  ’ 1 * 

ar0s  + 2x,^s  — ar4a — i(xsa  + 2-r<)Xt 

— x»*)  = 1. 

Demnach  ist  das  Produkt  aller  vier  Gleichungen:  . 

(a-„2  + 2*^3  — ara*)®  + (ars*  + 2 J0xa 

-V)*=i. 

welches  in  die  beiden  Gleichungen  zerfällt: 

• t>  • * 

x0* + 2x,ar3  — xal  = l , 

• • -i  ..i  i .1  , 

’ xa2 + 2.c0jrj — a:,*  = 0. 

0 • . 1 , 

* t’  * » i * * *»*• 

Schreibt  man  für  die  vier  obigen  Gleichungen 

\>  ‘ *«V-  f 

. * *-  . . 
i 1 1 i.  1 

Ä = e(->+»VJ* 

c=e(- ovix 

•A>  ,•  n ■ 

r . 

!>=&-*>*  *•*; 

so  erhält  man  die  Gleichung 

■ h\. 

^O+OVi  ^(-1+OVi  c(-i-OVi  ^(1-OVi^  J1’  - - 


oder  1 I 


- 1 py«+OVi  /ÄJV-i+OVi  =1  - < 5 

. I . .■  ■ ii  •■■■■  i.  n\  v.  I , 


und,  weil  sowehl  ^C:als  BD  gleich  1 ist:  . i ■ .>  » - 


.)IT  r-  luv 


^2(t+0Vi  ß2(_H0Vi=1 

i in  (i  i»'  »*r  M.ü«  ii,- 

a'Vb-'V^i, 


.nadosv*  Isly» 
Pi  tvbbA 

)<.  iii'<  i"f>  li.,.1  J' 


AD(ABY=  1; 

. ' i * » r ’ 

welche  Gleichung  in  Hinsicht  ihrer  Zurüclcfuhrung  auf  reelle  Grossen 
dieselbe  Schwierigkeit  darbietet,  wie  jene  bei  den  Grössen  3.  Grades. 
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Endlich  erhält  man  noch  die  Gleichung  ( - 
A'  B * O D~i  = 1 , 

deren  Richtigkeit  sich  aus  den  beiden  früheren  Gleichungen  AC=1 
und  BD  — 1 berausstellt. 

Die  Formeln 


und 


cos  (x  +.v)  = *°8  * cos  y — s»n  x sin  y 


sin {x  -f y)  — sinarcosy  -f  cosxsiny 

lassen  sich  ebenfalls  für  die  Funktionen  hfiherer  Grade  aufstellen; 
denn  man  erhalt  aus  den  Gleichungen  (6) : 


(x0  + A,.r,  2V,«-1  x*— i) (y0  + A,y,  + A, *yt • • • • A, *~l »•-») 


(•*o  + Ajx,  + A,*x* ....  Ns*-lXn-\)  (y0 + A,y,  + A,*y* ....  2Vj«-ly,_i) 

= e-v.(T+s), 


(x0  -f  Am-ix, .... Zn-i)  (y0  + A*n_iy,  • •••  2V*»-!»-1  y«-i) 

= 

führt  man  die  Multiplikation  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  aus, 
so  erhält  man: 

. • . I 

X0y0  + 2V,  («oy,  + x,y0)  + A,*  (x0y*  + x,y,  + x*y0) .... 

+ A,**-*(x«_*y«_i  + x*_i  y«-t)  + A,*»-ax«_iya_i  = eN>  <»+»>. 

Aus  der  Zusammensetzung  dieser  Ausdrücke  kann  man  die  der 

folgenden,  welche  man  erhält,  indem  man  für  A,  : A, , A, , 

setzt,  ersehen.  , 

Addirt  man  nun  sämmtliche  Gleichungen  nnd  nimmt  den  nten 
Theil  der  Summe,  so  erhält  man 

(x + y)0  = x0y0  — x,  yn-i  — x3y„_i xB_i  y, ; 

durch  Multiplikation  der  auf  einander  folgenden  Reihen  mit  A-t, 
A-, . . . . A—an-j-i  erhält  man,  wenn  man  wieder  addirt  und  den 
nten  Theil  der  Summe  nimmt, 

...  • • •• 

.„.i,  («■  +yh  = *aj/i  + x-kyü — - Xjy,-* .... 
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Cs  ist  nicht  schwierig,  die  folgenden  Formeln  zu  bilden,  und  man 
erhält: 

(*+y) i = a'oy* +^iyi  +***/<>— — **y»-*...  *»-iy*> 

> 

(x + y)n~i  = Xot/n-i  + Xiy—-i ....  Xn-iy0- 

Jede  dieser  Gleichungen  hat  auf  der  rechten  Seite  n Glieder. 

Um  die  Formeln  für  die  Funktionen  von  x + y für  die  ersten 
Grade  zu  bilden , beziehe  man  die  betreffenden  Formeln  auf  diese 
Grade.  Man  erhält  alsdann  für  n = 2: 

^oy0+ 2,  C*oyi  + *iy0) + V*i.yi  = , 

Xoyo  + 2s  {x0yi  + x,y0)  + 23*x,y,  = **«<*+»). 

Durch  Addition  beider  Ausdrücke  ergiebt  sich  nach  dem  Halbiren: 

(x  + y)  o = x«yo — yi, 

welches,  in  die  übliche  Form  übertragen,  die  Formel  giebt: 

cos(x-(-y)  = cos x cos y — sin  x sin  y. 

Multiplizirt  man  die  erste  Gleichung  mit  2_i,  die  zweite  mit  2-(> 
und  nimmt  sodann  die  Hälfte  ihrer  Summe,  so  ergiebt  sich: 

, , • \ ‘ 

(x  f y),  = x0y,  + x,yot 
sin  (x  + y)  = cos  x sin  y + sin  x cos  y. 

Für  die  Funktionen  dritten  Grades  ergeben  sieb  die  drei  Formeln : 
(x  + y)0  = x0y0  - x,ya  — Xjy, , 

+ yh  = *ayi  + ^1^0 — *iy-i . 

(x + y)i  ~xoy-i + xi  yi  +^iy0- 

Für  di«  Funktionen  des  vierten  Grades  endlich  hat  man: 

(x + y)o = xo.y0 —xiy>— •*  *y* — xzyi » 

(x  +y),  = x0y,  + x,y0  — x3y3  — xtyt , 

(x+y)2  = x0y*  + x,  y , + x,y0  - x3y3 , 

(x  + y)3  = X„y3  + x,y3  + x2yx  + x3yu . 

Von  diesen  Formeln  lassen  sich  zahlreiche  Anwendungen 
machen,  von  denen  folgende  hier  einen  Platz  finden  mögen.  '* 
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Für  die  Funktionen  dritten  Grades  erhält  mau:  \ . i . - ! 

(2x)0  = -^o2  — -Xi  x2 , 

(2^)j  — iroar,  x22  i 

(2x)a  = 2x0xt  + *»*. 
wenn  man  x für  y einsetzt. 

Setzt  man  ferner  2a:  für  y ein,  so  erhält  man: 

• V ■ ■ 

(3x)0  = x0a  — xt  3 + x2s — ßx^  xa  = l — ilx^Xi , 

(3a:)j  = 3(x02x1  — XqX^—x^x^, 

(3a:)4=3(a:0a:1a+a-02a-a  — XyX^). 

Setzt  man  ferner  in  den  Gleichungen  der  Funktionen  für  x + y, 
x=^—x  und  y=zx,  wodurch  x + y = 0 wird,  und  bedenkt,  dass 
x0*  — x, 3 -f  x23  + 3x0x,x2  = 1 , und  dass  0o  = 1 , Oj  = 0,  0j=0 
ist,  so  erhält  man  : 

(—  *)o=  Jo*  + xlx2. 

(—  X),  = — X,®  — XoXn  , 

(—  x)2  — Xj2  — xux2. 

Hierdurch  werden  die  Werthe  folgender  Reihen  gegeben: 

(—  x)0=x02  +xtx2=  1 + 3f  + 6f  ••••  * 

. . - . x*  xr 

(-4  = — V+V  i=— * — jr  — fj-~> 

jvft  t-8 

(-*)*  =xi*-x0xi=  2t  + 5,  + 8j .... 

Ass  den  gefundenen  Formeln  für  die  Funktionen  von  2x  und 
— x stellen  sich  leicht  folgende  Formeln  zusammen: 

(2x)0 -(-x)0=—3x,xt, 

(2x),  — (—  x)j  = 3xo.r, , 

(2x)2—(-x)a=  3xqX,  . 

, , Aus  den  Formeln  für  die  Funktionen  vierten  Grades  von  x-f-y 
entwickeln  pich  für  die  Funktionen  von  2z  folgende  Ausdrücke: 
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('ir)o  =x02— 2*1*»— ar,*=l  — 4*,*, , 

(2jr)j  = 2x„ar,  — 2x,ar3 , 

• (2x)t = 2ar0a-,  + xt2  — x32  = 4xoXt , 

(2x)3 =2x„x3  + 2x,x2. 

Aus  den  anfänglich  aufgestellten  Rethen  ersieht  man,  dass  für 
den  vierten  Grad  ist: 

(— J')«  = ^u.  (-ar)t=— (~x)t=r2,  (—x)t  = — x3. 

Rie.Formeln  für  die  Funktionen  vona:-fy  geben,  wenn  man  in 
dieselben  y=—x  und  x + y= 0 setzt,  vermöge  der  Gleichungen 
x02-{-'2xlx3 — x22 = 1 und  x^1  f '2x^2  — x12  — 0 richtige  Resul- 
tate, denn  mau  weiss,  dass  0o=l,  0|=0,  (^=0,  03=0  ist. 

Setzt  man  — y für  y,  so  erhält  man: 

(x— y)0  = x„ya  + x,ya  — x2y2  + x&i . 

(*-y)i  = — x»yi  4*tyo  Fxay3  — 

(*— y)  a=  xoy*  — ^xüi  +**yo  + *3y». 

(x  — y)3  = —x0y3  + x,y,t  -Xtf,  +x3y0. 


Endlich  sind  einige  eigenthiimliche  geometrische  Beziehungen 
bei  den  Funktionen  dritten  und  vierten  Grades  zu  bemerken. 

Man  hat  für  die  Funktionen  dritten  Grades 

X 

x0  = l(e~x  + 2eacosxV|) , 

X X 

x,  = \(e-*  + eacosxV'J  + e*V'3sinxVj) , 

* X • 

x2  = J(e— ’ — e*cosjrt/J  + e®V3sinxV  *); 

denkt  man  nun  irgend  einen  Winkel  a=xVJ,  so  lassen  sich  diejeni- 
gen Theile  dieser  Funktionen,  welche  nicht  e~x  enthalten,  folgen- 
der Massen  construiren.  Man  nehme  (Taf.V.  Fig  5.)  an,  BAC  sei 

X 

gleich  x^a  und  AB  bei  einer  beliebig  gewählten  Einheit  e®,  so 
erhält  man,  wenn  man  das  Loth  BD  von  B auf  AC  fällt,  die  Linie 
AD  in  drei  Theile  theilt  und  zwei  dieser  Theile  auf  AE  nimmt. 

X 

AE  ~ *eacnsa:v'£ . 

Th.il  XXXI.  21 
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Macht  man  non  den  Winkel  BCAz= 60°  und  cnnstruirt  über  EC 
ein  gleichseitiges  Dreieck  EFC,  so  hat  man 

X X 

EF  = Ke^cosxVi  + e*V'3sinxV  Jl 
und 

X X 

FB—\( — eacosxV  } + e^vSsinxt/J), 


was  man  leicht  ermessen  kann,  wenn  man  die  Linie  UH  parallel 
EF  zieht,  deren  Länge  ist 


OH=DC=^  = 


BI)  e*V3sinxVi 


3 


Könnte  man,  ohne  die  Einheit  zu  kennen,  e~x  aus  e*  construiren. 
so  liesen  sich  die  Grössen  x0,  xx , x2  construiren;  denn,  wenn 

g—X 

man  AE  um  -g-  verlängert  und  von  dem  dann  erhaltenen  End- 

g—x 

punkt  eine  Parallele  mit  EF  zieht,  so  ist  diese  um  -g-  kürzer 
als  EF  und  stellt  alsdann  xt  wirklich  dar,  so  wie  die  Linie  von 

g—  X 

B bis  zum  Endpunkte  von  xx  in  der  Linie  BC  um  -g-  länger 
als  BF  ist  und  also  x2  wirklich  darstellt. 


Bei  zwei  Winkeln  a und  a‘,  welche  sich  nm  2ir  unterschei- 
den, sind  die  Dreiecke  ABC  ähnlich;  denn  wenn 


a'  = 2jr  -f-  « = 2x  -f  xVi 

ist,  und  man  durch  x‘  den  zu  a!  gehörigen  Werth  von  x bezeich- 
net , so  hat  man : 

- 

* = ^+** 


_ \n  .s 

x0'=l[e  Vi  *-f2ev'*  *cos(2rr  ■+■  xVi)] 

_ ^ _ 271  J 

— \(e  V3  z .p  2g\  3 2cosxV  i), 

und  ebenso: 

• i .*  ' 

_4»_.  *?,*  *»,X 

Xi'=i(— e +ev'3  ^cosxVJ+eV*  *v'3«inxv'i), 
x9'  = i(e  vs  — «v»  acosxVl  + ev'3+aV'3sinxVl). 
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_ *2 

Alsdann  kann  man  die  von  e V*  unabhängigen  Glieder  wie 

x 

früher  construiren,  indem  man  AB  nicht  mehr  gleich  e®,  sondern 

in  x 

gleich  e'/S  * macht.  Denkt  man  sich  wiederum  für  diese  Con- 
struction  das  Dreieck  ABC  (Taf.  V.  Fig.  5.)  gewählt,  so  sind  x0‘ 

_ ZZ 

und  x%  um  gleiche  Stücke  kürzer  als  x0  und  .-Cg,  weil  e va 
kleiner  ist  als  e~*,  und  xt‘  ist  parallel  mit  x,  und  grösser  als 
dasselbe,  also  der  Linie  EF  näher  gerückt.  Denkt  man  sich  den 
Winkel  a um  unendlichmal  '2n  gewachsen,  so  verschwindet  die 
Potenz  mit  negativem  Exponenten  von  e,  und  man  hat  mithin  in 
den  Linien  AE,  EF  und  FB  diejenigen  Linien,  welchen  sich 
die  Grössen  a.-0,  xit  x2  nähern,  wenn  a'  = 2m»-fo  ist,  und 
m durch  alle  ganzen  Zahlen  bis  zur  Unendlichkeit  wächst  und 

SlHTg  . X 

4Z?  = evs  * ist. 

Stellt  man  eine  Tabelle  auf,  indem  man  den  Winkel  a von 
Null  ausgehend  immer  um  30°  wachsen  lässt,  so  ergiebt  sich: 
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a~xVl 

«ä'O 

xa 

0" 

1 

0 

0 

jr 

X 

30" 

e-*+e*V/3 

— e-*4-eV3 

e~x 

3 

3 

3 

X 

X 

00" 

e~x  t e* 
3 

- e~x  + ‘2e* 
3 

e-x  4-  „ä 

3 

X 

X 

,w 

e~x 

— e-x  4- 

g—x  (1*^3 

3. 

3 

3 

X 

X 

X 

1-20° 

e-x — e* 

— e~z  4-  c* 

e~*  + 

3 

3 

3 

X 

X 

150° 

e~x  — e*4/3 

— e~x 

e-x  4-  e*V/3 

3 

3 

3 

X 

X 

X 

180° 

e~x  — ‘2e* 

— e~x  — e* 

e x + e* 

3 

3 

3 

X 

X 

-M0° 

e—x — e»y3 

— e~x — e*v3 

6-* 

3 

3 

3 

X 

X 

X 

->40° 

c~x — e* 

— e~x — ‘2e* 

— 6* 

~~3 

3 

3 

X 

X 

270° 

e~x 

— 6-'  — 6*4/3 

6-*_6*V3 

3 

3- 

3 

JT 

X 

X 

300" 

e~x  + e* 

— e~x — c* 

e—x — Ogi 

3 

“3 

3 

X 

X 

330" 

e~x  4-  eaV'3 

— e~x 

e—x — 6*1/3 

3 

3 “ 

3 

X 

X 

* 

300° 

e—x  4.  2e* 

_____ 

— e~x  4-  e* 

e,—x  — e* 

3 

3 

.T 

X 

300" 

r~x  4-  «*4/3 

— e~x  4-  c*4/3 

e~x 

•) 

3 

3 
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Die  aufgestellten  Wert  he  finden  ihre  geometrische  Erklärung, 
wenn  man  sich  durch  den  Punkt  A (Taf.  V.  Fig.  5)  drei  Axen 
UU\  FF',  WW'  unter  60°  Grad  legt.  Die  Linien  x0,  xt,  xa 
bilden  nämlich  eine  gebrochene  Linie,  in  welcher  x0  iri  Ul V fällt 
und  x,  und  x%  den  Axen  FF1,  WW  parallel  sind.  Die  Linie 
x0  ist  nun  positiv,  jenachdetn  sie  auf  AU  oder  auf  A U‘  abge- 
tragen werden  muss.  Ebenso  ist  xt  positiv  oder  negativ,  jenacb- 
dem  sie  nach  der  Richtung  AF  oder  AF‘  liegt  und  xa,  wenn 
sie  nach  A W oder  A W‘  gerichtet  ist. 

Ferner  zeigt  die  aufgestellte  Tabelle  manche  interessante 
Eigentümlichkeit.  So  sind  lür  die  Winkel  60°  und  240°  die 
Grössen  x0  und  xa  einander  gleich,  weil  bei  diesen  Winkeln  die 
Linie  EF  und  also  auch  x,  parallel  mit  Aß  ist.  Bei  120°  und 
300°  sind  X»  und  x,  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt,  und 
für  diese  Winkel  fällt  AB  mit  BC  zusammen. 

Sodann  kann  man  vermittelst  dieser  Tabelle  sich  über  den 
Lauf  der  drei  Funktionen  in  den  ersten  vier  Quadraten  einige  Auf- 
klärung verschaffen. 

xa  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  über  zwischen  den 
Werthen  90°  und  120°,  es  bleibt  sodann  negativ  bis  270°  und  geht 
zwischen  den  Winkeln  271)°  und  300°  wieder  zum  Positiven  über. 

i • 

xy  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  über  zwischen  den 
Winkeln  120°  und  150°  und  bleibt  sodann  negativ,  bis  es  zwischen 
den  Winkeln  330°  und  360°  wieder  zum  Positiven  übergeht. 

xa  geht  vom  Positiven  zum  Negativen  zwischen  210°  und 
240°  über  und  ist  sodann  negativ,  bis  es  zwischen  390°  und  420° 
wieder  zum  Positiven  übergeht. 

Fasst  man  zunächst  den  Winkel  ins  Auge,  für  welchen  x0=0 
ist,  und  nennt  denselben  ß »,  so  ist  ans  der  Tabelle  ersichtlich, 
dass  120°  > 0 > 90°  ist. 

Zur  genaueren  Bestimmung  des  Winkels  ß wähle  man  die 
Reihe  für  x0,  welche  sich  in  folgenden  Ausdruck  verwandeln  lässt: 


*>=»='-(-%)»+($ >)«-* 


Dieser  Ausdruck  liefert 

(&)‘  =(H)±  V ;UHKI  -?20  + 720R, 


\ 
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uod  da  ß zwischen  90°  und  120°  liegen  muss,  so. darf  man  nur 
das  untere  Zeichen  der  Wurzel  anwenden  und  erhält  somit: 

(!4)J=<I0— ^ ^288°+720ä; 

lässt  man  das  Glied  720  R der  Wurzel  fort,  so  erhält  man,  da 
der  Subtrahend  verkleinert  wird,  ein  gröseres  Resultat  als  man 
erhalten  sollte  und  kann  also  schreiben: 

(W  ■ 

wonach  der  durch  die  Gleichung: 

ßjJ*=60-V®Ö 

zu  berechnende  Werth  von  y grösser  als  ß ist.  Die  Berechnung 
dieses  Werthes  ist  folgende: 

3.4593925 

log 2880  = 2)1  7296963  53,66564  = 1/2880 

911 
52 
49_ 

30 

32 

demnach  ist: 

Vb\33436\/3 

y= 5 

log6, 33436=  0.8016986 

41 

0,8017027 
3)0,2672342 
log  V3  = 0,2385607 
log2  = 0,3010300 
0,2047649 

7438  1,602378=  y 


y = 1,602378 

211 

91"  = 1,588250 

190 

0,014128 
48'  =0,013963 

210 

0,000165 
34"  = 0,000 165 
0,000000 

y = 91u48'34">  ß 
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Durch  die  Reihe  für  x0,  welche  in  den  Ausdruck  übergeht: 

xo  = 0=l  — (ÜJ  + ß 

(indet  man  ferner  einen  Werth  <5 , welcher  «wischen  90°  und  ß 
liegt;  denn  es  ist: 

(H3)‘  = 6 + 6« 


ay»=ay- 


Die  Ausrechnung  des  Werthes  S ist  folgende: 


d=  1,573673 
900=1,570796 
0,002X77 
9' =0,00-2618 
0,000259 
53" =0,000257 


„ V6V3 

6=  ~2- 


logi>  = 0,7781513 
3)0,2593838 
log  v3  = 0,2385607 

-0,3010300 
0, 1969145 
8943 
202 
193 
90 
83 


<5=90<>9'53"<|S 


1,573673  — 6 


F,s  liegt  mithin  ß «wischen  91°  48' 34"  und  90°  9'  53". 

Um  den  Winkel  ß genauer  zu  bestimmen,  berechne  man  x0 
für  den  Winkel  91°  48': 

«=91°  48'  91°=  1,588250 

48' =0,013963 
1,602213 

also 

3,204426 
x~  v3 


Man  berechne  zuerst  den  Ausdruck: 
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> * X 

— A = 2e*cos91°  48'  = -2e»sin  1°  48', 
log  A = log  2 -J-  log  sin  1°48'  -f-  ^ log  e , 

i i i ■ 

^ log  e — B , log  x + log  (log  e) — log2= log  B , 


I og 3,204426  = 0,5057 467 
2? 

8 

log  V3  =0,2385607 
log* =0,2671895- 

log  (log  e ) = log 0,4342945  =0,6377798  - 1 

45 

log  2 = 0,3010300 

0,6039438—1  0,4017388  = B 

343 
95 
86 

log  2 = 0,3010300 

logsin  1°48'  = 0,4970784  - 2 , 

log  B = 0,4017388 

0,1998472  — 0,1584336  = 2e*  cos  91 0 48' 

374 
98 
82 _ 

160 

164 


Nunmehr  berechne  man  e~*  — C,  dann  ist  log  Ci;  — xloge; 
man  setze  *log  e — D,  so  hat  man  log*  + log  (löge)  = log  D 


log  *=0,267 1895 
log  (löge) =0,6377843 — l 
0^9049738—1 
9697 
41 
38 
30 
32 


1 -1 

-0,8034776  =logC 
0,1966224—1 
078 
146 
138 
80 
83 


*-*  = 0,1572253. 
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E»  '«*  mithin  x0  für  den  Winkel  91°  48'  = — 0,0012085,  also  ist 
91°48'>0. 

Ebenso  berechne  man  x0  für  91°47': 

91°  = 1,5882.10 


47'  = 0,013672 


1,601922 

3,203844 

log3, 203844=  0, 5056654 

54 

4 

log  y3  = 0,2385607 

log*  = 0,2671 106 

log  (löge)  = 0,6377843-1 

log2=  0,3010300 

0,6038649-1 

8586  0,4016658 

63 

54 

log2=  0,3010300 

90 

log  sin  1'47'  = 0,4930398—2 

86 

B = 0,4016658 

0,1957356—1 

X 

336 

0,1569407  = 2e2cos9l°47' 

200 

194 

log  * = 0,2671 106 

log  (löge) =0,6377843 

0,9048949 

1 -1 

8940 

—0,8033317  = logC 

9 

0,1966683-1 

5 

6495 

40  188 

38  166 


e— =0,15722768  -221 


Mithin  ist  x0  für  den  Winkel  91°47'  = 0,0003361,  also  ist 
91°47'. 
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Der  Winkel  ß ist  mithin  auf  eine  Minute  genau  berechnet 
gleich  91°47'. 

Auf  sehr  ähnliche  Weise  findet  inan  für  das  xt  des  Winkels 
I49»41': 


1 

2ei  cos  (x  Vi  — 60)  = 0,0499508t) 
e~x  =0,04897000, 


mithin  ist  Bx , für  den  Winkel  149° 41' =0,0009808  und  auch  die- 
ser Winkel  ist  auf  eine  Minute  derjenige,  für  welchen  xx  =0  wird. 

Man  kann  sich  nach  dem  Früheren  eine  Idee  über  den  allge- 
meinen Gang  der  Funktionen  x0 , xx , xt  bilden,  wenn  man  x von 
— co  bis  H x-  wachsen  lässt. 

Die  Funktion  x0  ist  für  x— — oo  positiv  oo  uud  nimmt  mit 
wachsendem  x stets  ab,  bis  dieselbe  für  den  Winkel  u = xVi 
von  91°47'  gleich  Null  wird  und  ins  Negative  übergeht.  Bei’die- 
sem  stetigen  Abnehmen  erreicht  sie  für  :r=0  den  Werth  1;  sie 
ist  mithin,  wie  auch  die  Reihe 


x‘ 

'3! 


» x» 

+ 6!  ’ 


zeigt,  für  alle  negativen  Werthe  von  x grösser  als  1.  Auch 
daraus , dass  für  x = 0 die  beiden  ersten  Differenzialquotienteri 
— x2  und  — xt  gleich  Null  sind,  der  dritte  jedoch  — x0  den 
negativen  Werth  — 1 hat,  sieht  man,  dass  der  Werth  1 für  *0 
bei  x = 0 weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist,  und  dass 
xu  für  wachsende  Werthe  von  x im  Abnehmen  begriffen  ist.  Für 
positive  Werthe  von  x Dimmt  also  x0  ab,  bis  es  bei  dem  vorge- 
nannten Werthe  von  x,  welcher  dem  Winkel  a=±xV:i  '*on  91°47' 
entspricht.  Null  wird,  und  nahe  bei  xVi=n=210°  und  zwar  bei 
einem  etwas  grösseren  Werthe  dieses  Winkels  sein  Minimum  er- 
reicht. Von  da  ab  beginnt  x0  zu  wachsen  und  geht  bei  einem 
Werthe  von  x,  welcher  um  weniges  kleiner  ist  als  der,  welcher 
dem  Winkel  o=270°  entspricht,  durch  0 zum  Positiven  über.  Der 
Gang  von  x0  bleibt  nunmehr  für  grössere  positive  Werthe  von 
x periodisch  und  zwar  in  folgender  Weise:  Bei  den  Werthen 

von  x,  welche  den  Winkeln  a=2 mre  + ^+t  entsprechen,  wo  e 

ein  kleiner  positiver  Winkel  ist  und  m alle  ganzen  Zahlen  zwischen 
0 und  oo  bedeutet,  und  wo  ferner  der  Winkel  e mit  wachsendem 
m abnimmt,  geht  ar„  vom  Positiven  zum  Negativen  durch  Null  über. 


Digitized  by  Google 


der  begrifft  von  cosx  und  «inx. 


323 


Bei  allen  Wertheu  von  x,  welche  den  Winkeln 

a=(2m  + * 

entsprechen,  findet  für  x0  ein  Uebergang  vom  Negativen  zum  Po- 
sitiven durch  0 statt. 

Bei  allen  Werthen  von  x,  welche  den  Winkeln 

<*=(2»i  -f-  \)n  -f  1 Jjt  — £ 

entsprechen,  hat  x0  ein  Maximum  und  diese  Maxiraa  wachsen 
mit  m,  indem  sie  für  ein  unendlich  grosses  in  unendlich  gross 
werden. 

Bei  allen  Werthen  von  x,  welche  den  Winkeln 

a — 'imit  -f  1J  je  -f-  £ 

entsprechen,  hat  x0  ein  Minimum  und  diese  Minima  nehmen  mit 
wachsendem  m ab,  indem  sie  für  ein  unendlich  grosses  m unend- 
lich negativ  werden. 

Die  Funktion  x,  ist  für  einen  negativen  unendlichen  Werth  von 
x negativ  unendlich  und  wächst,  da  ihr  Differentialquotient  xn 
für  negative  Werthe  von  x stets  positiv  ist,  für  derartige  Werthe 
von  x beständig,  bis  sie  bei  x=0  den  Werth  Null  erreicht  und 
ins  Positive  übergeht.  Wächst  x von  0 an,  so  wächst  auch  xlt 
bis  es  bei  dem  W'inkel  o=91°47'  sein  Maximum  erreicht.  Von 
da  ab  nimmt  X|  ab,  bis  es  für  das  x,  welches  a = 149°41'  ent- 
spricht, durch  Null  ins  Negative  übergeht.  Von  da  ab  nimmt  auch 
x,  einen  periodischen  Gang  an,  indem  es  für  die  den  folgenden 
Winkeln  von  o entsprechenden  Werthe  von  x folgende  Eigen- 
schaften hat. 

Bei  a = (2m  + l)re  + geht  xt  aus  dem  Negativen  durch 

Null  zum  Positiven  über. 

Bei  a=2mjr+|jr — c geht  Xj  aus  dem  Positiven  ins  Nega- 
tive über. 

n • 'S 

Bei  a = 2/Wjt  + 5- -f  £ erlangt  es  seine  Maxima,  welche  mit 

m wachsen  und  für  m gleich  unendlich  positiv  unendlich  sind. 

Bei  « = (m  + 1)ji  + ^ — f erlangt  es  seine  Minima,  welche  mit 

wachsendem  m abnehmen  und  fiir  m gleich  unendlich  negativ  un- 
endlich sind. 


Digitized  by  Google 


324 


Beyasetl:  Versuch  einer  Erneuerung 


Bei  diesen  Betrachtungen  ist  wiederum  t ein  kleiner  positi- 
ver Winkel,  welcher  mit  wachsendem  m abnimmt,  m geht  durch 
alle  ganzen  Zahlen  von  0 bis  so. 

Die  Funktion  x2  endlich  ist  für  x — — ao  positiv  unendlich  und 
nimmt  für  alle  negativen  Werthe  von  x,  da  ihr  Differentialquotient 
xt  negativ  ist,  ab,  bis  sie  für  x gleich  Null  den  Werth  Null  er- 
hält. Bei  diesem  Werthe  geht  sie  jedoch,  da  ihr  erster  Diffe- 
rentialquotient Null  und  ihr  zweiter  gleich  +1  ist,  nicht  ins  Ne- 
gative über,  sondern  der  Werth  Null  ist  ein  Minimum  und  die 
Funktion  x^  wächst  bis  zu  ihrem  Maximum,  welches  für  das  dem 
Werthe  von  a=149°41'  entsprechende  x eintritt.  Voo  nun  an 
geht  auch  periodisch  fort  und  seine  besonderen  Werthe  sind 
folgende : 

Bei  o=(2m-f  l)n-f-lj«— £ geht  es  aus  dem  Negativen  ins 
Positive  durch  Null  über. 

Bei  a = 2mn  -f  l'rr-J-s  geht  es  vom  Positiven  ins  Negative 
über. 

Bei  a=2mn  + ln — £ hat  es  ein  Maxiraum  und  diese  Maxima 
wachsen  mit  m und  sind  für  m — oo  positiv  unendlich. 

Bei  a = (2m  + l)n  + -f  £ hat  es  ein  Minimum  und  diese 
Minima  nehmen  mit  wachsendem  m ab  und  sind  für  m~ ao  ne- 
gativ unendlich. 

In  diesen  Formeln  ist  in  jede  positive  ganze  Zahl  mit  Ein- 
schluss der  Null  und  e ein  Wiukel,  welcher  sich  mit  wachsendem 
m der  Null  nähert. 

Wie  die  Funktionen  dritten  Grades,  so  lassen  auch  die  Funk- 
tionen vierten  Grades  eine  geometrische  Deutung  zu. 

Man  hat  für  die  Funktionen  vierten  Grades: 


x0  ~ 


e*Vi  -f  e-*Vt 


cosxVl, 


(e*vi4-e-*vi  e*v{—  e-*VJ  \ 

^ sin^VH- cosarVi  JVl  < 


ar*  = 


e*VJ  — e-*Vi 


2 

(e*Vi  + e~*vl  . e*vl— e-*V4  \ 

2 sinxV'l—— — j cosarVi  IVt- 


sinarv'i, 
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Um  diese  Funktionen  für  einen  spitzen  Winkel  a=xy\  zu 
construiren,  zeichne  man  den  Winkel  o als  BAC  (Taf.  V.  Fig.  6.) 
und  nenne  seinen  Schenkel  AB  ea,  was  geschehen  kann,  da  uoch 
keine  Einheit  gewählt  ist. 


Da  nun  ea  für  a>0  grösser  ist  als  e_°,  so  giebt  es  in  der 
Linie  AB  einen  Punkt  D,  welcher  näher  an  B als  an  A liegt, 

gtt  _l_  g— -ct  gfl  - g—a 

so  dass  AD—  -^y — und  BD= ^ ist.  Denkt  man  die- 

sen Punkt,  zu  dessen  Auffindung  man  jedoch  zunächst  die  Ein- 
heit zeichnen  müsste,  construirt  und  zeichnet,  sodann  die  beiden 
rechtwinkligen  Dreiecke  ADE  und  ABF,  deren  Katheten  in  die 
Richtung  AC  fallen  oder  rechtwinklig  auf  AC  sind,  so  hat  man 
zunächst 


x0  = 


e*  f e~“ 


AE. 


Zieht  man  darauf  die  Linie  BC,  welche  mit  AC  einen  Winkel 
von  45°  bildet  und  fällt  von  E das  Loth  EG  auf  BC,  von  F das 
Loth  FH  auf  EG  und  zieht  von  H eine  Parallele  mit  BF,  welche 
BC  in  J trifft,  so  ist  EH—xx,  HJ  — x 2 und  JB=x3. 

Wächst  der  Winkel  ct  um  2nt,  so  vergrüssert  sich  e®,  jedoch 
bleibt  das  Dreieck  ABC  dem  in  Taf.  V.  Fig.  6.  ähnlich.  Nur 
der  Punkt  D nähert  sich,  da  e~a  im  Verhältniss  zu  ea  kleiner 
wird,  der  Mitte  von  AB.  Für  den  Winkel  iinn-{-a,  wo  in  un- 
endlich genommen  wird,  hat  endlich  D die  Mitte  von  AB  erreicht. 

Für  alle  Winkel  o zwischen  Null  und  'in  passt  die  angegebene 
r.nnstruction  der  Linien  x0,  xx,  x2  und  x3,  wenn  man  sich  durch 
AB  Linien  gelegt  denkt,  welche  AC  unter  45°,  90°  und  135" 
schneiden,  und  die  Funktionen  nach  diesen  betreffenden  Linien 
misst,  indem  man  sie  positiv  nimmt,  weno  sie  in  diese  Linien, 
und  negativ,  wenn  sie  in  ihre  Verlängerungen  fallen. 

Um  den  allgemeinen  Gang  der  Funktionen  vierten  Grades 
festzustellen,  betrachte  man  dieselben  zunächst,  während  der  Win- 
kel o = xV i von  Null  bis  in  wächst.  Die  Funktion  x0  verschwin- 
det für  o = 90°  und  für  o=270°.  Die  Funktion  xa  verschwindet 
für  o=0,  o = 180°  und  o = 360°.  Die  Funktion  x,  verschwindet 
in  der  Nähe  der  Winkel  135°  und  315°.  Bestimmt  man  diese 
Winkel  näher,  so  findet  man  dieselben  auf  Minuten  genau  zu  135°30/ 
und  315°0'. 

Die  Funktion  x3  verschwindet  in  der  Nähe  des  Winkels  225°, 
und  wenn  man  diesen  Winkel  näher  bestimmt,  so  ergiebt  sich  für 
denselben  221°  59'. 
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Ausserdem  verschwinden  noch  xx  und  xt  für  den  Winkel 
a = ü. 

Ffir  x3,  welches  zunächst  über  360°  in  der  Nähe  von  405°, 
ist  für  diesen  Winkel  e~a  so  klein  im  Verhältnis  zu  e“,  dass  es 
auf  die  siebente  Stelle  dieser  Grösse  nur  noch  durch  Schätzung 
einen  Einfluss  hat.  , . 

Da  die  Funktionen  vierten  Grades  so  Zusammenhängen,  dass 
die  eine  der  Differentialquotient  der  nächst  folgenden  ist,  so  lässt 
sich  leicht  bestimmen,  wo  die  Maxima  und  Minima  derselben 
liegen,  während  de*  Winkel  a in  einem  der  vier  ersten  Quadran- 
ten liegt. 

Für  Winkel  a,  welche  grösser  sind  als  2rt,  lassen  sich  fol- 
gende Gesetze  über  die  Funktionen  vierten  Grades  aufstellen. 

Die  Funktionen  x0  und  .ra  verschwinden  stets,  wenn  der  cosa 
oder  der  sin«  gleich  Null  sind. 

Die  Funktionen  xx  und  x3  verschwinden,  wenn  tgo=  — 1 oder 
= + 1 ist.  Dieses  Gesetz  gilt  nicht  genau  und  zwar  verschwindet 
x,  bei  einem  etwas  grösseren,  x3  bei  einem  etwas  kleineren  als 
dem  angegebenen  Winkel,  jedoch  ist  der  Untershied  der  wirkli- 
chen Winkel  von  dem  angegebenen  nicht  über  einige  Sekunden. 

Wiederum  lässt  sich  leicht,  vermöge  des  früher  entwickelten 
Gesetzes  der  Differentialrechnung,  für  die  Funktionen  vierten  Gra- 
des die  Lage  der  Maxima  und  Minima  für  dieselben  bestimmen. 

Um  den  Gang  der  Funktionen  vierten  Grades  für  negative 
Werthe  von  x kennen  zu  lernen,  ist  es  nur  nöthig  zu  bedenken, 
dass  (-.r)0  = x„,  (—x)l  — -xl,  (~-x)^-xt  und  (—x)3  = — .rt  ist. 
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XXV. 

Vom  Krümmung«  - Halbmesser. 

Von 

Herrn  Dr.  Schlechter 

am  (iru«ftlit‘rxi>';lich  Badixclien  («yinnuxiuni  zu  HriiihmK 


Es  sei  ABC  (Taf.  V.  Fig.  7.)  irgend*  eine  in  einer  Ebene 
liegende  beliebige  Curve;  wenn  sich  nun  eine  gerade  Linie  mn  so 
um  die  Curve  bewegt,  dass  sie  stets  tangirend  ist,  ohne  eine  Be- 
wegung nach  mn  machend,  so  wird  jeder  Punkt  p der  geraden 
Linie  mn  eine  krumme  Linie  qpxu  beschreiben  von  folgender 
Eigentümlichkeit : 

Jeder  unendlich  kleine  Theil  pq  dieser  Linie  steht  in  jeder 
Lage  auf  mn  senkrecht;  denn  dieses  kleine  Linienelement  hat  in 
pq  dieselbe  Richtung,  wie  ein  unendlich  kleiner  Kreisbogen,  der 
von  A aus  beschrieben  worden  wäre,  und  dieser  wird  um  so  mehr 
luit  der  Krümmung  der  Curve  übereinstimmen,  je  kleiner  er  ge- 
nommen wird.  Mithin  ist  pm  und  qm  senkrecht  auf  dem  unend- 
lich kleinen  Linientheil  pq  und  jede  Tangente  der  Curve  ABC  ist 
auf  einem  entsprechenden  Linientheile  senkrecht. 

Bekanntlich  wird  die  Curve  ABC  Evolute  und  pqpiU  Evol- 
vente genannt. 

Wir  haben  nun  gesehen,  wie  die  Evolventen  aos  den  Evoluten 
erzeugt  werden  und  es  wäre  jetzt  unmittelbar  die  Aufgabe,  zu  zei- 
gen. wie  aus  den  Evolventen  die  Evoluten  gebildet  werden. 

Da  die  Tangenten  der  Evoluten  allemal  senkrecht  auf  den 
Evolventen  stehen,  so  werden  alle  Durchschnitte  der  Normalen 
zur  Evolventen  Punkte  der  Evoluten  sein.  Construirt  man  also 
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unendlich  viele  Normalen  zur  Evolventen,  so  erhält  man  in  steti- 
ger Folge  die  Punkte  der  Evoluten. 

Aus  dem  bisher  Gesagten  geht  noch  hervor,  dass  «renn  man 
durch  zwei  aufeinanderfolgende  unendlich  nahe  liegende  Punkte/» 
und  q zwei  Normalen  pm  und  qx  zieht  der  Punkt  A der  Durch- 
schnitt der  Normalen  als  Mittelpunkt  eines  unendlich  kleinen  Kreis- 
bogens betrachtet  werden  kann,  der,  mit  dem  Radius  Ap—Aq  be- 
schrieben, dieselbe  Krümmung  hat,  wie  ein  unendlich  kleiner  Theil 
der  Evolventen.  Der  Kreisbogen  mit  dem  Halbmesser  Ap  — Aq 
beschrieben  heisst  Krümmungskreis  dieses  Bogens  (circulus  cur- 
vaturae);  der  Punkt  A Krümmungsmittelpunkt  und  Ap  Krüm- 
mungshalbmesser. Zwei  Kreise  sind  überall  gleichgekrümmt  Von 
zwei  beliebigen  Kreisen  ist  der  am  stärksten  gekrümmt,  der  den 
kleinsten  Durchmesser  hat.  Je  grösser  der  Durchmesser  wird,  je 
mehr  nähert  sich  die  Kreislinie  einer  geraden  Linie.  Wird  der 
Radius  unendlich  gross,  so  wird  die  Krümmung  0 und  die  Kreis- 
linie eine  gerade  Linie.  • 

Bei  anderen  Curven  ändert  sich  die  Krümmung  von  Punkt  zu 
Punkt  und  es  kann  um  so  mehr  jeder  unendlich  kleine  Tbeil  als 
Kreisbogen  angesehen  werden.  — Hieraus  folgt,  dass  die  Krüm- 
mungshalbmesser einer  Curve  in  ihren  verschiedenen  Punkten  im 
umgekehrten  Verhältnisse  mit  der  Grösse  der  diesen  Punkten 
entsprechenden  Krümmungen  stehen. 

Denken  wir  uns  im  Raume  eine  beliebige  Curve  und  stellen 
uns  vor,  sie  sei  in  unendlich  kleine  Theile  gelheilt  und  man  denkt 
sich  nun  an  jeden  unendlich  kleinen  Theil  eine  Tangente  gezogen, 
so  entsteht  eine  Fläche,  welche  zwei  gleiche,  entgegenstehende 
und  durch  die  krumme  Linie  selbst  getrennte  Netze  bat.  Die 
krumme  Linie  selbst  kann  als  Rückkehrkante  bezeichnet  werden. 
Irgend  eine  tangirende  Ebene  an  diese  Fläche  gelegt  enthält  offen- 
bar zwei  sich  schneidende  Tangenten.  Jede  dieser  zwei  Tan- 
genten hat  aber  ein  Linienelement  mit  der  Curve  gemein  und  es 
liegt  daher  zwischen  je  zwei  Punkten  ein  unendlich  kleiner  Linien- 
theil,  der  als  Kreisbogen  (Krümmungskreis)  aus  dem  Durchschnitt 
der  Tangenten  beschrieben  werden  kann.  Der  Durchschnitt  der 
Tangenten  ist  der  Krümraungsmittelpunkt  und  die  Entfernung  vom 
Krümmungsmittelpunkt  bis  zur  Curve  eines  Linieoelemeuts  ist  der 
Krümmungshalbmesser. 

Bei  einer  ebenen  Curve  wird  jeder  Krümmungshalbmesser 
vom  zunächst  vorhergehenden  geschnitten  und  die  Reihe  dieser 
Mittelpunkte  ist  die  Evolute. 
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J Bel  den  deppelt-,  zweifach  o.  s.  w.  gekrümmten  Linien,  bei  Cur- 
ven  also,  die  im  Raume  liegen,  liegen  zwei  auf  einander  folgende 
Krümmungsmittelpunkte  in  zwei  verschiedenen  tangirendei)  Ebe- 
nen. Die  Normalen  liegen  ebenfalls  in  verschiedenen  Ebenen,  schnei- 
den sich  also  hier  nicht  gegenseitig ; denn  wenn  diess  geschehen 
sollte,  so  kOunte  es  nur  im  Durchschnitt  zweier  auf  einander 
folgenden  tangirenden  Ebenen  geschehen ; da  aber  dieser  Durch- 
schnitt selbst  Tangente  zur  Curve  ist,  so  ist  diess  unmöglich. 

Demzufolge  haben  alle  Curven  in  jedem  ihrer  Punkte  wirk- 
lich nur  eine  einzige  Krümmung*),  nur  einen  Krümmungsmlttelpunkt 
und  nur  einen  Krümmungshalbmesser. 

Eine  Kreislinie  kann  offenbar  auch  dadurch  erzeugt  werden, 
indem  man  eine  Linie  als  Axe  (Pollinie)  annimmt  und  auf  dieser 
zwei  feste  Punkte;  durch  diese  zwei  Punkte  zwei  schneidende 
Linien  führt  und  alsdann  das  System  dieser  zwei  geraden  Linien  sich 
so  um  die  Axe  drehen  lässt,  dass  ihr  Durchschnitt  fest  bleibt,  so 
beschreibt  der  Durchschnittspunkt  beider  Linien  den  Umfang  eines 
Kreises.  Die  Poliinie  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kreisfläche. 

’ xaS  sei  irgend  eine  Curve'  von  doppelter  Krümmung.  Denkt 
mati  sich  nun  im  Berührungspunkte  a irgend  einer  Tangente  eine 
senkrechte  Ebene  geführt  und  ebenso  auf  einer  sehr  nahe  liegen- 
den ß eine  zweite,  so  schneiden  sieb  beide  Ebenen  in  einer  geraden 
Linie,  welche  als  Axe  des  Kreises  betrachtet  werden  kann,  von 
welchem  der  unendlich  kleine  Bogen  aß  ein  Theil  ist,  so  dass, 
wenn  man  aus  a und  ß Senkrechte  auf  die  Axe  errichtet,  sich  diese 
in  einem  Punkte  treffen  müssen,  und  dieses  ist  der  Mittelpunkt 
des  Kreises,  von  welchem  Bogen  aß  ein  'unendlich  kleiner  Theil 
ist;  überhaupt  werden  alle  Punkte  der  geraden  Linie  als  Pole  des 
Bogens  betrachtet  werden  künuen.  Alle  Linien  von  der  Axe  nach 
aß  gezogen  sind  gleich  und  bilden  gleiche  Winkel  an  derselben. 
Will  man  daher  die  Krümmung  bestimmen,  so  muss  der  Krüm- 
mungshalbmesser und  die  Lage  des  Krümmungsmittelpunktes  in 
der  Poliinie  im  Raume  bekannt  sein.  • Wiederholt  man  dieses 
Verfahren,  so  erhält  man  die  ganze  Curve. 

Die  erste  senkrechte  Ebene  wird  die  zweite,  die  zweite  die 
dritte  u.  s.  w.  schneiden.  Verbindet  man  die  Durchschnitte  je  eines 
Krümmungshalbmessers  mit  seiner  Poliinie,  so  bilden  die  Punkte 
stetig  auf  einander  folgend  die  Evolute  der  Curve. 

’ 1 1 ir  , 

•).  M.s.  übrigen«  meine  Abhandlung  in  Thl.XXX.  Nr.XL.  Wie  der  He» 
Verfasser  die  Sache  verstanden  wissen  will,  scheint  nicht  xweifelhaft  tu 
sein.  i 'Qj,  | ^ 

Theil  XXXI.  22 
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11  Ans  diesem  geht  hervor,  dass  sich  die  ebenen  krummen  Li- 
nien von  denen  doppelter  Krümmung  nnr  dadurch  unterscheiden, 
dass  die  erstem  alle  ihre  Krümmungen  in  einer  Ebene  haben, 
währenddem  bei  Curven  im  Raume  die  Ebenen  der  Krümmung 
Unaufhörlich  wechseln.  Eis  wird  also  unter  „Krümmungshalbmesser“ 
bei  arten  Curven  ohne  Ausnahme  stets  dasselbe  in  der  That  be- 
zeichnet. - ■ I : 

Es  soll  nun  zunächst  bewiesen  werden,  dass  sich  die  Krüm* 
ro un gshalb mess er  der  Kegelschnitte  verhalten,  wie 
die  Cuben  ihrer  Normallinie. 


Es  sei  aß  (Taf.  V.  Fig.8.)  irgend  eineCurve;  yd  ein  unendlich 
kleines  Linienelement;  <pS  und  ty  Tangenten  an  den  Endpunkten 
desselben ; yca , da  Normalen  zur  Curye ; also  ya  senkrecht  auf  ty; 
epd  senkrecht  auf  da;  a ist  dann  der  Krümmungsmittelpunkt; 
ayrtda der  Krümmungshalbmesser  und  yd  der  Krümmungskreis.  Es 
kann  also  mit  dem  Radius  ya  Bogen  yd  aus  a beschrieben 
werden.  n'  . 


i//x  sei  die  Abscissenlinie  für  rechtwinklige  Cbordinaten ; ya=f; 
y d'  = o.  Der  Bogen  zu  ^ytxzza  und  zu  £ drpx=b  für  den  Ra- 
dius 1.  Dann  ist  Bogen  a~a—b  ebenfalls  für  den  Radius  1,  und 
es  verhält  sieh 

• in  p:  I = o:o — b. 


also 


rJW"j  »i.i.  ... 

Da  der  Bogen  di»- 6 offenbar  sehr  klein  ist,  so  kaon  auch  Bogen 
a4*bs=tg(a — b)  gesetzt  werden ; daher  auch 


t * t 


inu \y. 

Nup  ist  aber 


1 


Q tg(a—  b)’ 

_ 1 + tga-  tg6 . 


tg(ow-6)  tga — tgft 


so  folgt 


_ g(l-Hg«.tg6) 

9 tga  — tgA  ' 


Es  soll  nun  zunächst  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  betrach- 
tet w erden.  Die  Coordinaten  für  y seien  x und  y vom  Mittelpunkt 
aus  genommen.  Die  halbe  grosse  und  kleine  Axe  seien  mit  a und 
ß bezeichnet,  so  ist 


. / 
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y = ^±  («*-**); 

> 

da«  obere  Zeichen  unter  dem  Wurzelzeichen  gehört  der  Ellipse 
und  das  untere  der  Hyperbel  an.  Wächst  nun  x um  die  unend- 
lich kleine  Grösse  h und  die  entsprechende  Zunahme  von  y ist 
g,  so  ergibt  sich  : 

y + g — ~ V"  +(«*-a:*-äzA  -1*5 , 

und  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  g ausser  Acht  lässt,  so 
folgt  hieraus : 


it  • ri  i' 


3=  ±5 


■r-xh 


“ ’V±  («*—**)' 


Es  sei  yn*=y,  ems=x,  tm  = x + h,  nul=zy\a.  Zieht  man 
nun  yf  U tytt , so  ist  yf—h  und  df=y,  dann  ist  offenbar 

o*  = A2  + 92, 

Für  9®  den  Werth  eingesetzt  gibt: 

' • ■ - • v.'  • „ 

a-\[ /fl x*k% 

V «»(«*—**) 

f 

_ hhfi^lcÄ-xy+ß'x* 
oY  +(02_.T2) 

. i * f 

Es  ist  aber  auch  ^f  = f =tg fyj;  ferner  ist  KLyix-^fyJ^a-, 
somit  tgo  = -^-  Den  Werth  für  g eingesetzt  gibt: 


, , ß —x 

‘g  a = ± - 


cP  • 

•iS..:  * 't 


“ 'V+ («*-**)' 


Desgleichen  ist  ^Jcpx  = ^yjf=b , also  j|=|=tg b,  folglich 


t *b=+J.. ~(*  + A)  - 

° V±(«*— (*+A)*)  ’ 


22' 
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g h_ 
tga-tgft 0 

Pf  — ■ (x+h)  ~l 

= ± äL\^±(o*-a:*)  V + *)*)J 

and  in  bequemerer  Form: 


tga-tgft 


-tg6=±f-; 


a*h* 


: o’(a»-a:*)V + («*-*’) 

Setzt  man  nun  die  Wertbe  von  *,  tga  und  tgft  in  die  Glei- 
chung för  p,  so  ergiebt  sieh 

a — ~ ff  n^h. 


9 = 


*§ 


o ' (j3*— i**)V  ;fc(a*-**) 


Nach  gehöriger  Reduction  und  weit  A gegen  * als  unendlich 
kleine  Grösse  verschwindet,  so  ist  : , j*  - , 

**)+?***?. 

f=  '"rffS 

Nach  tyr  Lehre  der  Kegelschnittlinien  ist 

_j_  (0* **)  + (3***  = “*ßv ; 

also  auch 

»*■  S*j3  ~ <x*ß  aß 

• Da  wir  aber  beweisen  wollen,  dass  sich  zwei  Krümmungs- 
halbmesser verhalten  wie  die  Cuben  ihrer  Normalen,  so  sei  für 
•inen  andern  Punkt  der  Curve  e,  Pl;  Ä,  Ä»  und  r,  r».  Hieraus 
folgt  die  Proportion: 

VT&ö* . Vfiw1  . . 

e=ei  = — jp 


somit 


aß 


*:*,==  VW*:  VWJ'- 


/ 


>• 
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Man  hat  aber  für  die  Normallinie  (iV)  die  Formel 


■ . i i 

1 

also 


somit  auch 


und  folglich 


also 


somit  auch 


N=ß-VHr. 

“ V 

TV*«* 

0»  TV»«* 

aß  ~ ß* 


TV»«* . TV,*«* 

P : Vi  — p*  : ß*  • 

P:Pi  =TV*sTV,*. 


Um  zu  zeigen,  dass  dieser  Satz  auch  für  die  Parabel  gilt, 
suchen  wir  den  Werth  des  Krümmungshalbmessers  für  diese  Curve. 
Die  Coordinaten  seien  vom  Scheitel  genommen.  Die  Werthe  fflr 
zwei  sich  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Curve  für  die  Coor- 
dinaten seien  x,  y und  :r+A  und  y+g. 

Nennen  wir  den  Parameter  p,  so  ist 


oder 

und  somit  auch 


y = hfpx  und  y + g = \Tp(x+h), 
y+0=V  px+ph, 


g=  V px  +ph  — V px. 

* 4 l,/-"-.. 

Fahrt  man  die  Warzelausziehung  für  V px+ph  aus,  so  folgt 


Vpx+  ph=  V^+  2^=  + 


folglich 


px 


— pA  hy/p 

9=W7x-*v*’ 
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demnach  ist 


_V5^-Y*ä*-V^ 

(g.  - tgS  = s -!  - v=p) 


Da 

so  ist  auch 
Sofort 


\/p 


Mithin 


P = 

<* 


4 ■*Vr‘ar+Ä' 

4 / , l * * 


T 


Vp  

14 


Nach  gehöriger  Reduction  und  wenn  man  h als  unendlich  kleine 
Grösse  gegen  x verschwinden  lässt,  so  erhält  man 


V (p-Ms)3 

•“  2 V? 

Nun  ist  die  Normale  der  Parabel 


also 


N=\\  p(p+4z). 


4 N» 

9—  p a ' 


somit  auch  för  einen  andern  Krümmungshalbmesser 


Also 


’ 4 Nt 

Qi—  pf 


9’9t  =*1P:IP. 

Bei  einer  andern  Gelegenheit  mehr. 
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Tabellarische  Berechnung  der  reducirten  binären  kubi-;, 
sehen  Formen  und  Klassification  derselben  für  alle* 

,v 

successiven  negativen  Determinanten  ( — D)  von  D=  3 
bis  D — 2000.  •"■■■ 

'■  • ■ . ■ ..  tn.--' . t. 

(Fortsetzung  der  Abhandlung:  , „Versuch  einer  Theorie  der  homo- 
genen Funktionen  des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabein.“ 

. . Ar«hrv.  Thl.  XVII.  Nr.  I.) 


Von 

Herrn  Dr.  F.  Arndt, 
Privatdocenten  an  der  Univertität  zu  Berlin. 


il  Ve.  I 

, nsI-nvf,.'ol 

-:•»  ’i! 


Eine  binäre  kubische  Form  f^(a,  b,  c,  d)  von  negativer 
Determinante  ( — D)  soll  fortan  reducirt  genannt  werden,  wenn 
ihre  Charakteristik 

<p  = (A,  B,  C)  — (2(bb  — ac) , bc — ad,  2 (cc — bd)) 

eine  reducirte  quadratische  Form  ist,  d.  h.  wenn  (blos  in  Rück- 
sicht auf  die  numerischen  Werthe)  B nicht  > \A,  C nicht  <A 
ist  Man  hat  gesehen,  dass  jede  binäre  kubische  Form  in  eine 
mit  ihr  eigentlich  aequivaleute  reducirte  Form  verwandelt  wer- 
den kann. 

Bei  der  Reduction  einer  kubischen  Form  von  positiver  De- 
terminante kann  die  Reduction  der  Charakteristik  ebenfalls  die 
Norm  abgeben,  und  wir  haben  aus  diesqm Gesichtspunkte  bereits 
den  Satz  erwiesen,  dass  für  jede  beliebige  Determinante  die  ent- 
sprechenden kubischen  Formen  in  eine  endliche  Menge  von  Klas- 
sen zerfallen.  Die  Anzahl  der  reducirten  Formen  ist  bei  positi- 
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ver  Determinante  unendlich  gross,  aber  es  existiren  allgemeine 
F ormeln  in  begrenzter  Anzahl , in  welchen  sie  alle  enthalten  sind, 
oder  eine  begrenzte  Menge  von  Systemen,  so  dass  jegliche  Form 
in  jedem  derselben  zur  Berechnung  aller  übrigen  Formen  als 
Grundform  zu  Grunde  gelegt  werden  kann.  Die  Wahl  der  Klas- 
senrepräsentanten würde  von  der  Ermittelung  der  jedesmaligen 
einfachsten  Grundform  abhängen.  Indem  ich  aber  diese  Un- 
tersuchung noch  nicht  habe  zu  Ende  führen  können , abgeschreckt 
zugleich  durch  den  grossen  Aufwand  von  Rechnung,  und  zu  der 
Ueberzeugung  gelangte,  dass  bei  positiver  Determinante  noch  eine 
Reduction  der  kubischen  Formen  anderer  Art,  welche  ihre  Klassi- 
fication  bedeutend  erleichtern  muss,  existiren  möge,  so  beschränke 
ich  mich  einstweilen  auf  die  Formen  von  negativer  Determinante. 
Dieser  Fall  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  Coefficienten  der 
reducirten  Formen  in  bestimmte  endliche  Grenzen  eingeschlos- 
sen sind. 

Diese  Grenzen  sind  einer  zweifachen  Bestimmung  fähig,  de- 
ren eine  blos  von  der  Determinante,  die  andere  von  der  Charak- 
teristik der  Form  abhängig  ist.  Die  letztere  giebt  bedeutend 
engere  Grenzen,  und  wird  bei  der  Berechnung  der  Tabelle  mass- 
gebend sein.  Die  von  D abhängigen  Grenzen  ergeben  sich  aus 
folgenden,  leicht  zu  entwickelnden  Formen: 

[1]  D=AC-BB=-a*d*+3b*c*-4ac*-4db*+6ubcd, 

[2]  (a2d+ 26*— 3a6c)*  + a*D= 4(66  - oe)* 

oder  (^bA  — aB)t  + a2D=lAa, 

PL  * i .*  i , v • i».  > , « 

[3]  (d*o + 2ca — 36ct/)2  + dW  = 4(cc  - bd)3 

oder  (cC — dB)"3  f d*D  = JC*,  .1 


.[4]  \ (ed-  6ß)*  + 6*Z>=  id*C,  f '•***■ ;s " 

{8].>.  (ÄC-cß)»  + c*D=idC*. 

11  I ••  . ' !■.••••  • ' i*  if'»i  tin  'in: 

Nach  [2]  ist  : „ ,}, 

! ferner  A^ViD,  1 ' 

da  (A,  B,  C)  eine  reducirte  Form  ist,  folglich 

■ ' • < f i ... 

'=  • 1 s=,Vl6  D • 

'AD*-\WD*  oder  «.  < y _ 
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Nach  [4]  ist  b*D  ^\A*C,  aber  AC  bekanntlich  ^ jZ),  folglich 
:i  \ ...  6*ö*=^*ö*^i.jZ>», 

mithin  “ * ' ' 


Aus  a*D  ^ JA®,  <PD  ^ »C*  folgt  durch  Multiplication 


,r.  (a<l)*D2~lA*C’- iC,)W»,  also  ad  M°  " ' ' 

: i ' ..  > • i 

• i • l.  i - . . . 


fr 


Auf  ähnliche  Art  findet  man  mittelst  [4]  and  [3]  6c  \l 
(blos  in  Rücksicht  auf  die  numerischen  Wertbe). 

Die  Ausdrücke 


[6] 


zeigen,  dass  a,  6,  c,  d in  bestimmte,  endliche  Grenzen  einge- 
schlossen  sind.  Die  hier  für  die  Produkte  ad,  6c  aufgestellten 
Grenzen  sind  übrigens  doppelt  so  klein  als  die  neuerdings  von 
HcTöiite  angegebenen,  welcher  findet: 

” . ■ ■>  • •„  . 

a<f  <(})VZ>,  6c<(})Vö. 

(Sur1  l’introduction  des  variables  continues  dans  la 
theorie  des  nombres  in  Crelle’s  Journal  Tbl.  41.  p.  213.) 


16  D . — *[  16  n 

°<V 

fr  b<  V fr 

»»»  *■ 

* ’ IrCI» 

ad<\ 

I UD  . , = 4 / 16Z) 

fl W bc  < V fr 

* Vf  * , • ■ ,1 

Diese  Principien  würden  uns  schon  in  Stand  setzen,  die  re- 
ducirten  kubischen  Formen  für  jede  gegebene  negative  Determi- 
nante zu  berechnen.  Ich  werde  diese  erste  Methode  an  dem 
Beispiel  D *=  180  erläutern. 

“ . , 

Zuerst  stellt  man  alle  reducirten  quadratischen  Formen  für 
Z)=180  auf,  so  dass  die  äussern  Glieder  positiv  und  gerade  sind, 
das  Mittelglied  positiv  ist  (oder  null).  Mau  hat  180  -f  /t2  = AC, 
folglich  sind  für  B nur  gerade  Werthe  zu  nehmen;  und  da  be- 
kanntlich 1 > • ..  •.  ... 
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B = VID^VW, 

so  ist  B-  0,  2,  4,  6;  /4£=180,  184,  196  , 216  resp.  För  A 
sind  die  geraden  Theiier  von  A C zu  nehmen , so  dass  zugleich 
C nicht  <,A  wird.  Auf  diese  Weise  findet  mau  als  reducirte  Formen  ; 

(2,  0,  90);  (4,  2,  46);  (6,  0,  30);  (10,  0,  18);  (12,  6,  18); 

(14,  4,  14). 

Nnn  sind  zu  jeder  dieser  Formen  als  Charakteristik  die  entspre- 
chenden kubischen  Formen  zu  entwickeln. 

Was  zuerst  diejenigen , welche  das  Mittelglied  Null  haben, 
betrifft,  (At  0,  C),  so  sei  p das  grösste  gemeinschaftliche  Maas» 
von  A,  C,  p und  q die  möglichen  Werthe  der  Gleichung 

iq'+Spt=1'1’ 

und  die  gesuchten  kubischen  Formen  werden  sein: 


(M.  s.  Versuch  einer  Theorie  etc.  Art.  26.).  Wendet  man  diese  allge- 
meine Theorie  auf  die  obigen  Fälle  an,  so  bat  man: 

q*  + 45p*  — 1,  p = 0,  9 = 1 för  die  Form  (2,  0,  90); 

9*  + 5p2  =3  för  (6,  0,  30);  59*  + 9^2=l  für  (10,  0,  18). 

■ . • i • . * • . . . . * 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  gestatten  keine  Lösung,  zu  (2,0, 90> 
aber  gehört  die  Form  (0,  1,  0,  — 45). 

Die  übrigen  Formen  anlangend,  kann  man  sich  zwar  der  im  ' 
Art.  22.  entwickelten  Methode  bedienen,  doch  wird  man,  am  Ein- 
fachsten auf  folgende  Weise  verfahren.  -.  b :’) 

In  Bezug  auf  die  Form  (4,  2,  46)  ist,  ; 

. = i A»=  32  ' 

“ < ~D  < Täö’ 

i 

daher  kann  a nyr  =0  sein,  und  da  bb  — «c  = 2,  bc  — ad  — 2, 
tc  — b^—l 3,  so  kommt  bb=2,  was  unmöglich.  Jede  Charakte- 
ristik (4,  ß,  C)  Überhaupt  kann  vernachlässigt  werden,  sobald 
0>32  ist. 

Betrachten  wir  die  Form  (14,  4,  14),  so  ist  , , .< 
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= 1372=  28 

0 < 180  < 7 45’ 


folglich  o=0,  1,  2,  wo  aber  der  Werth  a = 0 sogleich  wegfällt, 
da  66 — ac  — 7 sein  soll.  Da  ferner 


b* 


= 160  = 

< < 


1065, 


so  kann  b nur  0,  ±1»  ±2,  J;3  sein,  wo  aber  wegen  cc—bd= 7 
der  Werth  6 = 0 wegfällt.  Es  bleibt  also  a = 1 , 6 = ±1,  ±2, 
Jt3,  und  a=2,  8=^1,  +3.  (Der  gerade  Werth  von  b Rillt  weg 
wegen  bb  — ac  = 7.)  Die  Wertbe  c und  d ergeben  sich  aus 
bb  — oe= 7,  bc — od  = 4,  cc — 6d  = 7.  Man  findet  nun  keine 
Werthe,  welche  diesen  Gleichungen  genügen. 


Endlich  ist  die  Form  (12,  6,  18)  zu  betrachten.  Hier  ist 


,=  864 
“ <180 


= 1,  2; 


64~106|  = 0,  ±1,  ±2,  ±3; 


also 


o = l,  6 = 0,  ±1,  ±2,  ±3  und  o=2,  6=0,  ±2. 

Mao  findet  nur  a,  6,  c,  d — 2,  0,  — 3,  — 3 und  =2,  2*  —1,  —4  - 
zulässig. 

Demnach  sind  die  reducirten  Formen  für  die  Determinante 
— 180  folgende: 


(0,  1,  0,  -45);  (2,  0,  -3,  -3);  (2,  2,  -1,  -4), 

. !■  . 

wobei  indess  zu  beachten,  dass  mit  jeder  dieser  Formen  (a,  6,  c,  d) 
noch  drei  andere,  durch  blosse  Veränderung  der  Vorzeichen  re* 
sultirende,  nämlich  i ( , , 

(o,  —6,  Cf  **d) ; (— ’O,  6,  c , d) ; (—  fl,  — *6,  ■ * c,  —cf) 


zu  verbinden  sind.  \ , • •;! 

Nach  dieser  Methode  hatte  ich  die  Berechnung  der  reducir. 
ten  Formen  bereits  durchgeführt  von  D— 3 bis  Z>=200,  als  diese 
Rechnung  mich  eine  andere  Methode  entdecken  liess,  nach  wel* 
eher  die  Bestimmung  der  Reducirten  mit  ausserordentlicher  Leich- 
tigkeit bis  auf  sehr  hohe  Determinanten  fortgeführt  werden  kann. 
Sie  überschreitet  sogar  alle  Schranken,  wenn  sich  mehrere  Kräftd 
vereinen,  und  ich  hätte  der  Tabelle  noch  eine  viel  grossere  Aus+ 
dehoung  geben  können,  wenn  meine  Amtsgeschäfite  und  ander- 
weitige theoretische  Untersuchungen  über  die  kubischen  Formen 
mir  die  dazu  nöthige  Müsse  gestatteten.  Diese  Methode  werde 
ich  nun  entwickeln.  ' nr»7 
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Wir  betrachten  den  Complex  der  reducirteD  quadratischen 
Formen  (2il,  B,  2ff),  intlefli  it  einen  constanten  Werth  behält, 

B—0,  1,  2,  3 Ü seih  kann,  sein  muss.  Da  a*Z)‘^4Ä* 

ist,  so  haben  a und  D bestimmte,  Ton  Jl  abhängige  Grenzen, 


folglich  bat  auch  <£ 


Bß  + D 
4ä 


eine  Grenze,  und  man  sieht,  dass 


jedem  bestimmten  ü eine  endliche  Menge  von  Werthen  der  Grös- 
sen a,  b,  c,  d,  B,  (£,  D entsprechen  muss.  Es  wird  die  Grösse 
Ü also  bei  der  tabellarischen  Berechnung  massgebend  sein.  Fer- 
ner bat  die  Determinante  D auch  eine  untere  Grenze.  Denn 
D=4ä£~BB  erlangt  den  möglichst  kleinsten  Werth  für  tf=J5=A; 


dies  Minimum  ist  also  3ü*,  und  da  D ^ 2028  für  il^26wird,  so 

wird  man,  um  die  Tabelle  bis  2) =2000  zu  berechnen,  bei  dem 
Werthe  it=25  abbrecben  dürfen. 

. I ^ ' — ■ *,  1 

Es  ist  nun 


D~  3ü*,  folglich  «*“1*. 

Ferner  ist 


b*D-^W*.C~^\A.\D-^\AD, 

folglich 

* _ i < t ' . ' : 

$A,  oder  b*~Z  JÜ. 

fl-  ■ I..'l  *-■>>  G V 

Wenn  b positiv  ''ist , so  lässt  sich  keine  engere  Grenze  ziehen, 
wie  der  Calcul  lehrt;  dagegen  kann  die  Grenze  verengert  werden, 
wenn  6 negativ  ist.  Man  bat  nämlich 


(26Ü— aB)*+  a*D  = 4d»,  D~  3fl*, 

folglich 

I ...  . - (26JI — aB)*+  3n*it®  ^ 4JI\ 

| | i i s"  .-.‘i  *;•••  U'jl  « »I*  *•  .•  ! ;»!'■  • r 

Betrachten  wir  B als  positiv,  wie  es  hier  hinreichend  ist,  so  er- 
langt offenbar  b den  grösstmöglichsten  negativen  Werth  iür  B— 0 
(auch  a soll  positiv  sein);  dies  giebt  / 

46sÄ»  + 3a1iP“4il3  oder  6*=Ä-|o* 

Vermittelst  der  Grenzen 
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[7] 


fl*  ^ a-fl,  6*  ^ ü — Ja*  (für  negative  6) 


• 5ü  (för  positive  6) 


bestimme  man  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Werth  von  il  die  ver- 
schiedenen Werthe  von  a,  b,  und  schliesse  diejenigen  aus,  für 

welche  c=-(66  — M)  keine  ganze  Zahl  wird  *).  Nachdem  a,  b,  c 

auf  diese  Weise  bestimmt  worden  sind,  stelle  man  engere  Gren- 
zen für  B fest,  von  welcher  Grösse  man  schon  weiss,  dass  sie 
zwischen  0 und  ü incl.  liegen  muss. 


Es  ist  d — ^-(bc — B),  ferner  muss  cc — bd—^(bß—cil)^& 


sein,  daraus  folgt  6/?  s (a  + c)A.  Man  erhält  dem 

.. 1 ■ 

— aA-e  • 

[8]  B ^ —j—  Ü (für  negative  &)■  t 


demnach  leicht 

V ’•  * ■ •' 

» f •**  ' V 


= a + c 

>~b~ 


ü (für  positive  b). 


I t ( »V 

Da  aber  B nur  die  Werthe  0,  1,  2,  3.....Ü  annehmen  kann,  so 
wird  man  hiernach  bei  negativen  b den  Fall  « + c>0,  bei  posi- 
tiven b den  Fall  a -f  c > 6 sofort  ausscbliessen.  Für  den  Fall 

— • ' | ; | ...» | 

6 = 0 giebt  die  Bedingung  cc— 6d~fl,  cc^il  oder  un- 

ter Voraussetzung  dieser  Bedingung  darf  B jeden  Werth  der 
Reihe  0,  1,  2,  3, ....  il  annehmen. 

Zwischen  den  angegebenen  Grenzen  von  B suche  man  den 

kleinsten  Werth  von  B(B°),  för  welchen  d=— eine  ganze 

Zahl  wird;  die  successiven  Werthe  von  B werden  die  arithme- 
tische Progression  ß°,  B°+a,  B°  + 2a, ....  bilden,  ihnen  ent- 

f)C ßo 

sprechen  resp.  die  Werthe  d°= — - — , d°—  1,  d°-2,  d°^3,^' 

Dem  Werthe  d°  entspricht  ferner  der  Werth  tf°  = cc—  6d°,  und 
die  successiven  Werthe  von  ff  sind  ff0,  ff°  + 6,  ff0 +26,  tf°-f  36 
wie  leicht  erhellt.  Da  endlich  D = 4üff  — BB,  so  ist 

1}0  - 4ijffo  _ ßoßo 

■ T II'M  . -.I.-  .■  ...I  -.i.,  .* 

•)  Den  Falt  a=0  werden  wir  weiterhin  betrachten.  ' ' “ 
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der  anfängliche  Werth  von  D.  Folgt  D'  unmittelbar  auf  D,  so 
hat  man 

Z)  = 4ilff  — BB,  Z>'  = 4M'  — (a  + B)*, 

D'  - D = 4 Sk  (ff ’ — ff ) — a*  - 2a  ß = ibSk  - fl* — 2aß; 
folglich : 

1 • />' — D =46)} — aa  — 2aB, 

Df  — D'  =z  46U— 3aa — 2aß,  - 
Dm-DH=ibä—5aa-2aB, 

U.  8.  W. 

Da  diese  Werthe  eine  Progression  mit  der  constanten  Differenz 
— 2aa  bilden,  so  bilden  die  snccessiven  Werthe  von  D eine  arith- 
metische Reihe  der  zweiten  Ordnung,  und  sind  hiernach  leicht 
zu  berechnen. 

Nach  diesen  Principien  ist  die  zweite  Tabelle  berechnet.  In 
der  letzten  Verticalcolumne,  welche  nach  den  die  Werthe  von  B 
reprSsentirenden  Indices  0,  1,  2,  3,  ....Sk  abgetheilt  ist,  findet 
man  die  sämmtlicben  Werthe  von  D,  welche  den'  jedesmaligen 
Werthen  von  B entsprechen  können.  Der  erste  Werth  von  D 
(D0)  linker  Hand  markirt  den  entsprechenden  Werth  B°,  und 

wenn  man  r = ^-(B — B°)  macht,  so  findet  man  in  der  vierten 

und  fünften  Verticalcolumne  die  jedesmaligen  Werthe  von  d,  ff. 
Wo  die  Breite  des  Papiers  nicht  ausreichend  war,  sind  die  den 
Werthen  B = 10,  11,  12,  etc.  entsprechenden  Werthe  von  D in 
die  folgende  Horizontalreihe  unter  den  Werthen  ß= 0,  1,  2,  etc. 
resp.  eingetragen*). 

Wir  haben  noch  den  Werth  a = 0 zu  betrachten.  Da  6 po- 

IM  B 

sitiv  genommen  werden  darf,  so  hat  man  6=V-Ä;  c=— ^ muss 

ganz  sein,  also  ß=  0,  Vü,  2 VH, V&VSk=Sk,  und  c=0,  1, 

2,  3, ....  VSl  resp.  Man  findet  diese  c in  der  ersten  Vertical- 
columne der  ersten  Tabelle.  Bezeichnet  man  den  kleinsten  Werth 

von  ff,  welcher  nicht  <1}  und  ^|(ce — ff)  zu  einer  ganzen  Zahl 
macht,  mit  ff0,  so  ist  offenbar 

■ • I ' • • V V.'.  •••• 

d°  =-^j(cc— ff0),  d = d° — s,  ff  = ff°  + £V.fl, 

*)  Wir  hoffen , da««  auch  im  Druck  Alle«  in  den  Tabellen  durch 
«ich  aelb*t  verständlich  «ein  wird.  G, 
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wo  t eine  positive  ganze  Zahl.  Die  vierte  Columne  ist  nach 
den  successiven  Werthen  £=0,  1,  2,  3,*...  abgetheilt  und  ent- 
hält die  entsprechenden  Werthe  der  Determinante.  Dieselben 
bilden  in  jeder  Horizontalreibe  eine  gewöhnliche  Progression  mit 
der  Differenz  iAVÜ,  da  1 , 

O = 4M  — BB  = 4iJ  (<£°  + tVA)  —BB=zD°+  4 eUVÜ 
ist. 

Sind  diese  Tabellen  berechnet,  so  schreibt  man  die  succes- 
siven Werthe  von  0=3  und  = 0 (mod.  4)  auf  von  0 = 3 bis 
0 = 2000,  und  trägt  die  aus  den  Tabellen  gezogenen  Werthe  der 
Form  f = (a,  b,  c,  d)  und  ihrer  Charakteristik  tp  = (2it,  B , 2tf) 
an  der  gehörigen  Stelle  ein.  Mit  jeder  gefundenen  reducirtea 
Form  f={a,  6,  c,  d)  sind  drei  andere  zu  verbinden,  nämlich 
die  beiden  Entgegengesetzten  (o,  ~b,  c,  d);  ( — a,  b,  — c,  d) 
und  die  conträre  Form  ( — a,  —b,  — c,  — d),  wie  wir  schon  oben 
bemerkt  haben. 

• ' ‘ 1 '•  ‘ , • • | t 

Dies  ist  der  erste  Theil  der  Arbeit.  Der  zweite  bezieht  sich 
auf  die  Klassification  der  reducirteo  kubischen  Formen.  Die 
allgemeinen  Principien,  nach  welchen  diese  vollstreckt  wird,  sind 
in  der  Abhandlung  „Versuch  einer  Theorie  der  homogenen  Funk- 
tionen des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabelo“  aus  einander  gesetzt. 
Der  Uebersicht  wegen  steben  hier  die  Resultate. 


Betrachten  wir  zuerst  die  Formen  /■=  (a,  6,  c,  d)  von  der- 
selben Charakteristik  <p  — (A,  B,  C).  Wenn  B nicht  verschwin- 
det, so  sind  alle  Formen  dieser  Art  in  der  Tabelle  bereits  ent- 
halten. Wenn  aber  B=0  ist,  so  hat  man  mit  jeder  Form  der 
Tabelle  die  Entgegengesetzte  (a,  — 6,  c,  — d),  oder  auch  ( — a,  b, 
— c,  d)  zu  verbinden.  Die  in  der  Tabelle  aufgestellten  Formen 
sind  nun  weder  identisch,  noch  conträr,  daher  machen  sie  in  den 
40  >4 

Fällen  _3  *)  immer  verschiedene  Klassen  (Art.  14).  Für  den 
40 

Fall  ~j=4,  d.  i.  0=m2,  ist  die  Bedingung  für  die  Identität  der 
Klassen : 


f —{fl,  6,  c,  d), 

bA—cB  cA — bB  dA  — cB  , dB — cC. 

r~{±  ■ - -»  jfc-  tn  ± m -h 


*)  m Ut  da»  grötate  gern.  Maau  von  4,  2 B,  C. 
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Z.  B.  bei  D = 6 76  finden  eich  in  der  Tabelle  zur  Charakteristik 
(26,  0,  26)  die  redneirteD  Formen 


mit  denen  also  die  entgegengesetzten 


(2,  3,  —2,  -3);  (3,  -2,  -3,  2) 


zu  verbinden  sind.  Man  findet  die  beiden  ersten  Formen  in  die- 
selbe Klasse  gehörend,  mithin  auch  die  beiden  letzten,  während 
die  Formen  (2,  --3,  — 2,  3),  (2,  3,  — 2, — 3)  in  verschiedene 
Klassen  gehören.  , < . 

Sind  die  Charakteristiken  weder  identisch,  noch  entgegenge- 
setzt, so  können  die  kubischen  Formen  nicht  derselben  Klasse 
angehören.  Die  Identität  der  Klassen  erfordert  ferner,  dass  die 
Charakteristik  cp  = (A,B,  C)  entweder  eine  Ancepsform  ist 
oder  gleiche  äussere  Glieder  hat. 

Im  ersten  Falle  ist  /#=  + \A.  Im  Art.  39.  wurde  die  Bedin- 
gung D — in®  berflcksichtigt.  Ich  werde  aber  zeigen , dass  die- 
ser Fall  hier  gar  nicht  Vorkommen  kann.  Setzt  man 

' ••  • • ..in-  f.  '•>(•..  . ..iv.  i i ir  , 

A=mA',  2B^mß',  C — mC1 , 

so  ist  •>*  ’» 

\n  = m*(lA'C'-B'*), 


folglich  wegen-  D = ni®: 


, ■ .'h  J • - . 

'•<!.  .1  V.  I.  ' 1 

nnn  ist  aber  ß'=  i A'  , folglich 


1 « i.rj  / .»•  • •» 

! :>«!»  V 

: . • i i . * \ • • !*  I ; ,»v  . 

~(2e'~~)  = l,  y=l,  A'—2,  C'  = 1,  A —2in,  C±=m,  ß=±m, 

. ' ..  . • • >•  - . i 

tp  = (2m , j-m,  m ). 

. . . . , i »• 

Diese  Form  ist  aber  keine  Reducta,  da  C<  d ist. 


Ebenso  kann  der  Fall  Z)  = m®  nicht  Vorkommen,  wenn  die 
Charakteristik  <p  — (A,B,A)  ist.  Denn  setzt  man  A = md', 
2B  = mß' , so  kommt,  wegen  Z)  = »i*  : 4-^ß'®=4dl,®•,  nun  ist  aber 


2 B~^A,  also  B‘  — A',  4^'*~4+  A'*,  A'*~ A'==  1. 


folglich 


B'  =0,  (p  — (m,  0,  m). 


- 
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welcher  Fall  schon  ausgeschlossen  ist.  Es  sind  also  (Art.  39)  die 
Bedingungen  (Br  die  Identität  der  Klassen  : 

a=±a'  i 

^ a | wenn  die  Charakteristik  anceps  ist, 

d=+n'  I 

t j wenn  die  Charakteristik  gleiche  äussere  Glieder  hat. 
Z.  B.  Z>=147,  <p=(14,  7,  14) 

(1,-2, -3,-1);  (1,3,  2,-1);  (2,-1, -3,-2);  (2,3,  1.-2); 

X X 


(1,  2, 


3,  1);  (1,  —3,  2,  1);  (2,  I, -3,^2);  (2,^3,  1,2); 

(3,  1,-2, -3);  (3,  2, -1,-3). 


X 


(3,-1,  -2,3);  (3,-2,  -1,  3). 

Klassen:  (I, +2,  — 3,  ±1);  (2,  ± 1,  -3,  ±2);  (3,  ±1,  -2, +3). 

Man  bemerke  im  Allgemeinen : Für  jedes  D~Q  (raod.  4)  findet 
man  in  der  Tabelle  der  reducirten  Formen  stets  die  Form 
(0,  1,  0,  — i D)  mit  der  Charakteristik  (2,  0,  JZ>);  sie  macht  mit 
ihrer  Entgegengesetzten  stets  eine  Klasse.  Ebenso  findet  sich 

/o,  1. 

bei  jedem  Z)=3  (mod.  4)  die  Form  ( D + l l.die 

\ 1.  — 2~  / 

mit  ihrer  Entgegengesetzten  ebenfalls  nur  eine  Klasse  ausmacht. 

Es  wäre  hinreichend  gewesen,  bei  jeder  Determinante  nur  die 
primitiven  Klassen  zu  berechnen,  indem  die  derivirten  Klassen 
sich  aus  den  primitiven  Dir  kleinere  Determinanten  durch  Multi- 
plication mit  einem  Factor  ergeben  ; doch  sind  die  derivirten  Klassen 
mit  aufgestellt,  da  sie  sich  von  selbst  ergeben. 

Eine  Form  f=ax*  + Zbx*y  + 3ca^*  + %3==  (a,  b,  c,  d)  heisst 
nämlich  primitiv,  wenn  a,  b,  c,  d relative  Primzahlen  sind, 
dagegen  derivirt,  wenn  diese  Zahlen  ein  grösstes  gern.  Maass  fi 
haben;  die  primitive  Form,  aus  der  sie  abgeleitet,  wird  sein: 

(a  b c d\ 

Vf*’  f*’  f*’ 

Bezeichnet  man  die  Determinante  dieser  letztem  Form  mit  D0, 
so  ist 
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D = — + 362e*  — iac*  - idb*  + Gabcd , 


©'©•<)• 

©-*©©■-'©© 

3 


folglich  Z)  = fi4Z)0.  Hieraus  sieht  man,  dass  derivirte  Formen 
nur  bei  denjenigen  Determinanten  Vorkommen  können,  welche 
durch  ein  Biquadrat  theilbar  sind. 


Für  jeden  Werth  von  D giebt  es  primitive  Formen;  solche 
D 3 

sind  nämlich  (0,  1,  1, j — ) und  alle  daraus  durch  die  Sub- 

stitution u,  ß,  y,  S mit  der  Systemdeterminante  •+ 1 resultirenden; 
oder  (0,  1,  0,  — ' D)  und  alle  daraus  auf  dieselbe  Art  resultiren- 
den, jeoacbdem  Z)~ 3 oder  D= 0 (Mod.  4)  ist. 


Die  primitive  Form  f=(a,b,c,d)  ist  eigentlich  oder  un- 
eigentlich primitiv,  jenachdem  a,  36,  3c,  d relative  Primzahlen 
sind,  oder  den  grössten  gern.  Factor  3 haben;  im  letzten  Falle 
müssen  a und  d durch  3 theilbar  sein;  folglich  «erden  b und  c 
nicht  zugleich  den  Factor  3 haben.  Z.  B.  die  Form  (3,  —1,  —4,  — 3) 
von  der  Determinante  — D — — 507  ist  eine  uneigentlich  primitive 
Form. 


Uneigentlich  primitive  Formen  kann  es  nur  geben,  wenn  D 
durch  3 theilbar  ist;  in  diesem  Falle  giebt  es  aber  auch  wirklich 

solche,  z.  B.  (0,  1,  0,  — \ü  und  (0,  1,  1,  — wie  leicht 

erhellt.  Für  D = 0 (mod.  3)  giebt  es  möglicherweise  keine  eigent- 
lich primitiven  Formen.  Z.  B.  wenn  £)=15  ist,  so  lehrt  die  Ta- 
belle der  reducirten  Formen,  dass  jede  Form  von  der  Determi- 
nante — 15,  f=(a,  b,c,d),  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  d, 
wo  ad  — ßy=l,  sich  auf  eine  der  Formen 

(0,  1,  1,  -3),  (0,  -1,  l,  3),  (0,  1,  -1,  -3),  (0,  -1,-1,  3) 

zurückführen  lässt,  welche  sämmtlich  uneigentlich  primitiv  sind, 
und  bekanntlich  ist  das  grösste  gern.  Maass  von  a,  36,  3c,  d 
dem  grössten  gern.  Maass  von  0,  3,  3,  —3,  etc.  gleich,  daher 
ebenfalls  =3. 


Die  Ordnung  einer  kubischen  Form  bestimmt  sich  danach, 
oh  dieselbe  eigentlich  primitiv  oder  uneigentlicb  primitiv  ist,  oder 
endlich  nach  der  Art  ihrer  Ableitung  aus  einer  primitiven  Form 
von  kleinerer  Determinante. 
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Ist  D = e*D‘,  wo  D'  durch  kein  Biquadrat  theilbar  ist,  und 
sind  t,  t',  x" die  sämnitlichen  Theiier  von  e (die  Einheit  aus- 

geschlossen), so  werden  die  sämnitlichen  nicht  primitiven  Klas- 
sen zur  Determinante  — 1)  aus  den  sämmtiichen  primitiven  Klas- 
sen zu  den  Determinanten  — p,  — > etc.  abgeleitet 
sein. 

Wenn  man  in  der  Tabelle  der  kubischen  Klassen  bei  einer 
Determinante  nur  Repräsentanten  mit  dem  Anfangsgliede  oder 
mit  dem  Endgliede  null  findet,  so  folgt  leicht,  dass  dann  durch 
jede  Form  von  dieser  Determinante  die  Zahl  null  dargestellt  wer- 
den kann,  oder,  anders  ausgedrückt,  dass  dieselbe  einen  ratio- 
nalen Factor  hat.  Dies  gilt  z.  B.  von 

0 = 4 , 7 , 8,  11,  12,  15,  19  , 20,  24,  etc. 

Es  ist  aber  auch  sehr  wohl  möglich,  dass  ein  Klassenrepräsen- 
tant, ohne  dass  eines  der  äussern  Glieder  null  ist,  eineu  ratio- 
nalen Factor  hat.  Es  wäre  zweckmässig,  bei  jedem  Repräsen- 
tanten diesen  Factor,  wenn  er  existirt,  anzumerken.  Fände  man 
für  eine  Determinante  — D alle  Klassenrepräsentanten  mit  einem 
rationalen  Factor  behaftet,  so  würde  man  die  Wurzeln  aller  ku- 
bischen Gleichungen  u:a-b36ja  -f  3«  + d = 0,  für  welche 

D = — «*r/*  -f36*c* — 4«c3 — 4 db3  + Gabcd, 
durch  Ermittelung  der  rationalen  WTurzel  bestimmen  können. 

Ich  lasse  hier  noch  eine  aus  der  Theorie  der  kubischen  For- 
men geschöpfte  Methode  folgen,  eine  rationale  Wurzel  der  Gleichung 
a rs  + 36:*  + 3c:  + d = 0 

zu  bestimmen  und  sich  von  ihrer  Existenz  zu  überzeugen. 

Ist  : = - eine  solche,  indem  a und  y relative  Primzahlen  sind, 
so  kommt 

aa3  + 36a*y  + 3c«y*  + dy3  = 0, 

d.  h.  die  Aufgabe  reducirt  sich  darauf,  die  Werthe  von  a,  y zu 
finden  (zwei  gegen  einander),  mittelst  welcher  die  Zahl  null  durch 
die  Form  /=(«,  6,  c,  d)  dargestellt  wird.  Wir  dürfen  annehmen, 
dass  f eine  primitive  Form  ist. 

Macht  man  «3  — ßy=\,  so  wird  f durch  die  Substitutionen 
a,  ß,  y,  S in  eine  mit  ihr  eigentlich  aequivalente  Form  mit  dem 
Anfangsgliede  null  verwandelt.  Diese  Form  sei  f'  = ( 0,  6',  c',  d') ; 
sie  hat  mit  f einerlei  Determinante  (*-/)).  Setzt  .man  nun  ß+ka 
statt  ß,  3 -f - ky  statt  y,  so  verwandelt  sich  /'  in 

(0,  b',  c'+26'A,  tf'+3c'A  + 36'A»), 
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wie  man  leicht  findet,  und  es  kann  k so  bestimmt  werden,  dass 
c'+26'A,  absolut  genommen,  zwischen  den  Grenzen  0 und  6' 
iBcl.  liegt.  Nun  hat  man  D — 36'*c'® — Ab'ad' , folglich  ist  b 12  ein 
Tbeiler  von  D.  Offenbar  genügt  es  auch,  b'  als  positiv  anzu- 
sehen, wenn  man  nur  zuletzt  mit  jedem  gefundenen  System 
x — a,  y—y  das  System  x = — «,  y — — y verbindet.  Hieraus 
ergiebt  sich  folgende  Auflösung  unserer  Aufgabe. 

Es  sei  6'*  jeder  Tbeiler  von  1)  ( b ' positiv), 

c'=  0,  ±1,  ±2,  +3 + (6'-l), 


d'  = -jp (eine  ganze  Zahl) ; 

f'  — ( 0,  6',  c',  d')  der  Complex  (ß)  aller  auf  diese  Weise  resul- 
tirenden  Formen.  Sucht  man  in  ß alle  mit  / eigentlich  äquivalente 
Formen  (F)  und  bestimmt  alle  jedesmaligen  eigentlichen  Trans- 
formationen aus  f in  F,  nämlich  a,  ß,  y,  3,  so  erhält  man  alle 
gesuchten  Darstellungen  x = a,  y = y- 

Beweis.  I.  Da  F={0,  b' , c' , d')  aus  / durch  die  Substi- 
tution a,  ß,y,  8 hervorgeht,  so  findet  sich 

oa3  + 36a2)«  + 3 cay*  + dy3  = 0, 

wie  es  sein  soll. 

II.  Alle  Darstellungen  sind  verschieden.  Gesetzt,  man  fände 
zwei  gleiche,  resultirend  aus  den  Transformationen  a,  ß,  y,  5-, 
a,  ß',  y,  3';  so  hätte  man,  da  ad — ßy  = \,  a8‘ — ß'y=l, 

ß‘  = ß + ka,  d'  = d -f  ky; 

die  Formen,  in  welche  / durch  diese  Substitutionen  überginge, 
wären  somit 

/'=( 0,  6',c',  d‘), 

/*  = ( 0,  b',  c'+26'A,  d'-f  3c'Ä  + 36'A2)  = (0,  b‘,  c" , d“), 
c"  — c'  = 0 (mod.  *26') , 

gegen  die  Annahme. 

III.  Es  wird  keine  Darstellung  fehlen.  Denn  durch  jede  existi- 
rende  Darstellung  gelangt  man  durch  die  entsprechende  Trans- 
formation von  / zu  einer  mit  / eigentlich  aequivalenten  Form  f‘ 
von  der  Art,  wje  die  im  Complex  Sl. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  in  (ß)  zwei  verschiedene,  mit  f 
zugleich  eigentlich  äquivalente  Formen 
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r =(o,  b\  c-,  d1),  r=(o,  b",  c»,  dn) 

Vorkommen,  v>nd  sehen,  was  daraus  folgt.  — Da  diese  Formen 
auch  unter  sich  eigentlich  äquivalent  sind,  so  ist 

(1)  0 = 36,aay  + 3c'ay*  + ‘iV,> 

(2)  6 " — b'a  (ad  -f  2 ßy)  + c'y  (ßy  -f  2ai)  -f-  d‘y*ö , 

(3)  c"  = b'ßißy  + 2«ö)  + c'd(«<5  + 2/3  y)  + d'yS2, 

(4)  l =zaS  — ßy. 

Nach  (1)  kann  zuerst  y=0  sein.  Unter  dieser  Voraussetzung 
ist  aber  nach  (2)  b"=b'a,  folglich,  da  6',  b"  positiv  sind,  a=l, 
6"=6',  d=l,  folglich  nach  (3)  c"  = 26'/3  + c',  f'  = (0,  6',  c'Ylb'ß, 
d‘  -f  3 c'ß  + 3 b'ßß) ; aber  diese  F orm  findet  sich  mit  f‘  nicht  zu- 
gleich im  Complex  S i , da  in  demselben  keine  zwei  Werthe  von 
c‘  nach  dem  raod.  2 b‘  congruent  sind,  daher  ^=0  unzulässig. 

Ist  y^O,  so  kommt  nach  (1)  und  (2): 


36'a2  + 3c'oy + <f'y*=0,  2 6'ct  + c‘y—  - 6"; 
ferner  ist  bn(Zcn  — \b'd‘)  — D,  folglich 


b"2  — 


Dy1 

36'2 


= 0,  oder  D — 


3 b,2b"2' 


Da  3 D ein  Quadrat  ist,  3 D = t2,  so  ist  * = 3s',  \D-=.tn,  folg- 
lich D durch  3 theilbar,  und  \D  eine  Quadratzahl.  Ist  diese  Be- 
dingung nicht  erfüllt,  so  giebt  es  in  (£1)  entweder  keine,  oder 
eine  mit  f eigentlich  aequivalente  Form  f‘,  und  da  in  diesem  Falle 

4P 

offenbar  — ^ nicht  =3  sein  kann  (m  das  grösste  gern.  Maass  von 

2(66 — ac),  2(bc—ad),  2 (cc  — öd)),  so  giebt  es  nur  eine  eigent- 
liche Transformation  aus  f in  f‘,  folglich  auch  nur  ein  System 
von  Werthen  x=+a,  y=z±y,  welche  f(x,  y)=«urs-f  ....-\-dyt=Q 
machen.  Hieraus  folgt: 


Wenn  \D  keine  quadratische  ganze  'Zahl  ist,  so 
hat  die  Gleichung 

ai9  + 36x2  + 3cz  + rf  = 0 

entweder  keine  rationale  Wurzel,  oder  eine. 


Es  lässt  sich  dieser  Satz  aber  nicht  umkehren,  d.  h.  wenn 
0 (mod.  3)  und  \D  ein  Quadrat  ist,  so  braucht  die  obige 
kubische  Gleichung  nicht  lauter  rationale  Wurzeln  zu  haben. 
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Man  kann  den  nämlichen  Satz,  welchen  auch  Legendre  in 
der  Thäorie  des  nombres  Tome  II.  p.  120.  erweist,  aus  dem 
Ausdrucke  von  D als  Function  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

f=  ai5  + 36z a + 3cz  -f-  d — 0 

herleiten.  Sind  diese  Wurzeln  o>,  <o‘ , o>",  so  kann  man 
/■=  a(i—m)  (i1  + pu+n) 

setzen,  und  erhält 

36  — a{m — cd),  3c  = a(n — mm),  d — — anm , 
27ß=-27aacZa  + 816V1—  108ac*  — 108d63  + W2abcd, 
folglich  durch  Substitution 

27 D = a*(m* — 4«)  (<a2  + mm  + n). 

Nun  ist  — m=m‘-\-ca",  n=zi a'a>",  folglich 

27Z)  = a*(m  — m')3  (oj — ca*)a  (oj' — <a")a, 
woraus  der  Satz  folgt. 

Zwei  einfache  Fälle  verdienen  noch  beachtet  zu  werden. 

Ist  1°.  D durch  ikein  Quadrat  theilbar,  so  bat  man  nothwen- 
dig  6'  = l,  d'—l(3c'* — D),  also,  da  D ungerade  ist,  c'szl, 

jj 3 

d'  = — J(D— 3),  f‘=-  (0,1,1, j — ),  die  einzige  Form  im 

Complex  Sl,  welche  zugleich  eine  Reducta  ist.  Findet  man  in 
diesem  Falle  noch  andere  Klassenformen  bei  D,  so  kann  keine 
derselben  einen  rationalen  Factor  haben. 

2n.  Ist  \D  ganz  und  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so  kann  6' 
= 1 oder  =2  sein;  im  ersten  Falle  kommt  /v  = (0,  1,  0,  — \D). 
Im  andern  Falle  ist  d'—l(3c*3 — \D),  von  den  Werthen  c'  = 0, 
+ 1,2  sind  0,  2 unzulässig,  da  sie  \D  durch  4 theilbar  machen,. 

D— 12 

folglich  c'=  + 1,  d'=l( 3 — ID),  — 2,  1,  — — gjj — ) oder 

= (0,2,  — 1,  — -gt) —)  mit  der  Charakteristik  ip=(8,  4 2,  — y~), 

welche  für  D~^ 68  eine  Reducta  ist.  Wenn  also  \D  durch  kein 

Quadrat  theilbar  ist,  so  muss  jede  mit  einem  rationalen  Factor 
behaftete  kubische  Form  von  der  Determinante — D entweder  mit 
der  Form  (0,  1,  0,  —\D),  oder  mit  einer  der  drei  Formen 

n io  n_io 

(0,  1,  0,  — \D),  (0,  2,  1,  --32— ),  (0,  2.  -I,  - ) 

eigentlich  aequivalentsein,  jenachdem  \D  nicht  =3  (mod.  8)  oder 
=3  (mod.  8)  ist. 
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XXVII. 

Ueber  einen  merkwürdigen  allgemeinen  Satz  von  den 

Curven. 

Von 

. Herrn  Doctor  Völler , 

Lehrer  an  der  ReaUchnle  zu  Saal fe Id. 


Lehrtat  x. 

Zieht  man  in  einer  beliebigen  Curve  eine  Sehne, 
so  ist,  wenn  die. letztere  unendlich  klein  wird,  das 
Verbältniss  des  Flächensegments  zu  dem  Dreiecke, 
welches  von  der  Sehne  und  den  dazu  gehörigen  Tan- 
genten gebildet  wird,  wie  2:3. 

Beweis. 

Es  ist  nicht  schwer,  für  bestimmte  Curven  — ich  erinnere 
nur  an  die  Parabel  — das  Verhältnis  eines  Flächensegments  zu 
dem  dazu  gehörigen  Tangentendreiecke  anzugeben.  Wird  aber 
die  Aufgabe  allgemein  gefasst,  dann  lässt  sich  das  weittragende 
Gerüst  der  höheren  Analysis  nicht  mehr  gut  entbehren. 

Es  seien  — um  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  MTN  (Taf.  VI. 
Fig.  1.)  bestimmen  zu  können  — die  Coordinaten  des  Punktes  M 
gleich  xlf  yi‘,  und  die  des  Punktes  N gleich  yt;  dann  sind 
die  Gleichungen  der  Tangenten  an  den  Punkten  M und  N resp. 

y— yi=f'(*i)(*— *i) 

und 

y - y* = /'(**)  (*—*,), 

wo  /'(*,)  = |j-  und  bedeutet. 

Thall  XXXI.  30 
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Aas  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  nun  für  den  Durchschnitts- 
punkt T,  dessen  Coordiimten  x,  y heissen  mögen,  dass 

— »2  —»1  + X*f'(Xl>  — X*f'(X-. t) 

' f'&O-f'i**) 

und 

y~  /"to) -/'(**) 

Demnach  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  MTN : 

. / 

(y  +yi)  (* — *i)  + (y + y»)  (*»  — *) — ( y a + yi)  (*a  ~ *»> 

2 ' 

oder,  wenn  man  ausmultiplicirt, 

xi  (ffa— y)—  ffi  frs  ~x)+yx2—y2x 
2 


Dieser  Ausdruck  geht  bei  weiterer  Transformation  über  in: 

xt  (yt — y)  - yi  (x2 —x)~  x.2  (yt—y)  + x^y2  -f  yä  (xt —x)—  a^y% 

2 

woraus  sich  ergiebt,  dass  Dreieck  MTN  gleich 

(■Vg—  y)  (xi  —*2)  + (x*—*)  (ffa~ ffi) 

2 


ist.  Substituirt  man  nunmehr  die  Werthe  von  y und  x,  so  folgt 
endlich,  dass  Dreieck  MTN  gleich 


(*,— ar2)i(yi  ~ y2) f'(x2)  — (xt  — xi)f(x1) f'(x2) | 1 


+ (.Va— .Vi)I.V»—  ya  + (^a~  xl)f'(.xi)) 


«>• 


2 !/"(*,) -/"(*.)> 


Die  Fläche  MPNQ  ist  allgemein  gleich 


r 


> *=*, 

*=*  i 


yBx  + C- 

•* 


Da  aber  das  Integral  wiederum  eine  Funktion  von  x ist,  so  kann 
man  auch 


MPNQ  = <p(x)  + C 
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setzen.  Somit  ist  die  Flüche  MPNQ  **  mit  Rücksicht  auf  die 
Grenzbestimmung  — gleich 

9>(*2)  — 9>(*i)> 

und  folglich  das  Segment  MmN,  was  hier  nur  allein  berücksich- 
tigt werden  soll,  gleich 

I ’ ' *. 

wo 

(yi+y«)(*«-*i) 

a ..••••••■' 


das  Trapez  MPNQ  bedeutet. 
Es  ist  also: 


&MTN 
Seg.  MmN 


| (x,  — x*)  | (y,  -3/2)  f'{x%)  - (x,  — xx)f\xx)  f\xt)  1 j 

= ( +(y»— yi)lyi— y«  + (^8— 

{2<p(xa)  - 1<f  (x,)  — (yt  +3/2)  (x2 -x1)l|/,'(xl)  -f'{x%) )' 


Da  nun  der  Aufgabe  gemäss  das  eben  angedeutete  Verhältnis» 
bei  verschwindender  Sehne,  also  im  Unendlichkleinen,  festgestellt 
werden  soll,  so  ist  es  nSthig,  beide  Theile  dieses  Bruchs  zu 
differentiiren,  wodurch  das  wegen  der  Allgemeinheit  der  Curve 
nicht  ausführbare  Integral  im  Nenner  von  selbst  wegfällt,  indem 
dann  <p(x#)  wieder  in  f'(x%)  und  <p(x,)  in  f'(x j)  übergeht,  was 
natürlich  die  Untersuchung  an  und  für  sich  in  keiner  Weise  ab- 
ändert, weil  nach  der  Theorie  des  Unendlichkleinen  das  Flächen- 
segraent  — auch  unendlich  klein  — immer  ein  Segment  und  das 
Dreieck  immer  ein  Dreieck  bleibt. 

Bei  der  Differentiation  ist  es  vortheilhaft,  die  Coordinaten 
eines  dieser  Punkte,  z.  B.  x% , yt,  als  constant  anzusehen,  weil 
dadurch  die  Resultate  um  Vieles  vereinfacht  werden.  Man  hat 
sich  also  die  ganze  Sache  so  zu  denken,  als  ob  der  Punkt  M 
immer  näher  an  N heranrücke  und  endlich  im  Unendlichkleinen 
mit  N Zusammenfalle,  wobei  yt  in  yt  und  xt  in  x*  übergehen  wird. 

Würde  man  jetzt  in  die  obige  Formel  yi=yt  und  Xj  = xa 
setzen,  so  ergäbe  sich: 


\MTN  _ 0 

SegrSmiV-  Ö 

3«* 
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Es  ist  also  dieser  Ausdruck  so  lange  zu  differentiiren , bis  er  — 
nach  Substitution  von  yx  = y#  und  Xj  — xt  — nicht  mehr  g liefert. 

Die  erste  Differentiation  giebt  nun: 

J (»» -(*i-*a)/Vi)f(*z)  + (y*-»i)  | 

\ —(xi—x^%f'‘(xi)f,{xt)—f,(xx)  Sy,  -y>+/~'(j|)(a:1-j:1)l  I ^ 
i ) 1 2?>(x*)  — ) — (yt  + y%)  (*» — ) I ) ' 

I - 1 2/‘(*i)  + (xs  — jt, ) f'{xi) — (jfi  +y*l  I/Vi)  — 1 

welcher  Ausdruck  für  yx—y^,  xx—xt  den  unbestimmten  Werth 
q liefert 

Die  zweite  Differentiation  giebt : 

i 3 (x2 — x, ) /""(x, ) Z* (x*)  + (y , - y, ) (xt  — x2 ) Z"^»)  . 

' —3(xt—xi)f’(xl)f‘,(xI)—(xI—xx)t/m(xl)f(xJ  ’ r 

1f”(* i)  l^i)  — 2<p(x,)  — (yt  +y*)  (x2— x,)l  i 

- %f"(xi)  I %f(x\)  + {^—xx)f(xl)  — (yl  + y»)  1 1 

- (** —xi)f”(xi)  t A*i)  - /Vz)  t ^ 

was  in  gleicher  Weise  für  y,  = y2  und  x,  = Xj  das  Resultat 

A liefert. 

0 

Dasselbe  ist  auch  noch  nach  der  dritten  Differentiation  der 
Fall,  welche  den  Ausdruck 

5(*,-*,)A*.)n*i)  - 3/"(*.)  r(*o- 4(*,-x1)/’(x,)n*i)  j 
+ (y«~ yi)/v"W  + (y*— yi)  (*4— > 
+3/r,(x,)Z"(x1)-3(xa-xi)r(^.)r(^i)-(^-^1/<(^)/r/^»)  ^ 

/*F(*i)  l2g>(xa)  - — (y2  +y2)  (x4— x,)  | j 

— V"(*i)  1 Sftx,)  + (x* — x,)  fixt)  — (y,  + y2)  | > 

— 3(x*— /*(*»)  + A*i)  A«a)l  ' 

giebt. 

Erst  die  vierte  Differentiation  fuhrt  zu  dem  Resultat: 
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I-  /»(*,)  - 4 n*t)  n* i)  - 4(»,  - xj  rc^t)  /,r<*k>  % 

— 4r(a;i)/w(^i)(^t-X|)-5(x#-a:1)/,'(x1)/,/r(x1)+4/,(a:l)/w(x1)  1 
+ 3/-'(*i)/”(x,)  — (y±—yi)fir(xl)  — f(xt)  fIfr{xl ) (x»— x, ) f 
— (y*  — yi)/'/r(Xi)+ (#*  — y»)  (x,  - xx  )/F(x,  ) + 3 /*(*1 ) /*(*i ) | 
- 2/"(x,)  /w(x.)  + 3/"(x,)  /"(*.)  “ 6(x,  -x,)  A*i)  H*i)  I 
• +/f'(x1)r(x,)-2(x1-x,)/f'(x^^(x1)-(x1-x1)V'(^/^xI)  ' 

fr(*i)  1 2«p(x,)  - 2 9>(x,)  — (yx  +y»)  (x#  - x»)  I 
— 4/Ax,)|2/-'(x,)  + (xa— Xj)  /'(x,)  — (yi  +y»)| 

— 9(x, — x, ) /"  (x, ) /•"'(x, ) 

+ 3A*»)  A*i) + /"(*.)  I f\* 0 - A*t)  I + A*i)  r(x.) 

welches  für  yx  =y%  und  x,  = x*  sich  auf: 

6/'"(xI)r(^i) 

Wf&x)TT*i) 

reducirt,  woraus  erhellt,  dass  sich  das  Segment  zum  Dreiecke 
wie  2:3  verhält. 
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XXV III. 

' • • » 

Ueber  den  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  von 
Herrn  Doctor  Völler  bewiesenen  allgemeinen  Satz 
von  den  Curven. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  von  Herrn  Doctor 
Völler  in  Saatfeld  bewiesene  allgemeine  Satz  von  den  Cur- 
ven hat  mich  sehr  interessirt,  indem  derselbe  eine  neue,  jeden- 
falls sehr  merkwürdige  Gränze  von  sehr  allgemeiner  Gültigkeit 
naehweiset,  und  gewiss  seinen  Theil  dazu  beitragen  wird,  der 
Gränzen -Theorie  — und  ihrer  Anwendung  — ihre  so  ungemein 
grosse  Bedeutung  für  die  gesammte  Mathematik  immer  mehr  und 
mehr  zu  sichern,  und  jeder,  ohne  Zugrundelegung  dieser  Theorie 
in  ihrer  völligsten  Strenge,  ganz  unwissenschaftlichen  Behandlung 
der  Analysis  und  Geometrie  in  ihren  höheren  Theilen  immer  mehr 
und  mehr  die  Spitze  abzubrechen.  Auch  ist  dieser  Satz  unstrei- 
tig für  die  annähernde  Berechnung  der  von  beliebig  gekrümmten 
Curven  umschlossenen  Flächenräume  von  Wichtigkeit,  und  weiset 
zugleich  in  der  von  Herrn  Doctor  Völler  ihm  gegebenen  Form 
als  einer  streng  nachweisbaren  Gränzen -Bestimmung  sehr  gut  den 
Grund  auf,  warum  man  bekanntlich  schon  längst  sich  mit  Vortbeil 
zur  näherungsweisen  Bestimmung  der  Grösse  solcher  Flächen- 
räume einer  parabolischen  Berechnung  bedient  hat,  worauf  auch 
Herr  Doctor  Völler  selbst  gleich  im  Eingänge  seines  Aufsatzes 
hindeutet.  Ich  danke  daher  Herrn  Doctor  Völler  recht  sehr  für 
die  Mittheilung  des  Satzes,  und  glaube,  das  Interesse,  welches 
ich  an  demselben  genommen,  nicht  besser  an  den  Tag  legen  zu 
können,  als  dadurch,  dass  ich  sogleich  nach  Empfang  der  vorher- 
gehenden Abhandlung  eineu  anderen  Beweis  für  denselben,  den 
ich  im  Folgenden  mittheilen  werde,  gesucht  habe,  welcher  sich 
vielleicht  noch  etwas  mehr  der  neueren  Behandlungsweise  solcher 
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allgemeinen  Sätze  von  den  Gränzen  unmittelbar  durch  die  mit 
ihrem  Reste  vervollständigte  Tsylor’sche  Reihe  anschliesst, 
auch  wohl  noch  etwas  kürzer  und  einfacher  zum  Ziele  gelangt, 
wodurch  aber  keineswegs  dem  Wertbe  der  von  Herrn  Doctor 
Völler  gegebenen  Ableitung  Abbruch  geschehen  soll  und  kann, 
indem  ich  vielmehr  der  Meinung  bin,  dass  diese  Ableitung,  neben 
ihrem  unmittelbaren  Werthe  für  den  Beweis  des  in  Rede  stehen- 
den Satzes,  zugleich  ein  sehr  gutes  Beispiel  für  die  Bestimmung 
der  unbestimmt  zu  sein  scheinenden  Werthe  der  Functionen  von 

der  Form  ^ liefert.  Ich  gebe  nun  zu  dem  Beweise  des  fraglichen 

Satzes  selbst  über,  wobei  ein  Jeder  die  Figur  ganz  in  derselben 
Weise  wie  in  dem  Aufsatze  des  Herrn  Doctor  Völler  sich  leicht 
selbst  entwerfen  kann. 

Man  denke  sich  eine  beliebige,  ganz  in  einer  Ebene,  die 
zugleich  als  Ebene  der  xy  angenommen  werden  mag,  liegende 
Curve,  deren  Gleichung  für  rechtwinklige  Coordinaten  wir  im 
Allgemeinen  durch 

1)  y = f(x) 

bezeichnen  wollen.  Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  dieser 
Curve  sei  (xy)  oder  A.  Lassen  wir  nun  x die  beliebige  Verän- 
derung Ax  erleiden,  wodurch  in  Folge  der  Gleichung  1)  die  Ver- 
änderung Ay  von  y herbeigeführt  wird,  so  werden  die  Coordinaten 
x + Ax,  y -f  Ay  einen  zweiten  beliebigen  Punkt  At  unserer  Curve 
bestimmen.  Legen  wir  nun  durch  die  Punkte  A und  At  Berüh- 
rende an  die  Curve,  so  sind  deren  Gleichungen,  wenn  wir  jetzt 
die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  durch  jr,  t)  bezeich- 
nen, nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  bekanntlich: 

5 Q-f(x)=f'(x).(r-x), 

2)  . . < 

l t)—f(x+Ax)=f'(x+Ax).{x—(x+Ax)\. 

Ist  nun  A 2 der  Dnrcbscbnittspunkt  dieser  beiden  Berühren- 
den, so  werden  dessen  Coordinaten,  welche  wir  der  Kürze  wegen 
jetzt  durch  x,  p bezeichnen  wollen,  aus  den.  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  auf  dem  Wege  algebraischer  Elimination  bestimmt 
werden  müssen,  wodurch  wir,  die  beiden  in  Rede  stehenden 
Gleichungen  unter  der  Form 

V ~f(x)=f'(x) . \x — (x  + Ax) I +/"'(*)  Ax, 
t)—f(x  + Ax)  —f'(x  + Ax) . | x — (x  + xA)  | 

darstellend,  für  die  Coordinaten  jr,  p sogleich  die  folgenden  Aus- 
drücke erhalten : 
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!X—(x+Ax) 

y—ftx+Ax) 

Wir  wollen  jetzt  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AAtAt  durch 
D und  den  Flächeninhalt  des  von  der  Sehne  AAt  abgeschnitte- 
nen Curven- Segments  durch  S bezeichnen,  und  diese  beiden 
Flächeiiräume  jetzt  zu  bestimmen  suchen. 

Zu  diesem  Ende  wollen  wir,  wozu  wir,  ohne  auf  weitere  Er- 
läuterungen uns  einzulassen,  was  hier  unnüthig  ist,  jedenfalls 
immer  berechtigt  sind,  grösserer  Bestimmtheit  wegen  annebmeo, 
dass  die  Punkte  A,  At,  A2  eine  solche  gegenseitige  Lage  haben, 
dass  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A durch  den  Punkt  At  zu 
dem  Punkte  At  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewe- 
gen muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x durch  den  Coordinatenwinkel  (xy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten , im  Archiv.  Tbl.  UI.  S.  263.  bewie- 
senen geometrischen  Satze : 

2D =—(((* + Ax)  — X)  y + (x — x)  (y  + Ay)  + (x — (x  + Ax))  t)  | , 
woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 

2Z)  = (tj  — y)  Ax  — (r — x)  Ay , 

oder 

2I>  = 1 1)  — (y  + Ay) \Ax—  (jr—  (x+Ax) ) Ay, 

oder 

2 D = | t)—f{x  + Ax)  \Ax — |r  — (x  -f  Ax))Ay ; 
also  nach  2)  und  1): 


f\x  + Ax)  — f{x) — f'(x) . Ax 
f'(x+Ax)-f'(x) 

f(x+Ax)—f(x)  — f'(x).Ax 
f'(x+Ax)  — f'(x) 


r(x+Ax). 


4)  . . . 2D={f'(x+Ax).Ax~Af(x)){x— (x+Ax)) 


findet. 

Ferner  ist  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  und  der 
bekannten  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  Trapeziums  offenbar: 


5) 

oder 


X 


f(x)dx — \(iy  + Ay)  Ax 


6)  . . 


/z+Ji 

X 


f(x) dx  — I f[x)  +f(x + Ax)  | Ax. 
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7) 


Au«  4)  und  6)  erhält  man  auf  der  Stelle: 

D {fix  + dx).dx—dftx)\\T—{x-\-dx)\ 

• • s ~ » P *-M* 

2 J f{x)dx  — [f(x)  + fx+dx)\dx 


Nach  dem  Taylor' sehen  Lehrsätze  ist  nun,  wenn  q undp,  wie 
gewöhnlich  gewisse  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grös- 
sen bezeichnen: 

f\x+Jx)  = fix)  +f'(x).Jx  + lf”(x+<>Jx).Jx*, 
f'(x + dx)  = f'(x)  + fix  + Qtdx).dx; 

also: 


f(x  + dx)  — fx) — f{x).  4 x — ifix+Qdx).dx%, 
f'(x  -| -dx)—f'{x)  —f”(x  + gxdx).  z Ix ; 
und  folglich  nach  der  ersten  der  beiden  Formeln  3): 


* 8) 


r /_  i j4-r\ S r(*  + o4*)  ,, 

r ix+dx)~  '■■f\x+QX/ix)/ix- 


Weil  ferner 

4f(x)  = fix + dx)  — fix)  = f (x)  .dx  + \fix\gdx).  dx* 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

9)  fix\dx) . Jx—df[x)=[f(x+Qi  dx)—lf(x+Qdx)).dx*; 
und  sogleich  erhellet  aus  dem  Vorhergehenden  auch,  dass 

10)  fix)  + /tx+ dx) = 2 fix)  d-  fix) . dx+'tfix+ fdx) . di t* 
ist. 


Setzen  wir  jetzt  allgemein 

11)  ffix)dx  = F\x), 

so  bt 

/x+Js 

fix)dx  = Fix + dx)  - Fix) , 

X 

also,  weil  nach  dem  Taylor’scben  Lehrsätze 

Fix  + dx)  = Fix)  + F’ix) . dx  + iF”(x).  dx * + i Fm(x+<>tdx) . dx* 

ist: 
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f(x)8x  = P (x) . dx  + dx3  -f  J Fm(x  -f  Qtdx) . dx3. 

X 

Nun  ist  aber  nach  11): 

F(x)=/lx),  F”(x)=f'(x),  F”(x)=r(x); 

folglich : 

/x-Mx 

fix)dx  = f{x) . dx  + \f'(x) . dx*  + Ifix  + p tdx) . dx3 , 

■ X \ 

woraus  sich  nach  10)  auf  der  Steile 

/r+Jx 

f\x)8x  — j fix)  + fix + dx)  | dx 


= I lf'i*  + Q*dx)  - \f"ix  + Qdx)\  dx 3 

ergiebt. 

Aus  7),  8),  9),  13)  erhalten  wir  jetzt  nach  gehöriger  Sub- 
stitution der  Ausdrücke  S),  9),  13)  in  7):  § 

1)  _ | fix  + p,  dx)  — \fjx  + Qdx)  1 . dx 2 f"jx  + p dx) 

S ~ | ifi-v-)  g.zdx)  — ifix -f  (jdx) \.dx*'kTix  -f  Qidx)  ' x’ 

also: 


4?__1  f"(x  + A*  + ~ \f"(x+Qdx) 

S * ‘ fix  + pi  dx) ' ifix  + Qzdx)  — ifix  + Qdx) 

oder 


...  ß_,  fjx+Qdx)  fix  -f  Q\dx)  — lf"(x  -f  Qdx) 

> S * 'fix  + P,  dx)  ' J fix  + Qdx)  — Ifix  -I-  Qtdx)  ' 


Lässt  man  jetzt  dx  sich  der  Null  nähern,  so  nähern,  weil 
p,  p, , p2  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grössen  sind, 
die  Grössen  fix-)- Qdx),  fix  + Q^dx),  fix  -J-  Q%dx)‘  sich  sämrot- 
lich  der  Gränze  fix)  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade,  und  es  ist  also  nach  obiger  Gleichung,  immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  dx  sich  der  Null  nähert: 


,•  D • a»)  ('-»rw 

G.m  rYW'd-D/'W’ 


also  Lim:?  = i.Y 


folglich : 

15) Lim  ^ = J , 
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welches  der  von  Herrn  Doctor  Völler  bewiesene  allgemeine  Satz 
von  den  Curven  ist. 

Es  ist  zu  erwarten,  dass  dieser  Satz  zu  weiteren  Anwendun- 
gen Gelegenheit  und  Veranlassung  geben  wird. 


XXIX. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Alexander  Löffler  zu  Krakau. 

])  Es  ist  zu  beweisen,  dass  die  tiefsten  Punkte  aller  aus  der 
Gleichung  y — ««“+(**  -|-  durch  Variation  von  e und  ß bei 

constanten  a und  b entstehenden  Curven  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

2)  Welches  ist  die  Urabüllungslinie  aller  Curven,  die  durch 
Variation  des  Parameters  ß aus  obiger  Gleichung  entstehen? 

, Von  Herrn  Professor  Friedrich  Manu  an  der  Kantonsschiile  zu 
Frauenfeld. 

1)  Ist  AC  die  längste  Seite  eines  spitz-  (Taf.  VL Fig. 2.) 
ode*  stumpfwinkeligen  (Tat  VI.  Fig,  3.)  Dreiecks  ABC,  so  kann 
man  offenbar  durch  B innerhalb  des  VVinkelraumes  ABC  zwei 
Richtungen  BH  und  BF  so  ziehen,  dass  Winkel  ABF  = Win- 
kel ACB  und  Winkel  CB11—  Winkel  BAC  wird.  Construirt 
man  nun  ein  Rechteck,  welches  die  längste  Dreiecks- 
seite AC  zur  einen  und  den  Abschnitt  BF  zur  andern 
Seite  hat,  so  gibt  dasselbe  durch  seinen  Flächeninhalt 
an,  um  wie  viel  das  Quadrat  über  der  längsten  Drei- 
ecksseite AC  kleiner  oder  grösser  sei  als  die  Summe 
der  Quadrate  über  den  beiden  andern  Dreiecksseiten 
AB  und  BC. 

' ' * » 1 

2)  Ruft  man  auf  den  beiden  andern  Dreiecksseiten  AB  und 
BC  die  Abschnitte  BE  und  BD  dadurch  hervor,  dass  man  von 
den  Ecken  A und  C Senkrechte  auf  die  gegenüberstehenden  Drei- 
ecksseiten (Taf.  VI.  Fig.  2.)  oder  deren  Verlängerungen  (Taf.  VI.  Fig.  3.) 
fällt,  so  gilt  der  Satz: 

Rechteck  aus  der  längsten  Dreiecksseite  AC  und 
dem  auf  ihr  liegenden  Absc  hnitt  HF  gleich  R e ch  t eck 
aus  der  zweiten  Dreiecksseite  AB  und  ihrem  Abschnitt 
DB  plus  dem  Rechteck  aus  der  dritten  Seite  BC  und 
dem  ihr  zugehörigen  Abschnitt  BE. 
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XXX. 

Miscellen. 


Ueber  die  neuesten  optischen  Arbeiten  und  Untersuchungen 
des  Herrn  Ministerial- Raths  v.  Steinheil  in  München. 

Von  dem  Herausgeber. 

Ute 

Der  grossen  Wichtigkeit  der  neuesten  optischen  Arbeiten  des 
Herrn  Miuisterial-Raths  v.  St  ein  heil  in  München,  und  des  gros- 
sen Interesses  wegen,  welches  dieselben  gewähren,  zugleich  mit 
Rücksicht  auf  die  grossen  Fortschritte  der  wissenschaftlichen  und 
praktischen  Optik,  welche  dieselben  versprechen,  lasse  ich  die 
folgenden  Auszüge  aus  den  Gelehrten  Anzeigen  der  KC- 
niglich  Baierischen  Akademie  der  Wissenschaften  in 
München  und  aus  der  Allgemeinen  Zeitung  hier  abdrucken, 
um  diesen  so  höchst  verdienstlichen  Arbeiten  eine  möglichst  grosse 
Publicität  zu  geben  und  die  Leser  des  Archivs  auf  dieselben  auf- 
merksam zu  machen.  G. 

«. 

Ueber  Verbesserung  der  Objective.*) 

(Vor. rag  dea  Herrn  Miniaterial -Rath«  C.  A.  Steinheil.) 

Wenn  ich  erst  heute,  nach  einer  Unterbrechung  von  mehre- 
ren Jahren,  wieder  die  Aufmerksamkeit  der  geehrten  Classe  in 
Anspruch  nehme,  um  über  den  Fortgang  meiner  optischen  Unter- 
suchungen zu  berichten,  so  findet  diese  in  dem  Umstande  seine 
Erklärung,  dass  eine  grosse  Masse  von  Erfahrungen  gesammelt 
werden  musste,  um  den  Punkt  kennen  zu  lernen,  auf  dem  die 


*)  Ana  den  Gel.  Anzeigen  der  Königl.  Baieriachen  Akademie  der 
Wiaaenachaften  in  München  Nr.  32.  und  33.  1858  beaondera  abgedruckt. 
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ausübende  Optik  gegenwärtig  stebt,  weil  erst  von  diesem  ans 
Neues  mit  Erfolg  herbeigeführt  werden  kann. 

Ich  glaube  jetzt  der  sehr  geehrten  Versammlung  ein  Ergeb- 
niss  vorlegen  zu  können,  was  einen  neuen  Abschnitt  in  der  Diop- 
trik  herbeiführen  dürfte,  indem  ich  Mittel  gefunden  habe,  die 
Fehler  des  Objectives  in  höherer  Ordnung  aufzuheben.  Um  aber 
dieses  Resultat  in  Zusammenhang  mit  den  bisherigen  Fortschrit- 
ten der  Optik  zu  bringen,  sei  es  mir  gestattet,  die  successiven 
Verbesserungen  des  Objectives  auf  allgemeine  Gesichtspunkte  zu 
bringen. 

Alle  wesentlichen  Verbesserungen  des  Fernrohres  waren,  be- 
wusst oder  unbewusst,  stets  nur  darauf  gerichtet,  seine  Länge 
zu  vermindern.  Denn  die  Fehler  aller  Art  im  Bilde  einer  einfachen 
positiven  Glaslinse  können  beliebig  klein  gemacht  und  unter  die 
Empfindlichkeit  des  Auges  gebracht  werden,  wenn  die  Oeffnung 
dieser  Linse  auf  das  entsprechende  Mass  reduzirt  wird.  Dieses 
einfachste  Fernrohr  bekömmt  aber  schon  für  einige  Zoll  Oeffnung 
eine  so  ungeheure  Länge,  dass  alle  praktische  Anwendbarkeit 
aufhürt.  Eine  neue  Epoche  für  die  Dioptrik  trat  daher  ein  durch 
Dollond's  Erfindung  des  achromatischen  Objectives.  Aber  alle 
grösseru  Dollond’schen  Fernrohre  haben  noch  mehr  als  die 
doppelte  Länge  der  Fraunhofer’schen , und  müssen  diese  haben, 
wenn  die  Angular- Abweichungen  im  Bilde  gleich  gross  werden 
sollen.  Das  Frau n h ofer’sche  Objectiv  bildet  daher  einen  we- 
sentlichen Fortschritt  im  Vergleich  mit  den  englischen.  Dies  wol- 
len wir  näher  begründen.  Es  lässt  sich  nämlich  zu  jeder  positiven 
Crowngiaslinse  eine  negative  Flintglaslinse  finden,  welche  mit  ihr 
— im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  — ein  achromatisches  Objec- 
tiv bildet,  d.  h.  welche  zwei  Strahlen  von  mittlerer  Brechbarkeit 
und  einen  dritten  von  anderer  Brechbarkeit,  die  parallel  zur 
Aze  des  Objectives  einfallen,  in  einem  Punkt  in  der  Axe  zusam- 
menführt. Ist  nun  einer  dieser  mittlern  Strahlen  der  Axe  des 
Objectivs  unendlich  nahe  der  andern  an  den  Rand  des  Objectivs 
gelegt,  und  man  untersucht,  immer  unter  der  Voraussetzung  sphä- 
rischer Gestalten  und  homogener  Brechung  der  Glasarten,  die 
Lage  dieser  Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit  zwischen  Axe  und 
Rand,  so  treffen  sie,  wie  man  ein  bestimmtes  Oeffnungsmass  des 
Objectives  überschreitet,  nicht  mehr  mit  dem  Durchschnitte  des 
Axen-  und  Randstrahls  zusammen,  sondern  sie  schneiden  die 
Axe  früher  und  es  hängt  jetzt  nur  von  der  Gestalt  der  Crown- 
giaslinse ab,  wie  gross  diese  Abweichung,  die,  wie  Gauss  ge- 
zeigt hat,  in  } der  Oeffnung  ihr  Maximum  hat,  überhaupt  wer- 
den soll.  Diese  Abweichung  kann  daher  als  das  Oeffnungsmass 
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eines  Objectives  betrachtet  werden.  ■>  Denn  die  grSsatmögliche 
Oeffnung  för  ein  Doppelobjectiv  wird  diejenige  sein,  bei  welcher 
diese  Abweichung  ein  Minimum  wird.  Die  absolute  Grosse,  welche 
sie  erreichen  darf,  hängt  von  der  verlangten  Vergrösserung  ab 
und  muss  stets  so  gewählt  werden,  dass  der  durch  das  Okular 
vergrösserte  Angulärfehler  nicht  45"  oder  die  Empfindlichkeit  des 
Auges  (ibersteigt.  Hieraus  erklärt  sich,  wesshalb  kleine  Fern- 
rohre verhaltnissmässig  grössere  Oeffnungen  als  grosse  ertragen. 
Fraunhofer  war  es  Vorbehalten,  diesen  Zusammenhang  zu  er- 
i kennen.  Sein  Objectiv  beruht  nicht  auf  den  Bedingungen , die 

Herschel  u.  A.  zu  Grunde  legten,  sondern  lediglich  darauf,  die 
der  Aze  parallel  einfalienden  Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit  in 
einem  Punkte  zu  vereinigen,  oder  nur  solche  Abweichungen  za 
statuiren,  die  mit  Rücksicht  auf  die  Vergrösserung  unter  der 
Grenze  der  Sensibilität  des  Auges  bleiben.  So  kann  man  also 
sagen,  Frauuhofer’s  Objectiv  hat  die  grösstmöglicbste  Oeff- 
nung oder  sein  Fernrohr  ist  bei  gegebener  Oeffnung  möglichst  kurz. 

Untersucht  man  nun  in  Fraunhofer’s  Objectiv  auch  die 
Lage  der  Strahlen  einer  andern  Brechbarkeit  oder  den  sogenann- 
ten farbigen  Strahl,  so  lässt  sich  dieser  nur  in  einem  Punkte 
mit  den  mittlern  Strahlen  vereinigen.  Bewirkt  man  z.  B.  diese 
Vereinigung  für  \ der  Oeffnung  des  Objectives,  so  schneidet  der 
farbige  Randstrahl  später,  der  farbige  Axenstrahl  früher  als  die 
mittleren  die  Axe,  und  da  über  alle  Elemente  des  Objectives  be- 
reite disponirt  ist,  bleibt  keine  Möglichkeit,  auch  diesen  über  die 
ganze  Oeffnung  des  Objectives  mit  den  mittlern  Strahlen  zusam- 
men zu  bringen.  ' ' * 

Dieser  Fehler  des  Fraunhofer’schen  Objectives  oder,  wenn 
man  will,  des  besten  möglichen  Doppelobjectives  lässt  sieb  nnr 
auf  Kosten  der  Oeffnung  vermindern.  Gauss  bat  zwar  ein  Ob- 
jectiv berechnet,  welches  parallel  zur  Axe  einfallende  Strahlen 
am  Rand  und  in  der  Axe,  und  zwar  von  zweierlei  Brechbarkeit, 
also  vier  Strahlen  in  einem  Punkte  vereinigt.  Er  zeigt  aber  selbst, 
dass  dann  eine  beträchtliche  Abweichung  für  die  Strahlen  in  £ der 
Oeffnung  eintritt.  Wollte  man  diese  verschwindend  klein  machen, 
was  sieb  stets  erreichen  lässt,  da  die  Abweichung  nahe  biqua- 
dratisch  mit  der  Oeffnung  abnimmt,  so  würde  letztere  so  sehr 
vermindert,  dass  auch,  abgesehen  von  andern  Uebelständen,  diese 
Construction  der  Fraunbofer’schen  weit  oachstünde. 

Eine  Verbesserung  gegen  das  Fraunhofer'sche  Objectiv 
wäre  sonach  nur  dadurch  zu  erreichen,  dass  man  den  farbigen 
Strahl  qber  die  ganze  Oeffnnng  zu  den  mittlern  Strahlen  brächte, 
ohne  dabei  eine  Abweichung  für  die  f Strahlen  entstehen  au  las- 
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sen,  was  natürlich  mehr  als  zwei  Linsen  erfordert.  Sollte  aber 
zugleich  die  Oeffnung  beträchtlich  grösser  werden  als  bei  Fraun* 
bofer,  so  müsste  gleichzeitig  die  Abweichung  der  J Strahlen  mit 
denen  des  Randes  und  der  Axe,  und  zwar  für  zweierlei  Brech- 
barkeit gehoben  werden,  was  die  Annahme  von  vier  Linsen  bedingt. 

Diese  Aufgabe  habe  ich  nun  gelöst  durch  ein  Objectiv,  wel- 
ches aus  zwei  Crownglas-  und  zwei  Flintglas -Linsen  besteht. 
Dieses  Objectiv  vereinigt  Strahlen,  welche  parallel  zur  Axe  ein- 
fallen, für  zweierlei  Brechbarkeit  am  Rande,  in  ä und  in  der  Axe, 
also  sechs  Strahlen.  Es  kann  betrachtet  «‘erden  als  bestehend 
ans  einer  Crownglasünse,  deren  Farben-  und  Gestaltfehler  in  drei 
verschiedenen  Abständen  von  der  Axe  aufgehoben  werden  durch 
ein  nachfolgendes  negatives  Objectiv,  was  aus  zwei  Flintgläsern 
und  einem  Crownglas  zusammengesetzt  ist.  Das  negative  Objec* 
tiv  hat  jedoch  eine  weit  grössere  Brennweite,  als  die  Crownglas- 
linse,  obschon  die  Fehler  in  beiden  gleich  gross  und  nur  im  Zeichen 
entgegengesetzt  sind.  Farben  und  Gestalt  sind  sonach  bei  die- 
sem Objective  in  höherer  Ordnung  gehoben , als  bei  den  jetzigen*). 
Setzt  man  die  Oeffnung  J der  Brennweite,  so  treten  wieder  Ab- 
weichungen noch  höherer  Ordnung  hervor  zwischen  Rand  und  J und 
zwischen  | und  Axe.  Aber  sie  betragen  nicht  0".2  Bogensekunde 
und  sind  daher  für  eine  200malige  Vergrösserung  erst  an  der 
Grenze  der  Wahrnehmbarkeit  des  Auges.  Sollte  die  Vergrösse- 
rung stärker  werden,  so  müsste  die  Oeffnung  kleiner  sein.  Ein 
Fernrohr  von  3 Zoll  Oeffnung  wird  mit  diesem  Objective  nur  15 
Zoll  Länge  bekommen.  Ein  4zölliger  Refraktor  wird  2 Fuss  lang, 
während  er  jetzt  5 Fuss  lang  ist.  Das  Bild  aber  dieser  neuen 
Fernröhre  unterscheidet  sich  von  dem  der  jetzigen  dadurch  we- 
sentlich, dass  man  auch  beim  Schwanken  mit  dem  Auge  keine 
farbigen  Bildersäume  bekömmt,  da  das  Objectiv  halb  verdeckt 
werden  kann,  ohne  dass  Farben  sichtbar  werden.  Ich  brauche 
nicht  erst  darauf  aufmerksam  zu  machen,  welche  Vortheile  aus 
der  Benutzung  dieser  Fernröhre  für  die  Messinstrumente  hervor- 


*)  Wellte  man  da*  negative  Objectiv  blos*  au*  zwei  Linsen,  Crown 
und  Flint,  construiren,  so  könnten  entweder  nur  die  mittlern  Strahlen  in 
| oder  nur  die  Farben  mit  Axe  und  Rand  vereinigt  werden,  immer  nn- 
ter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gestalt  der  positiven  zu  compenairen- 
den  Crownglasünse  willkührlich  bleibt  Letztere«  ist  durchaus  nöthig, 
um  nicht,  wie  Gauss,  auf  wenig  Wurzelwerthe  beschränkt  zu  werden, 
deren  Brauchbarkeit  durch  anderweitige  Rücksichten  oft  problematisch 
bleibt.  So  aber  ist  stets  eine  ganze  Reihe  vnn  Ohjectiven  möglich,  von 
welchen  jedes  sämmtliehen  Bedingungen  entspricht.  Unter  diesen  muss 
dann  dasjenige  gewählt  werden,  was  das  grösste  OefToungsmass  bekömmt 
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gehen  werden.  Denn  mit  der  optischen  Kraft  wächst  bekanntlich 
die  Genauigkeit  der  Messung. 

Allein  es  sei  mir  gestattet,  hier  noch  mit  einigen  Worten  der 
Anwendung  dieses  Principes  'auf  Mikroskope  zu  erwähnen. 

Im  Allgemeinen  kann  man  sagen,  dass  durch  Verkürzung  der 
Brennweiten  die  Fernrühre  nur  an  Anwendbarkeit  gewinnen.  Ganz 
anders  verhält  es  sich  aber  bei  den  Mikroskopen.  Hier  nimmt 
die  Wirkung  caet.  par.  direkt  mit  dem  Oeffnungsmasse  zu.  Ein 
Mikroskop  von  20°  Liebt  lässt  keine  Spar  von  dem  erkennen , was 
bei  40°  Licht  mit  derselben  Vergrösserung  sichtbar  wird.  Aber 
unsere  besten  Mikroskope  von  100  bis  150°  Liebt  lassen  so  be- 
trächtliche Gestaltfehler,  dass  sie  zu  organischen  Untersuchungen 
schlechterdings  untauglich  sind.  Nach  demselben  Princip  wie  bei 
den  Fernrühren  kann  ich  nun  Mikroskop -Objective  construiren, 
welche  aus  zwei  vierfachen  Objective»  bestehen  und  nicht  nur 
die  Gestalt-  und  Farbenfehler  in  drei,  sondern  in  fünf  verschie- 
denen Abständen  von  der  Axe  aufbeben.  Wird  nun  zugleich  bei 
solchen  Objectiven  der  absolute  Massstab  vergrüssert,  so  dass 
dieselben  nicht  wie  jetzt  1 Linie,  sondern  10  Linien  Oeffnung  er- 
halten, so  wird  der  Beugungsfehler  lOmal  kleiner  und  die  sphä- 
rischen Gestalten  werden  bei  derselben  absoluten  Fehlergrenze 
lOmal  genauer.  Es  ist  zwar  die  Durchführung  dieser  neuen  Mi- 
kroskope noch  eine  erhebliche  Arbeit,  allein  sie  steht  nicht  im 
Vergleich  zu  der  ersten  hier  gelieferten,  und  so  hoffe  ich,  der 
sehr  geehrted  Classe  die  ausgeführten  Instrumente,  Fernrohr  und 
Mikroskop,  bald  vorlegen  zu  künnen. 

Schliesslich  erfülle  ich  eine  angenehme  Pflicht,  indem  ich  an- 
(Ühre,  dass  diese  umfangreichen  Rechnungen  nur  unter  meiner 
Mitwirkung  von  meinem  Sohne  Dr.  Adolph  Steinheil  durch- 
geführt wurden. 


II. 

Sitzung  der  mathematisch  - physikalischen  Classe  der 
k.  Akademie  der  ( Wissenschaften  zu  München  vom 
* 12.  Juni  1858*). 

1)  Herr  Ministerialrath  Dr.  Steinbeil  legte  der  Classe  ein 
Teleskop  vor,  welches  durch  Silberspiegel  auf  Glas  wirkt 

*)  Aua  den  Gelehrten  Anzeigen  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Bd.  XLVL  Nr.  «8. 
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und  auch  darin  neu  ist,  dass  die  sphärische  Abweichung  des 
grossen  Spiegels  durch  ein  negatives  achromatisirendes  Objectiv 
streng  gehoben  ist.  Der  Teleskopspiegel  hat  3 Pariser  Zoll  freie 
Oeffnung  und  nur  18  Zoll  Brennweite.  Das  compensirende  Ob- 
jectiv greift  2 Zoll  vom  Brennpunkte  aus  gegen  den  Spiegel  in 
den  Lichtconus  ein,  und  bewirkt,  dass  von  hier  aus  das  Verhält- 
niss  der  Yereinigungsweite  zur  Oeffnung  wie  12:1,  also  eben  so 
wird,  wie  es  jetzt  bei  Fernrohren  oft  hergestellt  wird.  Dadurch 
geben  die  nun  üblichen  Okulare,  ungeachtet  der  bis  jetzt  noch 
nie  erlangten  Kürze  des  Instrumentes,  dennoch  dieselben  Ver- 
griisserungen,  als  wenn  der  Teleskopspiogel  36  Zoll  Brennweite 
hätte.  Unmittelbar  hinter  dem  Corrections-Objectiv,  was  9 Linien 
Oeffnung  hat  und  verkittet  ist,  steht  der  kleine  Planspiegel  in 
direkter  Verbindung  mit  dem  Okularträger,  der  sich  längs  des 
Rohres  in  Mikrometerschlitten  bewegt.  Dieses  Teleskop  entspricht 
vollständig  den  Erwartungen,  die  Herr  Steinheil  in  einem  Schrei- 
ben an  Director  Peters,  den  Herausgeber  der  astrouom.  Nach- 
richten, ausspricht,  wie  in  Nr.  1138.  dieser  Zeitschrift  zu  lesen 
ist.  Der  Lichtverlust  des  nach  Liebig's  Methode  versilberten 
grossen  Spiegels  beträgt  nur  9 Procent.  Die  Dicke  der  Silber- 
schichte ergibt  sieb  nach  Messungen  mit  einem  neuen  Steiu- 
h eil ’ sehen  Sphärometer,  der  3 Milliontel  einer  Linie  noch  deut- 
lich zeigt,  zu  ein  dreissigtausentel  Linie.  Durch  die  Silberschichte 
sieht  man  das  Sonnenbild  w’ie  durch  ein  blaues  Moderationsglas 
als  scharf  begrenzte  Scheibe,  und  es  lässt  die  gleichmässige  In- 
tensität des  Sonnenbildes,  durch  alle  Theile  des  Spiegels  betrach- 
tet, erkenuen,  dass  sich  die  Dicke  der  Metallschichte  wohl  nirgend 
um  ihren  zehnten  Theil  ändert.  Es  bildet  daher  der  Metallüber- 
zug des  Glasspiegels  mit  der  polirten  Glasfläche  eine  Aequidistante, 
die  nirgend  von  der  Gestalt  des  Spiegels  mehr  als  ein  dreimal 
hunderttansentel  einer  Linie  abweicht  und  somit  auch  bei  den 
strengsten  Anforderungen  an  Gestalt  der  Flächen,  selbst  für  die 
grössten  Instrumente  genügen  würde.  Was  die  Reinheit,  Farb- 
losigkeit und  Schärfe  des  Bildes  dieses  Teleskopes  anbelangt,  so 
übertrifft  es  darin  die  allerbesten  Achromaten  so  eminent,  dass 
der  erste  Blick  keinen  Zweifel  lässt.  Namentlich  ist  dadurch  der 
Eindruck  sehr  angenehm,  dass  auch  beim  Schwanken  des  Auges 
keine  Spur  von  Farbe  sichtbar  wird,  während  alle  Feinrühre  der 
Welt  farbige  Säume  zeigen,  sobald  der  Lichtbüschel  die  Pupille 
nur  theilweise  trifft,  da  kein  Achromate  ein  unsymmetrisches  Ver- 
decken des  Objectives  erträgt.  Dieses  Teleskop  wird  sich  also 
auch  ganz  besonders  zu  Heliometern  eignen. 

Ueberhaupt  ist  die  Tragweite  dieses  neuen  optischen  Prin- 
zipes  noch  nicht  abzusehen,  da  mit  einem  sehr  geringen  Aufwand 
Theil  XXXI.  31 
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von  mechanischer  Arbeit  ganz  vollendete  Bilder  erzielt  werden. 
Diese  stehen  zwar  jetzt  in  der  Helligkeit  bei  gleicher  Oeffnung 
noch  etwas  (y22tel)  gegen  die  Achromaten  zurück.  Allein  sie 
können  dagegen  bei  sehr  kurzen  Längen  eine  ungemein  grosse 
optische  Kraft  erhalten.  Herr  Stein  heil  lässt  jetzt  ein  Gzölliges 
Teleskop  dieser  Art  ausföbren,  was  nur  33  Zoll  lang  ist,  leicht 
getragen  und  am  Fenster  benutzt  werden  kann,  und  in  der  Wir- 
kung einem  Refractor  wenigstens  gleich  kömmt , der  8 Fuss  Brenn- 
weite hat  und  nur  auf  Sternwarten  benutzt  werden  kann.  Bedenkt 
man  überdies.1«,  dass  diese  Instrumente  bei  gleicher  Leistung  wohl 
nicht  die  Hälfte  im  Vergleich  zu  jetzigen  Achromaten  kosten 
werden  und  dass  sie  diesen  an  Dauerhaftigkeit  nicht  nachstehen, 
da  durch  das  Glas  die  genaue  Gestalt  ftir  alle  Zeiten  erhalten 
wird,  neue  Versilberung  aber  nicht  mehr  Mühe  kostet,  als  das 
Reinigen  des  Ohjectives,  was  auch  jährlich  vorgenommen  werden 
muss,  so  scheint  durch  die  Anwendung  der  Silberspiegel  dem 
Freunde  der  Astronomie,  so  wie  dem  Manne  des  Faches,  der 
Gebrauch  mächtiger  Instrumente  unter  allen  Verhältnissen  ermög- 
licht zu  sein.  Herr  Steinbeil  verspricht  schliesslich,  der  Classe 
demnächst  ein  katadioptrisches  Mikroskop  vorzidegen,  was  nach 
ähnlichen  Prinzipien  wie  dieses  Teleskop  berechnet  und  con- 
struirt  sei. 

2)  Ebenderselbe  hat  in  Folge  einer  Anregung  des  Herrn  Pro- 
fessor Seidel  und  mit  Genehmigung  des  hohen  Ministeriums  für 
die  mathematisch -physikalische  Sammlung  des  Staats  ein  4*ölli- 
ges  parallaktisch  montirtes  Fernrohr  anfertigen  lassen,  was  mit 
einem  neuen  Okularphotometer  versehen,  bestimmt  ist,  die  Hellig- 
keitsmessungen der  Sterne  bis  zur  7.  Grössenklasse  zu  ermög- 
lichen. Dieses  lnstrumeut,  welches  Herr  Steinheil  der  Classe 
hiemit  vorzeigte,  soll  an  Herrn  Professor  Seidel  auf  3 Jahre 
zur  freien  Benutzung  übergeben  werden,  um  denselben  in  den 
Stand  zu  setzen,  seine  schönen  und  nützlichen  Arbeiten  in  der 
Pbotometrie  des  Himmels  auch  auf  kleinere  Sterne  auszudehnea, 
als  das  bisher  benutzte  lnstrumeut  von  Herrn  Steinbeil,  was 
nar  13  Linien  Oeffnung  bat,  gestattete. 

Diesem  Photometer  liegt  die  Idee  zu  Grunde,  je  zwei  Sterne 
durch  Zuziehung  eines  dritten,  der  während  der  zwei  Verglei- 
chungen seine  Helligkeit  nicht  ändert,  zu  bestimmen.  Hiedurch 
ist  es  möglich  geworden,  ohne  auf  die  Elimination  der  Helligkeit 
des  Grundes  zu  verzichten,  auf  dem  die  beiden  Sterne  erschei- 
nen, den  Apparat  in  eine  blosse  Okularvorrichtung  umzugestalten. 
Diese  lässt  sich  an  jedem  Fernrohre  anbringen,  womit  die  Schwie- 
rigkeit entfernt  ist,  die  bisher  bestand,  dass  nämlich  zu  solche« 
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Messungen  ein  dazu  ausschliesslich  bestimmtes  Instrument  erfor- 
derlich war. 

Indessen  gestattet  auch  dieses  Instrument  nicht,  die  kleinsten 
Sterne,  die  es  zeigt,  in  Helligkeit  mit  einander  zu  vergleichen, 
weil  ein  schwacher  Stern  verschwindet,  wenn  er  in  eine  Licht- 
fläche ausgedehnt  wird.  Dieser  Nachtheil  trifft  die  Methode  und 
ist  nicht  zu  entfernen  durch  Benutzung  grosser  Instrumente.  Denn 
auch  bei  diesen  werden  immer  noch  circa  5 Grössenklassen  wei- 
ter sichtbar  sein,  als  verglichen  werden  können.  Die  Messungen 
durch  Lichtflächen  werden  sich  somit  nie  bis  zu  den  kleinsten 
Sternen  ausdehnen  lassen,  die  unsere  Instrumente  noch  zeigen. 
Um  die  kleinsten  sichtbaren  Sterne  zu  vergleichen,  muss  die 
Vergleichung  nnthwendig  im  Bilde  vorgenommen  werden.  Allein 
alle  bisherigen  Versuche  der  Art  haben  zu  keinem  Erfolge  ge- 
führt, und  konnten  es  auch  nicht,  weil  man  immer  darauf  aus- 
giug,  dem  hellem  Stern  durch  Verengung  des  Objectives  Licht 
zu  entziehen,  um  ihn  gleich  bell  mit  dem  kleinern  zu  machen. 
Dadurch  aber  wird  das  Beugungsscheibchen  nothwendig  um  so 
grösser,  je  kleiner  die  Objectivöffnung  wird.  In  demselben  Masse 
wird  aber  auch  die  Beleuchtung  des  Scheibchens  matter,  so  dass 
man  einen  matten  Lichtkreis  in  Helligkeit  zu  vergleichen  hätte 
mit  einem  durchmesserlosen  stechenden  Lichtpunkte.  Da  die  bei- 
den Erscheinungen  durchaus  keine  Aehnlichkeit  haben,  ist  es  klar, 
dass  alles  Urtheil  über  gleich  hell  aufhört,  und  dass  sie  auf 
diese  Weise,  die  übrigens  von  Humboldt,  Herschel,  Ger- 
ling u.  A.  vielfach  angewandt  wurde,  nicht  sicher  zu  vergleichen  sind. 

Zwei  Sterne  sind  offenbar  nur  dann  als  gleich  in  Helligkeit 
zu  beurtheilen , wenn  ihre  Beugungsscheibeu  gleich  gross  sind. 
Soll  daher  ein  Vergleichungsstern  hergestellt  werden , dessen  Beu- 
gungsscheibchen im  Durchmesser  abnimmt  mit  der  Helligkeit  und 
dieser  proportional,  so  muss  das  Verbältniss  der  Oeffuung  und 
Brennweite  des  Objectives,  welches  ihn  zeigt,  dasselbe  bleiben, 
wie  bei  dem  Stern,  den  das  Hauptfernrohr  zeigt,  und  die  Vermin- 
derung des  Lichtes  muss  jedes  kleinste  Element  des  Objectives 
treffen.  Denn  auch  auf  diese  Art  würden  aus  beiden  zu  verglei- 
chenden Sternen  gleich  grosse  Lichtflächen  von  gleicher  Grund- 
helligkeit, wenn  man  beide  Lichtconus  in  gleichem  Abstand  vom 
Bilde  betrachtet,  und  daher  müsset)  auch  im  Bilde  selbst  die 
zwei  Sterne  noch  als  gleich  hell  erscheinen. 

Diese  Bedingung  hat  nun  Herr  St  ein  heil  erfüllt  durch  An- 
bringung eines  Fernrohres,  was  um  so  mehr  verkleinert,  je  wei- 
ter sein  gegen  den  Vergleichungsstern  gerichtetes  Okular  her- 
ausgezogen wird,  und  es  gibt  die  Verstellung  des  Okulares  das 

31  • 
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Maas  fiir  die  Verminderung  der  Helligkeit.  Auf  diese  Weise  las- 
sen sich  die  Sterne  im  Bilde  eben  so  sicher  vergleichen,  als 
durch  Lichtscheiben , weil  inan  auch  hier  bei  gleicher  Helligkeit 
der  Fläche,  aber  bei  gleicher  Grösse  derselben  vergleicht,  die 

Vergleichung  somit  auf  dasselbe  Prinzip  zuriickgeführt  ist. 

• >. 

Dieses  neue  Photometer  besteht  bloss  in  einem  eigens  cnn* 
struirten  Okular  und  lässt  sich  bequem  an  jedem  Fernrohre  ohne 
alle  Abänderung  an  wenden,  so  dass  die  Bestimmung  der  kleinen 
Sterne,  die  ihrer  grossen  Anzahl  wegen  viele  Beobachter  fordert, 
die  sich  in  die  Arbeit  theilcn,  von  Jedem  vorgenommen  werden 
kann,  der  im  Besitze  eines  Fernrohres  ist.  • 

Herr  Steinheil  glaubt  seine  Methode  der  Bestimmung  der 
l/ichtinengen  der  Sterne  durch  diesen  neuen  Beitrag  wesentlich 
vervollständigt  zu  haben,  da  erst  jetzt  alle  Sterne  vergleichbar 
sind,  und  wird  eine  ausführliche  Beschreibung  des  neuen  Appa- 
rates mit  Abbildung  für  die  Denkschriften  bearbeiten,  da  auch 
seine  erste  Arbeit  über  diesen  Gegenstand:  „Elemente  der  Hel- 
ligkeitsmessungen“ in  den  Denkschriften  gedruckt  ist. 


irw. 


III. 

Telescope  mit  Silberspiegeln  auf  Glas*). 

M ü n ch  en.  ln  der  Sitzung  der  mathematisch-physikalischen  Classe 
unserer  Akademie  der  Wissenschaften  vom  12.  d.  M.  legte  der  Aka- 
demiker Ministerialrath  v.  St  ein  heil  ein  in  seiner  Werkstätte 
ausgeführtes  Teleskop  mit  Silberspiegeln  auf  Glas  vor,  das  von 
so  überraschender  Wirkung  ist,  dass  dieser  neue  Gegenstand, 
der  eine  grosse  Zukunft  für  die  Instrumental- Astronomie  erwar- 
ten lässt,  wohl  in  weiteren  Kreisen  Interesse  erregen  dürfte. 

1 4'? 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  das  Newton’sche 
Spiegelteleskop  vom  Standpunkt  der  Theorie  aus  ungemeine  Vor- 
züge vor  dem  Fernrohr  besitzt,  weil  seine  Theorie  streng  richtig 
ist,  und  daher  auch  mehr  leisten  muss,  als  die  vollendetste  Diop- 
t rik.  Denn  hier  wird  der  Lichtstrahl  nicht  in  seine  Farben  zer- 
legt, wie  bei  der  Durchdringung  der  Glaslinsen.  Es  entstehen 
also  jene  Farbensäume  der  Bilder  gar  nicht,  deren  Hebung  in  der 
Lioptrik  die  grösste  Schwierigkeit  bildet,  und  die  nie  vollständig 
gelingt,  namentlich  bei  grossen  Refractoren  unvermeidlich  bleibt. 
: 

*)  Au«  der  Beilage  zu  Nr.  175.  (24.  Juni  I8*>8)  der  Allgemeinen 
Zeitung. 
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Aber  die  Teleskope  hatten  sp  grosse  Mängel  anderer  Art  Im  Ver- 
gleich zu  den  Refractoren , dass  sie  hei  uns  in  Deutschland  (etwa 
mit  Ausnahme  von  Lilienthal)  eigentlich  nie  Eingang  fanden.  Nur 
in  England,  dem  Lande,  «o  sie  erfunden  wurden,  hat  man  sie 
mit  Erfolg  in  der  Wissenschaft  benutzt.  Die  Mängel  der  Spie- 
gelteleskope, die  bisher  alle  Talente  dieser  Sphäre  abschreckten, 
ihre  Kräfte  der  Verbesserung  dieser  Instrumente  zu  widmen,  und 
sie  veranlassten,  sich  der  Dioptrik  zuzuwenden,  sind  nun  haupt- 
sächlich folgende:  1)  beträgt  der  Lichtverlust  hei  Reflexion  von 

Metallspiegeln  33  l’rocent  und  mehr,  so  dass  ein  Teleskop,  das 
zweimalige  Reflexion  des  Lichts  fordeit,  55  l’rocent  des  ein  lal- 
lenden Lichts  absorbirt,  und  also  fast  doppelt  so  grossen  Durch- 
messer als  ein  Fernrohr  nüthig  hat,  um  gleichviel  zu  leisten. 
2)  Ein  noch  schlimmerer  Uehclstand  hei  den  Spiegelteleskopen 
ist  ihre  geringe  Dauerhaftigkeit.  Sehr  bald  laufen  die  Spiegel 
durch  Einwirkung  von  Gasarten  an,  und  ein  Aufpoliren,  um  sie 
zu  reinigen,  hat  in  der  Regel  den  Untergang  der  genauen  Gestalt 
des  Spiegels  und  damit  seiner  Leistung  zur  Folge.  Ausserdem 
aber  zeigen  3)  die  Spiegelteleskope  nie  so  scharf  als  die  Refrac- 
toren, weil  die  sphärische  Abweichung  des  Spiegels  hier  nicht 
so,  wie  bei  den  Fernrühren  vernichtet  werden  kann. 

Das  vorgezeigte  Steinheil'sche  Teleskop  ist  nun  frei  von 
diesen  Mängeln.  Eine  dem  Anschein  nach  unbedeutende  chemische 
Erfindung  hat  die  Entfernung  aller  Mängel  des  Teleskops  ermög- 
licht, und  ist  also  von  unberechenbarem  Nutzen  für  Optik  und 
Astronomie.  Liebig’s  Versilberung  polirter  Glasflächen,  nach 
einer  neuen,  bis  dahin  noch  nicht  veröffentlichten  Methode,  ist 
nämlich  so  überaus  gleichmässig  und  dünn,  dass  die  Metallseite 
der  Versilberung  eine  vollkommene  Aequidistante  der  Glasfläche 
bildet  und  durch  blosses  Abreiben  mit  weichem  Leder  zum  hoeh- 
polirten  Spiegel  wird.  Dahei  haftet  diese  höchst  dünne  Silber- 
schicht so  fest  an  dem  Glas,  dass  der  Spiegel  seihst  hohen 
Temperaturen  ausgesetzt  werden  kann,  ohne  sich  wie  die  bishe- 
rigen ähnlichen  Versilberungen  ahzulüsen.  Nach  Messungen  vou 
Steinheil  ist  der  Lichtverlust  dieser  Silberspiegel  unter  45u  nur 
9 Proc.  (S.  Astron.  Nachr.  Nr.  1138.)  Er  beträgt  also  hei  zwei- 
maliger Reflexion  nur  17  Proc.,  während  ein  Frauen  hofer’sches 
Objectiv  23  Proc.  Lichtverlust  hat.  Teleskope  mit  Silberspiegeln 
stehen  sonach  den  Fernrohren  gleicher  Oeffnung  in  Helligkeit 
nicht  nach.  Nun  hat  aber  Steinheil  auch  Mittel  gefunden,  die 
sphärische  Abweichung  der  Spiegel  durch  ein  kleines  negatives 
Objectiv,  das  einen  Theil  des  Oculars  bildet,  in  aller  Strenge, 
wie  bei  den  Refractoreu,  aufzuhchen,  so  dass  die  Deutlichkeit 
des  neuen  Spiegelteleskops  selbst  die  der  besten  Fernröhre  über- 
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trifft,  weil  keine  Spur  von  farbigen  Säumen  an  den  Bildern  sicht- 
bar wird.  Die  mit  einer  Silberschicht  von  der  Dicke  eines 
Dreissigtausendstels  einer  Linie  belegte,  genau  sphärisch  polirte 
Glasfläche  des  Spiegels  bleibt  sonach  stets  geschützt  durch  die 
Silberschicht.  Selbst  wenn  diese  mit  der  Zeit  anläuft  und  durch 
Abreiben  mit  Leder  wieder  rein  gemacht  werden  muss , bleibt  die 
Glasfläche  unberührt,  und  damit  die  genaue  Gestalt  erhalten.  Ja, 
wenn  selbst  mit  der  Zeit  die  Versilberung  des  Spiegels  erneuert 
werden  muss,  so  ist  dazu  nicht  mehr  Mühe  und  Vorsicht  erfor- 
derlich, als  jetzt  beim  Reinigen  der  Objective.  Diese  Teleskope 
sind  also  wenigstens  eben  so  dauerhaft  als  Kefractoren.  Sie  bie- 
ten aber  noch  andere  wesentliche  Vortheile.  Ks  kann  nämlich 
die  Oeffnung  im  Verhältniss  zur  Brennweite  viel  grösser  als  bei 
Fernröhren  gemacht  werden.  Das  vorgelegte  Teleskop  hat  3 Zoll 
Oeffnung  und  18  Zoll  Brennweite,  während  es  in  der  Leistung 
einem  dreizölligen  Fernrohr  von  42  Zoll  Brennweite  sehr  nahe 
gleichkommt  Ein  sechszölliges  Teleskop  bekommt  nur  33  Zoll 
Länge,  und  bleibt  somit  leicht  transportabel  und  am  Fenster  be- 
nutzbar, während  die  Anwendung  eines  sechszölligen  Refractors 
gleicher  Leistung  eine  Sternwarte  erfordert. 

Endlich  ist  die  Herstellung  dieser  Teleskope  einfach  im  Ver- 
hältniss zu  der  der  Refractoren,  und  ganz  unabhängig  von  homo- 
genem wellenfreien  Glas,  so  dass  die  Preise,  im  Vergleich  mit 
denen  der  Refractoren  von  gleicher  Leistung  von  Merz,  kaum 
ein  Viertel  betragen  werden.  Diese  Vortheile  sind  so  erheblich, 
dass  wir  hoffen  dürfen,  die  Silberspiegel  - Teleskope  bald  einge- 
führt zu  sehen.  Sie  scheinen  nicht  nur  geeignet,  in  der  Wissen- 
schaft Anwendung  zu  finden,  sondern  sie  werden  auch  den  Freund 
der  Astronomie  in  den  Stand  setzen,  die  Wunder  des  Himmels 
sich  ohne  grosse  Opfer  näher  als  bisher  ansehen  zu  können. 


Schreiben  des  Herrn  Dr.  Völler,  Lehrer  an  der  Realschule 
zu  Saalfeld,  an  den  Herausgeber. 

Da  der  im  dritten  Hefte  des  30sten  Theils  Seite  353.  von 
Ihnen  erwähnte  und  zugleich  bewiesene  geometrische  Lehrsatz 
im  vierten  Hefte  dieses  Theils  Seite  479.  durch  Herrn  Professor 
Dr.  König  bereits  eine  andere  Lösung  gefunden,  so  erlaube  ich 
mir,  auf  Ihre  frühere,  noch  nicht  beantwortete  Frage:  „Wie 
lässt  sich  dieser  Satz  einfacher,  etwa  mittelst  des 
ptolemäischen  Lehrsatzes,  beweisen?“  — folgende  Mit- 
tbeilung  zu  machen : 
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Man  lege  um  das  Dreieck  abc  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  einen  Kreis, 
ziehe  eine  beliebige  Linie  cd,  verlängere  dieselbe  bis  zur  Peri- 
pherie und  verbinde  dann  noch  die  Punkte  a und  6 mit  f,  so  ist 
nach  dem  ptolemäischen  Lehrsatzes 

ac.bf  -f  bc.af=  ab. cf.  (1) 

. I 

Da  aber  \ adf CO  &bcd  und  ^acdco &bdf,  so  verhält  sich: 


und 

Mithin  ist: 


af:  ad  — bc : cd 
bf:  bd  = ac:  cd. 


, bc.ad 

°f=  "ST* 


ac.  bd 

bf=  cd  ' 


Substituirt  man  diese  Werthe,  so  muss  No.  (1)  in 


ac*.bd  . bc*.ad 


cd 


cd 


= ab . cf. 


d.  i.  in 

übergehen. 

also 


ac*.bd  + bc*.ad  — ab.cf.cd  , (2) 

Aus  leicht  zu  begreifenden  Gründen  ist  indess : 
cf.  cd  — cd?  + cd . df, 

ac* . bd  4 6c*. ad  = ab.  (cd*  + cd . df) , 


oder 


ac*.bd  L bc* . ad  — cd?,  ab  — ab.  cd.  df ■ 


Es  ist  aber  nun: 

cd.df — ad.db, 

weil  fradfco  \bdc.  Folglich  ist: 

ac*.bd  + bc*.ad  — cd*,  ab  = ab.  ad.bd,  (3) 

w.  z.  b.  w.  *) 

*)  leli  danke  dem  Herrn  Verfasser  sehr  für  dieso  MiUlieilung,  da 
er  meine  Vermuihiing , dass  der  Satz  sich  am  besten  mittelst  des  Plo- 
lemäischcn  Satze#  müsse  beweisen  lassen,  sehr  schön  bestätigt.  G. 
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Van  dem  Herausgeber. 

Aufgabe. 

Ein  rechtwinkliges  ebenes  Dreieck  zu  bestimmen, 
dessen  Seiten  in  stetiger  Proportion  stehen,  und  wo- 
rin eine  Seite  die  gegebene  Grösse  a hat. 

Die  drei  Seiten  des  zu  bestimmenden  Dreiecks  seien  x,  y,  z. 
Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  soll  die  eine  Seite  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  den  beiden  anderen  sein.  Wir  wol- 
len annehmen,  dass  dies  die  Seite  y sei,  und  demzufolge 

1) *■■!/=!/■■* 

setzen.  Da  wir  diese  Proportion  auch  unter  der  Form 

z:y=y.x 

schreiben  können,  so  ist  es  offenbar  gleichgültig,  welche  von  den 
beiden  Seiten  x,  z als  die  kleinere  und  welche  als  die  grössere 
angenommen  wird;  denn  einander  gleich  können  beide  als  Seiten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  offenbar  nicht  sein,  weil  dann  ver- 
möge obiger  Proportion  augenscheinlich  x=y—z  sein  müsste,  das 
Dreieck  folglich  gleichseitig  sein  würde.  Wir  wollen  daher  grös- 
serer Bestimmtheit  wegen  von  jetzt  an  voraussetzen,  dass  von 
den  beiden  Seiten  x,  z die  erstere  die  grössere  sei.  Dann  liefert 
uns  der  pythagoräische  Lehrsatz  die  Gleichung 

SD x*±z2  = y*, 

also  nach  1)  die  Gleichung 

3)  x9  ± i®  = xz. 

Nun  soll  eine  der  drei  Seiten  die  Grösse  a haben.  Es  kann 
also  x = a oder  y = a oder  z =z  a gesetzt  werden. 

I.  Setzen  wir  x =a,  so  wird  vorstehende  Gleichung  3): 

4)  . . . . a2±z2=az,  z1  ^ az  = ^ a2 ; 


woraus 


(zTiu)»=  j 


-!«* 

+ 


folgt.  Also  sind  bloss  die  unteren  Zeichen  zulässig,  folglich 


also 


z + ia  = ± iav'ö. 
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t=±*«(V5T-l) 

zu  setzen,  wo  offenbar,  weil  r seiner  Natur  nach  positiv  ist,  nur 
die  oberen  Zeichen  zulässig  sind,  and  daher 

*=  Ja(V5—  1), 

folglich,  weil  y2  = xz  = az  ist, 

t f VÖ  — 1 

y=aV " 2r 

gesetzt  werden  muss.  Wir  haben  daher  die  Auflösung: 

* = <*.  y — a Vr^1 , z = 1«(V6 — 1); 
die  den  Gleichungen 

x — a , xi  — y2 , x2  — z2  — y2 

entspricht. 

II.  Setzen  wir  z — a,  so  wird  die  Gleichung  3) : 

5)  . . . . x2  + a2  = ax,  x2  — ax  = ^ a* ; 


woraus 


folgt,  also  wieder  bloss  die  unteren  Zeichen  zulässig  sind, 
lieh  ,ist 


also 


x — ia  = ± Jnt/5, 


Folg. 


x = Jo(l±  V3), 

worin  man  bloss  das  obere  Zeichen  nehmen  kann,  weil  sonst  x 
negativ  werden  würde,  und  daher 

a:  = Ja(V5+l) 

setzen  muss.  Wir  haben  daher,  weil  y2  = xz=zax  ist,  folgende 
Auflösung: 

x = Ja(VS  + l),  y=  ö z = a, 
welche  den  Gleichungen: 

x * — z2=zy2,  xz  = y2,  :m 

entspricht. 
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III.  Setzen  wir  y—a,  so  wird  die  Gleichung  3),  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  xz—y2—a2: 

i , ■ I • i * 

6) z’ii1*«*,  xz  = a*.  ■ 

Aus  diesen  Gleichungen  würde  folgen: 


x2  •{_  2®  — 2xt  — — n9. 


folglich  für  das  obere  Zeichen: 

(x  — r)*  = — a2, 

was  ungereimt  ist.  Also  ist  bloss  das  untere  Zeichen  zulässig,  und 
daher  zu  setzen: 


x1  — 2*=  az,  xzz=:a%. 

Also  ist 

Ö4 

ar «=xa*,  x*  — a\x2  — 

x 2 

folglich 

woraus 

- \a2  = + i«9  V^5 , x2  = in9  (1 ± ^5) 

folgt,  und  daher  offenbar  bloss  das  obere  Zeichen  zulässig 
Mit  Rücksicht  darauf,  dass  x positiv  sein  muss,  ist  also 


ist. 


x — n yr 


V5+J 
2 ' 


folglich 


n9 n i/'v'ö  — 1 

I_*“yTvS±i_a’ 


Wir  haben  daher  folgende  Auflösung: 


i/Vö  + l i/V  5-1. 

: = a\  ";■$  . y—a,  * =■«  \ — % — > 


welche  den  Gleichungen 

; 1 . ..  . . 

x*  — r9  = y1 , y — a,  :rz  = y2 

entspricht. 

Wir  haben  also,  wenn  von  den  drei  Seiten  x , y,  z die  zweite 
y die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden  anderen  x,  z 
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bezeichnen , nnd  von  diesen  letzteren  x die  grössere  sein 
die  drei  folgenden  Auflösungen: 


. » . i.l 

I.  x = a , 


!)  = a Y — 


Vö-^j 
2 ' 


z = ia(V5  — 1); 


\ . 


soll, 


II.  x = Jofv'S  + l),  y = o^~ » * = «; 

■ 4 r v5  + 1 4 r V5  — 1 . 

III.  I = ay  — 2 — * » = “>  * = «\  — 2 — ’ 


welche  den  Gleichungen: 

I*.  x—a,  xz  = yl,  x 2 — z2z=y2  oder  y2 z*  z=  ■** ; 

II*.  x*  — z2  = y2  oder  y2  + z2z=  a:2,  zrz  = y2,  z — a; 

III*.  ar2  — i2  — y2  oder  y2  -f  z2=  zr2,  y = a,  xz=y 2 
entsprechen. 

Durch  eine  einfache  Probe  kann  man  sich  von  der  Richtig- 
keit der  vorstehenden  Resultate  überzeugen.  Die  Hypotenuse  ist 
nach  den  vorstehenden  Gleichungen  immer  x,  was  sich  auch  von 
selbst  versteht,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offen- 
bar x die  grösste  von  allen  drei  Seiten  sein  muss. 

Zur  Construction  von  1.  dient  die  Gleichung 
o2 — z2  = az,  o*=  z(z  -f-  a) ; 
also  die  Proportion : 

i:«  = a:i}n, 


und  die  Construction  ist  aus  Taf-  VI.  Fig.  5.  von  selbst  ersichtlich. 
Zur  Construction  von  II.  dient  die  Gleichung 
fizc  + a2  = .T2,  a1  = x(x  — a ); 
also  die  Proportion : 

x:a~a:x  — a, 

und  die  Construction  ist  aus  Taf.  VI.  Fig.  6.  von  selbst  ersichtlich. 
Zur  Construction  von  III.  dienen  die  Gleichungen 


x2  — z2  = {x  — z)  (x  -f  z)  = a2,  xz  = «2 


oder  die  Proportionen: 

x — z:a  = a:a:  + z,  x:a=:a:z; 
deren  man  sich  auf  folgende  Art  bedienen  kann. 
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Ueber  einer  beliebigen  Geraden  AB  (Taf.  VI.  Fig.7.)  als  Durch* 
messer  beschreibe  man  um  den  Mittelpunkt  C einen  Kreis , errichte 
auf  AB  in  B ein  Perpendikel  BD  = AB  und  ziehe  durch  C und 
D eine  den  Kreis  in  E und  F schneidende  Gerade.  Hierauf  be- 
schreibe man  über  BI)  als  Durchmesser  einen  Kreis,  trage  in 
denselben  von  D aus  DE  als  Sehne  ein,  so  dass  DG=DE  wird, 
und  ziehe  BG,  so  erhält  man  das  rechtwinklige  Dreieck  BDG. 
Nun  schneide  man  auf  BG  von  B aus  BG'  — a ab  und  ziehe 
G'D1  mit  GD  parallel,  so  ist  BG'D'  das  verlangte  Dreieck. 

Denn  es  ist 


also 


BD*=  DE . FD  = DG. {DG  + BD), 

\dg)  -i  + 2J5’ 

Instruction 

BD’  , /BIFy  BD) 

= W also  VD'G ')  = 1 + D G' 

•'*  ' V . ' .T>'U«W'JJ8VY ^ H® 


und  ferner  nach  der  Construction 

BD  BD 
DG 


oder 

BD'2=D'G'*  + D'GI.BD',  BD’2—  D'G"2  = IV G’ . BD'. 

Nun  ist  aber  nach  der  Construction 

BD'2—D'Gl2=BG'2  = u2,  also  D'G' . BD'  = a2. 


Setzen  wir  also 


BD'  = x,  D'G'-z,  BG'  = a; 

so  genügt  das  rechtwinklige  Dreieck  BG' D'  offenbar  den  Bedin- 
gungen 

x2 — i2  = ft2,  xi  — a2, 

und  ist  also  das  gesuchte. 


Bemerkungen  über  einen  geometrischen  Elementarsatz,  über 
die  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen  und  eine 
Aufgabe  aus  der  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten. 

Von  dem  Herantgclier.  t 

I. 

ln  den  Nouvelles  Annales  de  M athdmatiques.  Tome 
XVI.  Mars  1837.  p.  125.  hat  Herr  E.  A.  Gouzy  zu  Lausanne 
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die  folgende  beachtenswerthe  und  Aufnahme  in  die  Elemente  ver- 
dienende Construction  der  mittleren  Proportionallinie  zwischen  zwei 
gegebenen  Linien  mitgetheilt,  tvelehe  bloss  den  Gebrauch  des 
Lineals  und  Zirkels,  nicht  auch,  wie  die  gewöhnlichen  Construe- 
tionen,  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  in  Anspruch  nimmt.  Ob 
diese  Construction  sonst  schon  bekannt  ist,  wciss  ich  nicht ; mir 
war  sie  unbekannt,  und  für  die  Leser,  welche  sich  in  gleichem 
Falle  mit  mir  belinden,  theile  ich  sie  hier  mit. 

Die  beiden  gegebenen  Linien  seien  a und  b,  und  a sei  die 
grössere.  Auf  einer  beliebigen  geraden  Linie  91 N (Taf.  VI.  Fig.  8.) 
trage  man  AB  — b auf,  und  mache  AC=a  und  Hl)  — a.  Hier- 
auf beschreibe  man  mit  der  Zirkelöffnung  a aus  C und  D als 
Mittelpunkten  zwei  sich  in  E schneidende  Kreisbogen,  und  ziehe 
EA  oder  EB,  so  ist  jede  dieser  beiden  Linien  die  gesuchte  mitt- 
lere Proportionallinie  zwischen  a und  b. 

Der  von  Herrn  Gouzy  nicht  gegebene  Beweis  ist  sehr  leicht 
zu  führen.  Man  denke  sich  EC  und  ED  gezogen  und  von  E auf 
AB  das  Perpendikel  EF  gefallt,  welches  AB  in  F hatbiren  wird, 
so  dass  AF  = BF  — 46  ist.  Nach  einem  bekannten  Satze  vom 
Dreieck  ist  nun 

DE?  — ÄE*  +1Ta*+V.DÄ.ÄI\ 

also  nach  der  Construction  offenbar: 

n*  = JE*  + (a  — 6)*  + 2(a  — b) . '6 
— AE9-\-(a — 6)* -f  (a  — b)b, 

folglich  nach  gehöriger  Entwickelung  auf  der  rechten  Seite: 
n*  = A E*  -f  a*  — ab, 
woraus  auf  der  Stelle 

AE*=ab  oder  a:  AE  = AE:  b 
folgt,  wie  verlangt  wurde. 


Die  von  Lagrange*)  gegebene  Methode  zur  Auflösung  der 
vollständigen  biquadratischen  Gleichungen , in  denen  das  zweite 


*)  Nonveanz  Memoire«  de  Berlin.  T.  II. 
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Glied  nicht  fehlt,  scheint  nicht  so  bekannt  zu  sein,  wie  sie  ver- 
dient; ich  will  dieselbe  daher  im  Folgenden  kurz  mittheilen,  wenn 
die  Methode  auch  nur  als  eine  Verallgemeinerung  der  bekannten 
alten  Methode  von  Ferrari  zu  betrachten  ist. 

Die  aufzulösende  Gleichung  sei 

x*  + ax3  + bx1  + cx  4-  d = 0. 

Man  bringe  dieselbe  auf  die  Form 

x 4 + ax9— — bx * — cx — d, 

und  addire,  indem  u eine  neue  unbekannte  Grösse  bezeichnet, 
auf  beiden  Seiten  die  Grösse 

(2«  + io*)  x*  + aux+u*i 

. \ 

so  erhält  man  links  die  Grösse  ; 

: i x*  + ax3  -f-  (2u  + ja2) x2  4-  aux  4-  u* 

= x*  f ax3  4- 1 (Px*  4-  2 (a:*  4-  lax)  u 4-  ti* 

= ( x*  + lax)z-t-2(xi  + lax)u-i-ut , 

also  das  vollkommene  Quadrat 

(x2  + \ax  4-  u)*, 

und  rechts  die  Grösse 


— bx * — cx — d 4-  (2«  4-  4-  aux  4-  «2 

= (2m  4- Ja*—  i>)a:s4-(a« — c)x  + «*—</. 
Jede  Grösse  von  der  Form 

ax9  4-  ßx  4-  y 

ist  nun  immer  dann  ein  vollkommenes  Quadrat,  wenn 
0=2  Va.Vf 

ist,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  offenbar 
ax*  4-  ßx  4-  j>  = (xVa  4-  Vy)9 


ist. 


Bestimmt  man  also  u aus  der  Gleichung 

au  — c = 2 V"2m  4-  Ja*  — b . V u * — d, 

so  ist  die  Grösse,  welche  man  oben  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  erhielt,  das  vollständige  Quadrat 
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(x  V2«  + Ja*  — b + VS 

’ " i 

und  man  bat  daher  zur  Bestimmung  von  x nach  dem  Obigen  die 
Gleichung : 

(ar9  -|- lax -f  tt)9  — (x  V 2u  + Ja1 — b + V u2—  d)2, 
welche  auf  die  quadratische  Doppelgleichung 

a:9+äax  + u=±(xV 2u  + ia* — b f V u*  — d) 

oder 

x*+(«a:F  V2u-{- Ja2  — 4)»  + «^  V m* — cf  = 0 

führt,  aus  welcher  die  VVerthe  von  x auf  bekannte  Weise  be- 
stimmt werden  können. 

Die  Gleichung,  aus  welcher  nach  dem  Obigen  u bestimmt 
werden  muss,  führt  zu  der  Gleichung 

{au — c)*  = 4(2u  + Ja*  — b)  (w* — d), 

und  wird  nach  gehöriger  Entwickelung  leicht  auf  die  Form 

«*—  Ibu*  + J(oc — Ad)u — — 4£)d-fc*|  = 0 •* 

gebracht,  ist  also  vom  dritten  Grade. 

Daher  hat  man  jetzt  zur  Bestimmung  von  x die  beiden  fol- 
genden Gleichungen  des  dritten  und  zweiten  Grades : 

u*  — Ibu * + \{ac  — 4d)u  — l { (a9— 46)  <7 -f  c*|  = 0, 

**  + (1«  T V2u  + Ja9^6)x  + « T V u2-d  = 0; 

• ,i 

in  denen  die  vollständige  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten 
Grades  . • 

x*  + ax * + bx 2 -f  cx  -f  d = 0, 

in  welcher  das  zweite  Glied  nicht  fehlt,  enthalten  ist. 


III. 

• 1 •;  »d-.i.injil  .'r->  uvinu.iitoif  mf > eals 

Aufgabe.  ,nj„  ; ;,,[t  t 

Drei  Grössen  x,  y,  i,  deren  Summe  die  gegebene 
Grösse  s ist,  sind  durch  Messung  bestimmt  worden*), 

^ . ty.- 

*)  Etwa  die  drei  Winkel  eine«  ebenen  Dreieck«  mit  dem  Theodoliten. 
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und  man  habe  dadurch  für  diese  drei  Grossen  respec- 
tive  die  Werthe  a,  b,  c erhalten.  Da  diese  YVertbe  mit 
Beobachtungsfehlern  behaftet  sind,  und  ihre  Summe 
also  im  Allgemeinen  nicht  genau  i ist,  so  soll  man  die- 
selben so  verbessern,  dass  die  verbesserten  Wertbe 
genau  die  Summe  j geben,  und  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Verbesserungen  ein  Minimum  ist 


Auflösung. 

Die  gesuchten  Verbesserungen  seien  .r, , y,f  z, , so  sind  die 
verbesserten  Werthe  a + xl,  6-fy, , c + Zi ; also  nach  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe 

(« + *1 ) + (6  + y i ) + (c  + z, ) = * 

oder 

+»i  + h — * — (®  + f>  + c). 

Die  Summe 

«*=•*!*  + y»*  + *ia 

soll  ein  Minimum  werden.  Weil  nach  dem  Vorhergehenden 
*i  =*— (a  + b + c)  — ar,—  y, 

ist,  so  ist 

rz  = x,*  + yl*-Hz— (a+ Ä+c)—^,— yi  |*, 

also : 

u=2ari*  + 2y1*  -f  2 :r,y,  — 2D  - (o-f  6+c))  (a^+y,)  + |z— (n-f  6+c)l*. 
Hieraus  ergiebt  sich : 

> g^"=4ari  + 3Sft“2l*  — («  + fl  + c)l. 

of, 

= %i  + 2zr,  — 2 1 *—  (a  + b -f-  c)  1 ; 

also  wegen  der  bekannten  gemeinschaftlichen  Bedingungen  des 
Maximums  uud  Minimums: 

2*i  +y,— t*  — (a+6+c))=0, 

2ifi  +*i  — |z  — (a+b  + c)|  = 0, 

woraus  man  sogleich: 
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3»i—  0 — (a  + i + c)  | = 0, 

%i  — (*  — (a  + 6 +c)|  = ü; 

also,  indem  man  zugleich  beachtet,  dass  nach  dem  Obigen 
2,  =i  — (« 
ist, 

a-,  = J | * — (o  + 6 -f  e)  | , 

y,  = il*  — (n+  6 + c)|, 

2,  = i { * — («  + Ä + c) } 

erhält. 


Um  zu  prüfen,  oh  wirklich  ein  Minimum  Statt  findet,  muss 
man  die  zweiten  partiellen  Üifferentialquotienten  von  u entwickeln, 
wodurch  man  erhalt: 

d*u  _ 82«  o2it  _ 

ö V ’ Syi2“4,  S^8y,  ~ 

Also  ist,  unabhängig  von  bestimmten  Werthen  von  xv  und  y,, 
folglich  auch  für  die  obigen  VVerthe  dieser  Grössen  : 


/ olu  \a  Stu  ohi 


= 4 — 16  = — 12, 


diese  Grösse  also  negativ,  und  die  Differentialquotienten 


8*«  . 9*u 

rüT*  un,,  0^ 

sind  beide  positiv,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Bedingungen 
des  Minimums  vollständig  erfüllt  sind. 


Ueber  die  Inhaltsbestimmung  einer  gewissen  Klasse  von 

Körpern. 

Von  dem  Herausgeber. 

In  den  Probl£mes  pour  les  arpenteurs.  Traduit  de 
ritalien.  Paris.  1803.  hat  Mascheroni  Inhaltsbestimmungen 
gewisser  Körper  ohne  Beweis  mitgetheilt,  welche  nicht  so  bekannt 
zu  sein  scheinen,  wie  sie  verdienen.  Der  französische  Ueber- 
setzer  sagt  in  der  Vorrede  von  denselben:  „Enfin,  le  cinquieme 
livre,  apres  quelques  propositious  simples,  en  renferme  quelques 
autres  plus  difficiles,  dont  les  ddmonstrations  pourraient  etre 
longues  et  penibles,  si  Ton  s’en  tenait  aus  principes  de  la  Geo- 
metrie ordinaires,  mais  se  trouveront  facilement  au  moyen  des 
formules  que  fournit  le  calcul  integral  pour  ia  cubaturo  des  soli- 
Thell  XXXI.  32 
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des.“  ln  der  That  bedarf  man  aber  der  allgemeinen  Cubatur- 
Formeln  der  Integralrechnung  nicht,  um  zu  den  betreffenden 
SUlzen  zu  gelangen;  sondern  reicht  mit  einigen  leichten  elemen- 
taren GrHnzenbetrachtungen  vollkommen  aus,  welche  ich  in  die- 
sem Aufsatze  im  Interesse  des  stereometrischen  Elementar-Unter- 
richts,  in  welchen  die  im  Folgenden  entwickelten,  auch  praktisch 
wichtigen  Formeln  aufgenommen  zu  werden  verdienen,  mitthei- 
len werde. 


In  Taf.  VI.  Fig.  9.  sei  ABCA'B'C'  ein  Körper,  welcher  von 
den  beiden  parallelen  ebenen  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  als 
Grundflächen,  den  beiden  ebenen  Seitenflächen  ABA'B'  und 
ACA'C,  und  der  windschiefen  Seitenfläche  BCB’C,  welche 
entstanden  gedacht  wird  durch  Bewegung  einer  Geraden,  die 
parallel  mit  den  beiden  einander  parallelen  Grundflächen  foitwäh- 
rend  auf  den  beiden  Geraden  BB‘  und  CC  hingleitet,  so  dass 
also  diese  windschiefe  Seitenfläche  von  jeder  den  beiden  Grund- 
flächen parallelen  Ebene  in  einer  den  Grundflächen  parallelen 
Geraden  geschnitten  wird,  eiugeschlossen  wird.  Die  Entfernung 
der  beiden  parallelen  Grundflächen  von  einander  soll  die  Höhe 
des  Körpers  ABCA'B' C1  genannt  und  durch  h bezeichnet  werden. 

Um  den  Inhalt  J dieses  Körpers  zu  bestimmen  erinnern  wir 
uns  zuerst  an  den  folgenden  Satz*):  Wenn  in  dem  Trapezio 

ABCD  (Taf.  VI.  Fig.  10.)  mit  den  parallelen  Seiten  AB  und  CD 
die  Linie  EF  parallel  gezogen  ist,  so  ist  immer: 


EF=AB.^,+  CD 


AE 

AC 


Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Höbe  des  Körpers  A B CA'B'C' 
(Taf.  VI.  Fig.  9.),  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Grund- 
flächen ABC  und  A'B'C  sich  wie  m:m'  verhalten  i mögen,  den- 
ken wir  uns  eine  den  beiden  parallelen  Grundflächen  parallele 
Ebene  gelegt,  welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  den 
in  Rede  stehenden  Körper  in  einem  Dreieck  schneidet,  dessen 
in  den  ebenen  Seitenflächen  ABA'B'  und  ACA'C  liegende  Sei- 
ten nach  dem  vorhergehenden  Satze  vom  Trapezio  offenbar 


AB. 


m+m‘ 


j+A'ß'. 


m -J-  m 


und  AC-—j~—  + A'C'. — 

m + m'  m -f-  m 


oder 


m.A'Bf  + m'.AB 

m Fm' 


und 


m.A'C'  + m'.AC 
m -J-  m' 


•)  Theil  XXX.  S.  460.  Note. 
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sind.  Also  ist,  wenn  wir  den  Winkel  BAC  oder  B'A'C'  durch 
^bezeichnen,  der  Inhalt  des  in  Rede  stehenden  Dreiecks  offenbar: 

, m.A'B'  + m'.AB  m.A'C+m'  .AC  , . 

i . ; ; ; .SID  A- 

m + rn  m + m 

Theilen  wir  nun  die  Höhe  h unsere  Körpers  in  n gleiche 
Theile,  wo  7i  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  erhellet  mittelst 
einer  ganz  einfachen  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  im 
Folgenden  die  Gränze  sich  auf  ein  in’s  Unendliche  wachsendes 
n bezieht,  der  Inhalt  J auf  folgende  Art  ausgedrückt  werden  kann: 


J = J sin  A Lim  • — 
n 


0. A'B'  + (n—Q).AB  O.A'C'-Hn^.AC 

n n 

1 . A'B'  + (n—l).  AB  l.A’C  + (n-l).AC 

n n 

I.A'B’  AB  2.A'C+(n  — 2).AC 

n n 

Z.A'B'  + (n-3).AB  3.A'C + (n-Z).AC 
n n 

u.  s.  w. 

(w  — 1)  ■ A'B'  + (t:  — («  - 1)) . AB 
n 

(n-l).A'C+(n-(n—l)).AC 


Alle  Glieder  zwischen  den  Klammern  in  diesem  Ausdrucke  sind 
von  der  Form : 

ka'  + (n—k)a  kb‘  -f  (n — k)b 

• — “ " 9 

n ,n 

also  von  der  Form : 

-2  | /c2a'b'  -f  k («  — k)  { ab ' -f  ha')  + (n  — k)2  ab  I ; 


folglich  ist  offenbar: 


J=IA  sin  A Lim . — ; 
2 ns 


/ [P  + 22  + 34  + . .+(ti— 1)*].A'B'.  A'  C' 
+ r ti(1 -f-2  + 3-f  ....  + (n  — 1)) 

L - (12  + 2a+3*+....  + (n-l)a) 
XCAB.A'C'  + AC.A'B') 

\ + [la  + 22  + 3*+....  +n2].Aß.AC 


J. 
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Nun  ist  aber : 


Lim.^j[l*  + ‘2*  f 3»  + ....  + (n  — l)2]  = Lira.— 

= Lim.L(l-i)(2-i)=i, 


• 1)h(2w  — 1) 

Ö7l3 


Lim.^[n(l  +2+3  f .... + (n- 1))  - (1*  + 2*  + 3*  + ... . + (»-«)*)] 
».  1 ^(»-1)  (n  — l)n(2n  - 1)~| 

=Lira-»«L 2 6 J 


— Lim  [1(1 — n)  — 1(1  n ) (2  — M )]  — * 1 — 1* 


Lim. [!*-(•  2*  + 3*  f ....+n2]  = Lim 


n(n+l)(2»+l) 


Cn8 


= Lim.-(l  + ^)(2  + fj)  = i; 


also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

J='%ha\nA\\.A'B'.A'C'  + \(AB  .A'C'  + AC.A'B')Ai  AB  .AC\ 

oder 

J = \hs\nA\AB.AC+\{AB  .A'C'  + AC.A'B')  + A'B'.A'C'  I, 

oder 

J=lh8\nA{AB.(AC+lA'C)  + A'B'.(A'C'  + lAC)\, 

welche  Formel  man  auch  noch  auf  verschiedene  andere  Arten 
ausdrücken  kann. 

Wenn  in  Taf.VI.Fig.il.  der  Körper  ABCDA' Bf  C'D'  von 
den  zwei  parallelen  ebenen  Vierecken  ABCD  und  A' B'C'D'  als 
Grundflächen,  und  den  vier  ebenen  Seitenflächen  ABA'B ',  BCB'C', 
CDC'D',  DAD'A ‘ begränzt  wird;  so  kann  man  sich  Vorstellen, 
dass  eine  Gerade  parallel  mit  den  beiden  Grundflächen  sich  so 
bewege,  dass  sie  immer  auf  den  beiden  Geraden  BB'  und  DD1 
hingleitet,  wodurch  eine  durch  diese  beiden  Geraden  gehende 
windschiefe  Fläche  entsteht,  welche  den  Körper  ABCDA'B'C'D1 
in  zwei  Körper  von  der  vorher  betrachteten  Art  theilt.  Bezeich- 
nen wir  also  den  Inhalt  des  Körpers  ABCDA'B'C'D'  durch  J 
und  die  Entfernung  seiner  beiden  parallelen  Grundflächen  von  ein- 
ander durch  h , so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 
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J=  ;Asin  A | AB. {ADA  J A‘D‘)  \ A'B' .{A'D*  f {AD)  | 
+ JAsin  C’i  BC.(CD  + {C'D')  + B'C'.(C'D‘  + \CD)\. 


Wir  wollen  jetzt  einen  Körper  ABCDA'B'C1 D‘  betrachten, 
welcher  ganz  dieselben  Eigenschaften  hat,  wie  der  vorher  eben 
so  bezeichnete  Körper,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  die 
Seitenfläche  CDC‘D‘  keine  Ebene,  sondern  eine  windschiefe  Fläche 
ist,  welche  durch  eine  sich  stets  parallel  mit  den  beiden  Grund- 
flächen ABCD  und  A‘B‘C‘D‘  bewegende  und  dabei  immer  auf 
den  beiden  Geraden  CC  und  DD‘  hingleitende  Gerade  erzeugt 
worden  ist.. 

Wenn  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Höhe  dieses 
Körpers,  dessen  Entfernungen  von  den  beiden  Grundflächen  ABCD 
und  A‘B‘C‘D'  sich  zu  einander  wie  m:«i'  verhalten  mögen,  eine 
den  beiden  Grundflächen  parallele  Ebene  legen,  so  sind  deren 
Durchschnittslinien  mit  den  Seitenflächen 

ADA'D ',  ABA'B',  BCB'C 
nach  dem  Obigen  respective: 

m.A'D'  + m'.AD  m.A'B'  -f  m‘  .AB  m.B'C'  fm',  BC 
m-f-m'  ’ m\m‘  ’ wi-f-m' 

und  bezeichnen  wir  nun  die  beiden  Winkel  DAB  und  ABC  oder 
D‘A‘B ' und  A'B'C'  respective  durch  A und  B,  so  ist  nach  einer 
sehr  bekannten  Formel  der  Inhalt  des  Vierecks,  in  welchem  un- 
ser Körper  von  der  in  Rede  stehenden,  den  beiden  Grundflächen 
parallelen  Ebene  geschnitten  wird:- 


t m.A'D'Am'.AD  m.  A'B' \m‘ . AB 

* ' m -f  m‘  ‘ m -f  m' 

, m.A'B'Am'.AB  m.B'C' Am'. BC 
' * ’ in  -f  m‘  m Am' 

m.A'D'Am'.AD  m.  B‘C‘  + m'  .BC 


.sin  A 


.sin  B 


m- fm' 


m m‘ 


.sin  (4  -f  B)  *)• 


Bezeichnen  wir  jetzt  den  Inhalt  unsers  Körpers  wieder  durch 
J und  theilen  die  Höhe  A in  n gleiche  Theile,  so  ist  offenbar: 


*)  Diene  Formel  lässt  sich  etwa  auf  folgende  Art  beweisen.  In  dem 
Viereck  ABCD  (Taf.  VI.  Fig.  12.)  fälle  man  von  C und  D auf  die  nöihi- 
genfalls  gehörig  verlängerte  Seite  AB  die  Perpendikel  CC'  und  DD'-, 
dann  ist 
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n 

n 

1 .A'l)‘\-(n — \).AD 

1 .A‘B'-Y{n—\).AB 

n 

n 

2 . A‘D' + (n — 2) . A D 

2.A‘B‘A(n—2).AB 

n 

n 

3.AlD‘  + (n-3).AD 

3.AlB,+  (n-3).AB 

n 

n 

U.  8. 

\v. 

+ Jsin  B Lim  .~  | 


(n  — 1).  A'D‘  + (n—{n—\)).AD 


.(Ti  — 1) . A'B‘  -f-  (w — (»  — 1))  .AB 


h | Q.A'B^tn  — Q).AB  0.g'C'+(«-Q)..ffC 
n ' n 

l.A‘B‘+(n—l).AB  1 .fi'C'4(ii-l).gC 


n n 

2. A‘B‘+(,n—2).AB  2.B‘C'+(n— 2).BC 

n ' n 

3 . A‘  B‘ + (n—3) . A ß 3.B‘C‘-(n-3).BC 

n ’ n 

U.  8.  W. 

(ti-1).  A‘B‘  -$-{n  — (n — \)).AB 


Viereck  ABCD  = «C> +D0'hC'.D' - BC':C9'.  _ iDLDD' 

* 2 2 2 

(BC.  «in  B AD  .* in  — Z?C.c os  B — /4Z?.coa  /l) 

_ _ 

Z?Ca  .sin  Z?cosZ?  ( AD*,  sini  cos4 
+ 2 1 2 ’ 


also,  wie  man  auf  der  Stelle  findet,  wenn  man  das  Product  in  dem 
Zähler  des  ersten  Theils  gehörig  entwickelt : 

Viereck  dÄCZJ  = J | di? . di? . sin  .4  -f-  dö . 1?C.  sin  ff  — AD. BC. sin (d -f- ff) j. 

Bedeuteten  A und  B dio  äusseren  Winkel  des  Vierecks,  wie  es  be- 
kanntlich eigentlich  in  der  Poljpgonomctrie  gewöhnlich  ist,  so  wäre: 

Viereck  ABCD  = i ( AD . AB . sin  A + AD . BC.  sin  B + AD . BC.  sin  (d  -f  B)  |. 
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..  , M ü.^0'f(»-0).^0  0.fi'C'+(»-0).BC’-, 

-Jsm(,4+ß)Lim.-  j • — — 

\.A‘D'\(n—l).AD  l.B‘C‘  + (n- l).BC 

' u n 

2.  A‘D‘\  (n -Q).AD  2.  ß'C'  + (n—2).BC 
n n 

3..4,ß'-f(n — Z).AD  3.ß'G'4(»-3).ß C 

* M M 

U.  8.  W. 

Ul  — I ).A‘D‘  -Hm - (M-l )).AD 
+ n 

(n  - 1) . B'C  + (h - (m  - 1)).  BC 
* n j 

woraus  man  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  oben  erhält: 

J=  \hamA\AD.AB  \\(AD.A‘B‘  + AB.A'D‘)  + A‘D'.A'B> 1 
+ JAsin  B{  AB  BC+  l(Aß.  B'C  + BC.  A'B‘)  + A'B' . B'C'  \ 

- JÄsin  (A  + B)  | AD.  BC+  J (AD.ß'C'+BC.  A' D')\A'D'.BfC I 

oder 

J=  i A sin  A I A D . (A  B + \A‘B')  + A'D‘ . (A'B'  + \AB)  j 
+ JA  sin  B [AB . (BC  + \B‘C‘)  + A‘B‘ . (B'C  + J BC)  I 
-iAsin(/l  + B){BC.(AD  + lA'D')  + B‘C'.(A‘D‘  + \AÜ)\. 
Bedeuteten  A und  B die  äusseren  Winkel  des  Vierecks 
ABCD,  so  wäre: 

J=  JA  sin  A I AD.(ABMA'B')  + A‘D‘.  (A'B'\  \AB)  | 

.+ JAsinßMß.(ßr+  IB‘C')+  A'B'.(B'C  + \BC)\ 

+ JAsinf A + ß) ! BC  (-4D+J A'D')\B‘C.  (A'D'+IAD)  |. 

Natürlich  gilt  diese  Formel  auch  dann  noch,  wenn  die  Sei- 
tenfläche CDÖD‘  eben  ist. 

In  Taf.  VI.  Fie.  13.  sei  ABC  DA' B'  C‘  D‘  ein  Körner,  dessen 
Grundfläche  ABA'B ' ein  Trapeziuin  mit  den  parallelen  Seiten 
AB  und  A‘B‘  ist.  Die  Seitenflächen  ABCD,  BCB'C,  A'B'C'D', 
ADA'D'  seien  Ebenen,  welche  auf  ABA'B ' senkrecht  stehen. 
Dagegen  sei  die  Fläche  CDC'D'  eine  windschiefe  Fläche,  welche 
entstanden  ist,  indem  eine  Gerade  sich  stets  parallel  mit  den 
beiden  parallelen  Seitenflächen  ABCD  und  A'B'C'D' , und  dabei 
immer  auf  den  Geraden  CC'  und  DD1  bewegte.  Will  man  das 
Volumen  J dieses  Körpers  mittelst  der  vorher  entwickelten  For- 
mel bestimmen,  so  muss  man  die  parallelen  Ebenen  ABCD  und 
A'B'C'D ' als  Grundflächen  betrachten,  und  in  Folge  der  gemach- 
ten Voraussetzungen  Z.A  — 90°,  ^ß=90°  setzen;  dann  erhält 
man  aus  der  obigen  Formel: 
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J = JA  I ,!/>.(. 445  + '%A‘  B')+  A'D'  .(A'B'.+  XAB)) 

+ JA  I AB.(BC  + J B'C)  A-A'B1.  (B‘C*  +JÄC)  | , 

oder 

J=  • A . AB.  | AD  + BC\\A‘  /)'  + i B'C'  | 

+ JA.  A‘B'.\A‘D'  + ß'C'+JAÖ+;.BC!, 

oder 

J=  i\h.AB.\,l.AD+'2.BC+A,D‘+B,C,\ 

+ x\h.A'B' -W.A'D'  \2.B'C‘+AD+BC\, 

also  offenbar  : 

J—  \\ABB‘.\’l.AD  + 2.BC  + A'D'  + B'C'I 
+ HAA'ß'.l?  .A'D'  + 2.B'C'  + AD+BC), 

welche  Formel  bekanntlich  in  der  Praxis  bei  Berechnung  des  Erd- 
abtrags und  Erdauftrags  vielfache  Anwendung  findet. 

Wenn  die  Grundfläche  ABA‘B‘  ein  Parallelogramm  ist,  so 
ist  \ABB‘  — t\AA'B,  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  in 
diesem  Falle  offenbar: 

Wenn  der  Körper  ABCDEA'B'OD'E'  in  Taf.  VI.  Fig.  14.  von 
den  beiden  parallelen  ebenen  Grundflächen  ABCDE  und  A'B'OD'E' 
und  fünf  ebenen  Seitenflächen  eingeschlossen  wird , so  kann  man 
sich  eine  Fläche  denken,  welche  durch  Bewegung  einer  den  bei- 
den parallelen  Grundflächen  stets  parallel  bleibende  und  immer 
auf  den  beiden  Geraden  AA‘  und  ÜD‘  hingleitende  Gerade  er- 
zeugt wird,  durch  welche  Fläche  unser  Körper  in  zwei  Körper 
von  der  im  Vorhergehenden,  betrachteten  Beschaffenheit  zerlegt 
wird,  deren  Volumina,  also  auch  das  Volumen  des  ganzen  Kör- 

{rers,  sich  mittelst  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  bestimmen 
assen.  Bezeichnen  wir  nämlich  das  Volumen  des  ganzen  Kör- 
pers durch  J und  seine  Höhe  durch  A,  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden : 

/=  JAsinZ?|/4Z?.(Z?C+JZ?'C')  t A‘ B' .(B'C‘  + \BC)\ 

+ JA  sin  CI  BC.  (CD  + J C‘D‘)  + B'C1.  (OB1  + > CD)  | 

+ ’ A sin  E | AE . (DE  + \D‘E‘)  + A‘E‘ . (D'E‘  + \DE)  \ 

— lA»in(ßAC)\CD.(AB+lA'B‘HC'D'.(A'B'+lAB)\, 

wo  B,  C,  E innere  Winkel  des  Fünfecks  ABCDE  bezeichnen. 

Wie  man  diese  Betrachtungen  weiter  fuhren  und  nach  der 
obigen  Methode  mittelst  der  allgemeinen  Formeln  der  Polygono- 
metrie  auch  leicht  ganz  allgemeine  Inhaltsbestimmungen  von' Kör- 
pern der  obigen  Art  erhalten  könnte,  fällt  sogleich  in  die  Augen. 
Es  ist  aber  hier  gar  nicht  meine  Absicht,  diesen  Gegenstand  zu 
erschöpfen,  indem  das  Obige  hauptsächlich  zu  weiteren  und  all- 
gemeineren Untersuchungen  über  denselben  anregen  sollte,  die 
ich  gern  in  das  Archiv  aufnehmen  würde. 


Berichtigung*  ln  der  Figur  auf  Taf.  III.  in  diesem  Tbeile  muss  noch 
der  Durchmesser  PQ  des  Kreises  gezogen  werden. 
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Literarischer  Bericht 

CXXI. 


a 25sten  März  dieses  Jahres  (1858)  wurde  von  einem  un- 
it  schnellen  Tode  betroffen  der  Professor 

Carl  Theodor  Anger 

sig.  Vor  ungefähr  zehn  Jahren  hatte  bei  einem  vierwöchent- 
Aufenthalte  in  Danzig  der  Herausgeber  des  Archivs  das 
den  so  früh  der  Wissenschaft  und  den  Seinigen  Entrisse- 
o wie  seinen  trefflichen  Collegen  Strehlke,  persönlich 
au  lernen,  und  genussreiche  und  lehrreiche  Stunden  in 
rnd  seiner  liebenswürdigen  Gattin  Gesellschaft  zu  verleben 
odruck,  vy eichen  der  so  überaus  ehren« erthe  Charakter 
s und  seine  ungemein  gründlichen  und  vielseitigen  Kennt- 
jf  den  Herausgeber  gemacht  haben,  ist  ein  bleibender  und 
schneller  gewesen;  er  wird  dem  damals  gewonnenen  Freunde 
is  dankbarste  Andenken  bewahren,  und  es  macht  ihm  daher 
re  Freude,  den  Lesern  seiner  Zeitschrift  den  folgenden 
g des  Verstorbenen  aus  einem  Danziger  Localblatte*) 
än  zu  können,  woraus  dieselben  zugleich  ersehen  werden 
rindern  norddeutschen  Venedig,  wie  man  die  eine  de^ 
Zierden  des  östlichen  Preussenlandes , wegen  ihrer  unge- 
muthigen  Lage  unmittelbar  am  Strande  der  Ostsee,  wohl 
hat  von  jeher  mathematische  und  astronomische  Studien 
worden  sind  und  noch  gepflegt  werden,  und  seit  Heve- 
ts  würdige  Vertreter  gefunden  haben.  G 


inciger  Dauipfboot. 
SXI.  Hfl.  4. 


1858.  Nr.  74. 
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Nekrolog. 

Der  Mann,  dessen  sterbliche  Hülle  heute  früh  unter  den  alten 
Linden  des  II.  Leichnams -Kirchhofs  ihre  letzte  Ruhestätte  fand, 
war  ein  Biedermann  und  Christ  im  vollen  Sinne  des  Wortes,  treu 
und  werth  erprobt  in  so  vielfachen  menschlichen  Beziehungen. 
Er  war  ferner  nicht  nur  ein  ausgezeichneter  Lehrer,  sondern  ein 
ächter  Förderer  der  Wissenschaft,  eine  wahrhafte  Zierde  unserer 
Stadt,  welche  nach  ausdrücklichem  Urtheile  der  Sachkundigen 
seit  HeveliusZeit  keinen  bedeutenderen  Mathematiker 
und  Astronomen  gehabt  hat.  Nicht  um  den  Männern  seines 
Faches  vorzugreifen,  nicht  um  treffliche  biographische  Leistungen 
auf  diesem  Gebiete  irgend  nachzuahmen,  hat  der  Unterzeichnete 
den  folgenden  kurzen  Lebensabriss  verfasst,  sondern  um,  dem 
Wunsche  des  Verewigten  gemäss,  ohne  lobende  Phrasen  die  ein- 
fachen, schmucklosen  Thatsachen  reden  zu  lassen,  und  so  zugleich 
eine  Blume  freundlicher  Erinnerung  auf  sein  vielbeweintes  Grab 
niederzulegen. 

Carl  Theodor  Anger 

wurde  hier  in  Danzig  am  31.  Juli  1803  geboren.  Sein  Vater  war 
Ober- Steuer -Controlleur,  seine  Mutter  eine  Tochter  des  Admi- 
ralitäts-Gerichts- DiTectors  Pauli.  In  seine  Knabenzeit  fiel  die 
grimmige  Noth  der  Belagerung  Danzigs  durch  Lefebvre,  dann  das 
bunte,  den  3 Brüdern  sehr  interessante  Treiben  unter  französi- 
scher Herrschaft,  neben  vielen  schweren  Sorgen  der  Eltern,  dann 
neue  Belagerung  und  die  Rückkehr  unter  Preussens  Scepter. 
Früh  erwachte  in  ihm  die  Neigung  zum  Zeichnen,  erhielt  aber  bei 
der  Mangelhaftigkeit  des  Unterrichts  nicht  die  gewünschte  Nah- 
rung. Mit  II  Jahren  kam  der  Knabe  in  die  Kirchen -Schule  zu 
St.  Marien,  gegen,  deren  Rector,  Dr.  Kniewel,  auch  noch  der 
Mann  bis  in  die  gereiftesten  Jahre  stets  eine  lebhafte  Dankbarkeit 
bewahrte.  Nachdem  er  sich  hier  unter  Job.  Bapt.  Breysig  im 
Zeichnen  vervollkommnet,  kam  er  seinem  innigsten  Wunsche  ge- 
mäss (nicht  ohne  grosse  und  stets  von  ihm  sehr  dankbar  gerühmte 
Aufopferung  seiner  Eltern),  1816  in  die  Kunst  - und  Gewerbe-Schule. 
Ihr  Vorsteher,  der  sinnige,  originelle  und  verdiente  Joh.  Adam 
Breysig,  der,  ohne  eigentlich  Mathematiker  zu  sein  oder  sein 
zu  wollen,  doch  tüchtige  Kenntnisse  in  diesem  Fache  hesass, 
wirkte  auf  Anger  nach  seinem  eigenen  Geständnisse  vielfach  an- 
regend ein,  und  wie  sich  in  Anger’s  Schriften  die  Spuren  davon 
finden,  so  kann  man  sie  auch  wohl  in  der  Art,  wie  er  den  ma- 
thematischen Unterricht  betrieb,  wiedererkennen.  Nachdem  er 
das  hiesige  Gymnasium  bis  Secunda  besucht,  ging  er,  um  sich 
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mit  vollstem  Eifer  dem  nnter  Everbeck  begonnenen  Studium 
der  Mathematik  zu  widmen,  Mich.  1823  auf  die  Universität  Kö- 
nigsberg, wo  er  unter  den  allergrössten  Entbehrungen,  wie  sie 
heute  kaum  noch  Vorkommen,  dem  Studium  derselben  oblag.  Vor- 
her hatte  er  unter  günstigen  Verhältnissen  eine  Seereise  nach 
Kopenhagen  unternommen,  deren  erfreuliche  Eindrücke  ihn  noch 
nach  vielen  Jahren  zu  lebhaften  Aeusserungen  veranlassten.  Als 
Bessel’s  Gehülfe  bei  der  Sternwarte  (Rosenberger)  abging,  wählte 
der  berühmte  Astronom  unter  seinen  Anhängern  Anger  zu 
dessen  Nachfolger.  Diese  Stellung,  in  der  er  bis  Ostern  1831 
blieb,  nahm  seine  vollste  Thätigkeit  in  Anspruch;  Ressel  theflte 
sieb  mit  ihm  in  die  Zonen -Beobachtungen,  und  Anger  leistete 
hiebei,  wie  bei  des  Meisters  Pendel  - Beobachtungen  in  selbststän- 
diger Weise  ausgezeichnete  Beibülfe,  worüber  wir  Einzelnes  hier 
anzuführen  uns  versagen  müssen.  Schöne  Stunden,  welche  später 
in  stets  lebhafter  freudiger  Erinnerung  neu  erblühten,  verlebte  er 
in  dem  kleinen  Häuschen  neben  der  Sternwarte  im  traulichen 
Beisammensein  mit  Jacob  i,  Errnan,  Dove,  Neumann  und 
Barthold.  Ostern  1831  setzten  es  hochverdiente  noch  lebende 
Männer  der  Wissenschaft  in  Danzig  durch,  dass  hier  die  berühmte 
Naturforschende  Gesellschaft*),  nach  Vernichtung  der  älteren 
Sternwarte  durch  den  Krieg  uud  die  neuen  Befestigungen,  eine 
neue  vorläufig  auf  der  Apotheke  auf  Neugarten  errichtete,  und 
dass  Anger,  dem  inzwischen  eine  Veränderung  seiner  Stellung 
wünsohenswerth  geworden  war,  als  Astronom  der  Gesellschaft  in 
seine  Vaterstadt  berufen  ward.  Eine  Anzahl  neuer  werthvoller 
Instrumente  wurden  für  seine  Beobachtungen  angekauft**),  und 
diese  brachten  bald  erfreuliche  Resultate.  Sehr  wichtig  wurden 
später  besonders  die  auf  seinen  Antrag  und  nach  seiner  Wahl 
von  der  Gesellschaft  gestellten  astronomischen  Preisaufgaben, 
welche  öfters  höchst  bedeutsame  Beantwortungen  veranlassten, 
wie  z.  B.  Hansen’s  Theorie  der  Pendelbewegungen  mit  Rücksicht 
auf  die  Gestalt  und  Bewegung  der  Erde.  Bald  übernahm  er  auch 
an  der  Navigationsschule,  damals  unter  Ad m.  v.  Bille,  den  astro- 
nomischen Theil  des  Unterrichts,  und  1832  neben  den  bisherigen 
Aemtern  noch  die  mathematischen  Lectionen  in  der  früheren  „Hand- 
werker- nunmehrigen  Gewerbe -Schule“,  in  welcher  er  ausgezeich- 


*)  Zufolge  eine«  älteren  Legate*  de«  Dr.  Kath.  Math.  v.  Wolf, 
der  1780  auf  dem  Bischofsberge  ein  Observatorium  erbaut  und  e»  1784 
nebst  werthvollen  Instrumenten  der  Gesellschaft  geschenkt  hatte. 

**)  So  x.  K.  ein  Passagen -Instrument,  ein  42xölliges  Frauenhofer- 
schea  Fernrebr,  eine  Tiede’sche  Pendelahr.  ein  Chronometer  von  Kessels 
in  Altana,  o.  A. 
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nete  Schiller  bildete.  Ostern  1834  (uach  Nagels  Abgänge)  er- 
hielt er  das  üirectorat  der  „Königl.  Provinzial -Gewerbe •Schule", 
welches  er  bis  1855  verwaltete.  Wie  er  nach  aussen  hin  der 
Anstalt  Achtung  zu  gewinnen  bemüht  war,  so  strebte  er  mit  Glück, 
trotz  manchem  Widerspruche,  unter  B e u t h ’s  Genehmhaltung  wich- 
tige Reformen  an.  1836  kam  er  zugleich  (nach  Förstemanns 
Tode)  als  Professor  der  Mathematik  an  das  Gymnasium,  und  gab 
von  seiner  sonstigen  Thätigkeit  die  bei  der  Navigation«  - Schule 
nunmehr  auf.  Die  hohe  Achtung  und  Liebe,  welche  die  seinen 
Unterricht  geniessenden  Schüler  der  Ober-Classen  des  Gymna- 
siums ihm  bereitwillig  zollten , bewies  sich  ausser  anderen  Gele- 
genheiten namentlich  durch  einen  glänzenden  Fackelzug  1844  bei 
seiner  Vermählung  mit  Fräulein  Emilie  Zaddach,  mit  der  er 
bis  an  seinen  Tod  in  glücklichster,  obwohl  kinderloser  Ehe  lebte. 
Als  bei  der  Sonnenfinsternis«  J851  Se.  Maj.  der  König  dieselbe 
in  Schloss  Kutzau  am  Putziger  Wiek  zu  beobachten  wünschte, 
schlug  Alex.  v.  Humboldt  entschieden  unter  den  zum  Theil  so 
bedeutenden  Astronomen  Preussens  ihn  allein  zum  Ordner  der 
Instrumente  vor,  und  seine  Leistung  bei  dieser  Gelegenheit  be- 
friedigte so  sehr,  dass  er  bald  nachher  durch  besondere  Cabinets- 
Ordre  den  Rothen  Adler -Orden  erhielt.  Sein  reges  Interesse 
für  seine  Wissenschaften  suchte  er  auf  jeden  Schüler  zu  übertra- 
gen, und  sichtlich  grosse  Freude  machte  es  ihm,  wenn  auch  ge- 
reifte Männer  aus  andern  Fächern  sich  für  seine  Experimente, 
z.  B.  den  Foucault’schen  Pendel- Versuch  1852  (zum  Beweise 
der  Achsendrehung  der  Erde)  lebhaft  interessir-ten.  Der  Literari- 
schen Gesellschaft  gehörte  er  seit  1835  als  Mitglied  und  zugleich 
als  Vice-Präscs  an,  und  wie  er  dort  einerseits  durch  wohl  ge- 
wählte, gediegene  Vorträge  die  Höhe  der  Wissenschaft  wenigstens 
ahnen  liess,  worauf  er  stand,  erfreute  er,  wie  überhaupt  in  zahl- 
reichen geselligen  Kreisen,  so  auch  dort  Alle  durch  geistreichen 
Witz  und  muntere  Laune.  Er  gehörte  ganz  besonders  zu  den 
Mathematikern,  denen  als  heilsames  Gegengewicht  gegen  den  Ernst 
ihrer  strengen  Wissenschaft  eine  iieiche  Gabe  beweglichen  Geistes, 
Witzes,  ja  Humors  beigegeben  ward.  Seine  ungewöhnliche,  nichts 
weniger  als  oberflächliche  Kenntniss  der  deutschen  Literatur, 
welcher  er  auch  wohl  zumeist  die  Eleganz  und  Klarheit  seines 
Periodenbaues  verdankte,  lieh  ihm  in  Verbindung  mit  einem  glück, 
liehen  Gedächtnisse  reiche  W'affen,  um  durch  scherzende,  doch 
niemals  unedle  Parodien  und  Anspielungen  unwiderstehliche  Hei- 
terkeit zu  erregen,  den  geringfügigsten  Dingen  immer  neue  geist- 
reiche Seiten  abzugewinnen,  oder  auch  im  Scherz -Turnier  den 
Gegner  niederzuwerfen.  In  der  Naturforschenden  Gesellscaft,  zu 
deren  Mitgliede  er  1831  gewählt,  und  deren  Vorsitzender  er  seit 
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1847  war,  wirkte  er  durch  Vorlesungen,  amtliche  Berichte  und 
(Korrespondenzen  bis  nach  Amerika  hin  sehr  forderlich;  nur  die 
Ueberzeugung,  die  ihm  seine  grosse  Gewissenbaßigkeit  eingab, 
dass  diese  wichtige  Thätigkeit  neben  dem  Lehramte  nicht  völlig 
für  ihn  befriedigend  erfüllt  werden  könne,  bewog  ihn  Ende  1865  zum 
Rücktritte  vom  Präsidium,  nicht  aber  von  der  thätigen  Theilnahme 
an  den  Bestrebungen  der  Gesellschaft.  Der  berühmte  Le  Verrier 
wollte  1852  in  Bessei’s  Fundamentis  astronomiae  gewisse  Irr- 
thümer  entdeckt  haben,  und  sogleich  gab  auf  Anger’s  Betrieb 
die  Naturforschende  Gesellschaft  1853  als  Preis-Theina  ,,die  Un- 
tersuchung der  Differenzen  zwischen  Bessei’s  und  Le  Verrier’» 
Reductionen  der  Bradley’schen  Beobachtungen".  Als  nun  Prof. 
Peters  (früher  in  Königsberg,  dann  in  Altona)  den  Preis  gewann, 
und  nachwies,  dass  die  sogenannten  Irrthümer  nur  auf  eine  nach 
Be ss  eis  Zeit  gewonnene  genauere  Bestimmung  der  (Konstanten 
hinauslief,  wurde  Anger  im  Aufträge  der  Gesellschaft  nach  Altona 
gesendet,  um  mit  Jenem  über  die  Fortsetzung  der  wichtigen  Un- 
tersuchungen mündlich  zu  verhandeln;  eine  Reise,  von  welcher 
er  gestärkt  und  mit  angenehmen  Erinnerungen  bereichert  zurück- 
kehrte. Für  wohlthätige  Zwecke,  z.  B.  tur  die  Klein -Kinder- 
Bewahr  - Anstalten , hat  Anger  so  manche  Vorlesung  gehalten; 
wichtiger  aber  waren  seine  systematischen  Vorträge  über  Astro- 
nomie, die  er  in  einer  früheren  Periode,  und  dann  zweimal  in 
den  letztverflossenen  Jahren  vor  einem  zahlreichen  gebildeten  Pu- 
blikum hielt.  Diese  mit  besonderem  Fleisse  ausgearbeiteten,  licht- 
voll gewählten  und  geordneten  Vorträge,  in  seiner  klaren  und  doch 
von  innerer  Begeisterung  durchwärmten  Sprache  abgefasst,  sind 
nach  dem  Zeugnisse  der  Sachkenner  musterhaft  zu  nenVen  und 
verdienen  durch  den  Druck  bekannt  zu  werden.  Wichtig  und 
erfolgreich  waren  seine  Untersuchungen  über  die  sogenannten 
Störungen  der  Planeten  (die  Abweichungen  ihres  wirklichen  Lau- 
fes von  dem  elliptischen,  durch  die  Theorie  berechneten  und  gleich- 
sam vorgezeichneten).  Die  für  das  Jubelprogramm  des  hiesigen 
Gymnasiums  gedruckte  Abhandlung  über  Integrale  ist  die  40ste 
seiner  wissenschaftlichen  Arbeiten;  ausserdem  befindet  sich  im 
Drucke  ein  für  Schulen  berechneter  Lehrgang  der  Perspective. 
Diese  sämratlich  anzuführen,  fehlt  hier  der  Raum;  sie  beziehen 
sich  theils  auf  die  Astronomie  (Polarstern,  Meridianmessung,  Stern- 
bedeckungen,  Komet  von  1830,  Rectascension,  Mond-Ephemeriden, 
geographische  Breite,  neuere  astronomische  Beobachtungs- Kunst, 
das  Keplersche  Problem,  Euler’s  planetarische  Störungen),  theils 
auf  die  Physik  (Pendel,  Barometer),  theils  auf  die  Geometrie 
(Basrelief- Perspective  für  krumme  Bildtlächeu  und  Panoramen, 
plagiographische  Projection,  Verzerrung;  Gegenstände  der  neuern 
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Geometrie,  Einfluss  der  Projectionslehre,  Ellipse,  Trigonom.  Theo- 
rem, Transformation  der  Figuren),  oder  auf  die  Arithmetik  (Inte- 
gral-Rechnung, GaussVche  Gleichungen,  Funktion  ij).  AHgeiöiülh 
geachtet,  von  Vielen  geliebt,  von  Keinem  gehasst,  fand  er  fast 
in  Ausübung  seines  Berufes  einen  unerwartet  schnellen  völlig 
schmerzlosen  Tod.  Heiter  und  ungetrübt  hatte  er  bei  der  öffent- 
lichen Prüfung  am  ‘25sten  im  Kreise  der  Primaner  examinirend 
recht  befriedigende  Eindrücke  empfangen,  und  war  in  Begleitung 
seiner  Frau  nach  Hause  gegangen.  Eben  wollte  er  sich  bei  freund: 
lichem  Gespräche  zu  Tischte  setzen,  — da  sank  er  todt  von  einem 
Luugenschlage  getroffen,  zu  Boden,  und  jeder  Versuch  zur 
Wiederbelebung  zeigte  sich  entschieden  fruchtlos.  In  die  aus- 
serordentliche Ueberraschung,  die  die  schnell  verbreitete  Kunde 
in  den  weitesten  Kreisen  hervorrief,  mischte  sich  überall  auf- 
richtiges Bedauern,  obwohl  von  der  eigentlichen  Bedeutsam- 
keit des  Mannes  wohl  nur  Wenige  einen  rechten  Begriff  haben 
mochten.  Jeder  ahnte  wenigstens,  dass  der  Verstorbene  eine 
Zierde  Danzigs  war,  um  welche  uns  so  mancher  Ort  beneiden 
konnte.  Seine  Collegen  riefen  ihm  ein  ehrenvolles  und  herzliches 
Lebewohl  nach,  und  begleiteten  ihn  sammt  den  Schülern  zur 
Grabesruhe:  ein  sehr  zahlreiches  Gefolge  schloss  sich  ausser- 
dem au.  Sein  Leben,  wenn  auch  nicht  bis  zur  möglichen  äusser- 
sten  Gränze  gelangt,  war  ein  reiches,  nützliches,  gesegnetes; 
auch  sein  Gedächtniss  wird  lange  bei  den  Erwachsenen  wie  bei 
der  Jugend  im  Segen  bleiben!  „Er  fasste  (um  mich  seiner 
eignen  Worte  aus  der  Vorrede  zu  seinen  astronomischen  Vor- 
lesungen zu  bedienen)  nicht  engherzig  nur  den  nächsten  Nutzen 
ins  Auge,  sondern  war  bemüht  den  göttlichen  Funken  wissen- 
schaftlicher Begeisterung  zu  beleben,  wohl  erkennend,  dass  die 
Wissenschaft,  wenn  auch  für  diese  Welt  mit  Nutzen  verwendbar, 
doch  nicht  von  dieser  Welt  herstammt.“  — 

Dr.  Brandstäter. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.  Achter  Jahrgang.  1858.  Wien. 

Auf  die  Wichtigkeit  dieses  Almanachs  einer  der  ersten  Aka- 
demien der  Wissenschaften  in  literarischer  Beziehung  ist  schon 
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mehrmals  in  unseren  Literarischen  Berichten  hingewiesen  worden, 
and  seine  Einrichtung  ist  im  Wesentlichen  ganz  dieselbe  geblie- 
ben, so  dass  wir  uns  also  in  dieser  Rücksicht  auf  unsere  früheren 
Berichte  (in  Nr.  CXV.  Almanach  für  1887)  beziehen  können,  ln 
dem  Berichte  des  General -Sekretairs  über  die  Leistungen  der 
mathematisch  -naturwissenschaftlichen  Olasse  ist  ein  Necrolog  des 
trefflichen,  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  entrissenen Salomon 
znitgetbeilt,  welchem  der  in  dem  Archiv  Thl.  XXVII.  von  Herrn 
Professor  Rogner  in  Gratz  mitgetheilte  Necrolog  dieses  treff- 
lichen Gelehrten  zum  Grunde  gelegt  worden  ist,  worauf  wir  also 
hier  verweisen  können.  Ausserdem  enthält  der  vorliegende  Jahr- 
gang des  Almanachs  die  beiden  folgenden,  auch  für  die  Leser 
des  Archivs  viel  Interessantes  darbietenden  Reden : 

II.  Die  edlen  Metalle  und  ihre  natürliche  Rang- 
ordnung als  Geldstoffe.  Ein  Vortrag,  gehalten  in  der 
feierlichen  Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften am  30.  Mai  1887  vom  Präsidenten  der  Akade. 
tnie  Dr.  Andreas  Freiherrn  v.  Baumgartner.  S.  9. — S.  39. 

V.  Die  Mathematik  in  ihrer  Beziehung  zu  den  Natur- 
wissenschaften. Ein  Vortrag,  gehalten  io  der  feierli- 
chen Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen  schäften 
am  30.  Mai  1857  von  Dr.  J.  Petzval,  wirklichem  Mitgliede 
der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 

Wir  hoffen  auf  diese  interessanten  Vorträge  späterhin  aus- 
führlicher zurückzukommen. 


Geometrie. 

Sopra  alcune  curve  algebriche,  delle  quali  la  lem- 
niscata  e un  caso  particolare.  Nota  del  Prof.  Barnaba 
Tortolini.  Roma.  1858.  4°. 

Diese  Abhandlung  des  scharfsinnigen  Herausgebers  der  treff- 
lichen „Annali  di  Matematiea  pura  ed  applicata“  findet 
sich  in  dem  weiter  unten  angezeigten  neuesten  Mai-  und  Juniheft* 
dieses  ausgezeichneten  Journals  und  enthält  mehrere  interessante 
Bemerkungen  Herrn  Tortolini’s  über  die  Curven,  deren  allge- 
mdine  Polargleichung 

r4»  = a*"cos2nu  i. 
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ist  mit  Jenen  sich  auch  der  Conte  di  Fagnano,  tLegendr., 
»erret  o.  A.  beschäftigt  haben.  Wir  machen  auf  diesen  Aufsatz 
er™ . “Oolini  im  Interesse  der  besonderen  Zwecke,  die 
unsere  Zeitschrift  verfolgt,  aufmerksam,  weil  wir  glauben,  dass 
ie  » ei  ere  Beschäftigung  mit  diesen  Curven  namentlich  auch  filr 
jüngere  Mathematiker  ein|  treffliches  Uebungsmittel  abzugeben 
geeignet  ist,  und  wollen  daher  einige  Worte  über  den  Inhalt  die- 
ses  schonen  Aufsatzes  sagen. 

Herr  Tortolini  gelangt  zunächst  zu  der  Gleichung  dieser 
urven  durch  die  folgenden  allgemeinen  Betrachtungen.  In  Be- 
zug auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystera  der  xy  setze  man: 

x = rco8u,  y = rsinu. 

Bezeichnet  nun  <p  die  Neigung  der  Cnrve  in  dem  Punkte  (xy) 
gegen  die  Abscissenaxe,  so  ist  3 

differenfiirt^ ' "enn  ma“  d‘K  vorhergehenden  Ausdrücke  von  x,  y 


tang  w = . 

cos  udr  — r sin  udu  * 

also,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  cos«  und  8r  dividirt: 

zd« tang  cp  — tangu 

ßr  I -f-  tang  93  tang  u =*anS(9)  u) 

oder 


cot  (90  — u)=  — 


rdu’ 


J.  * “r,de,r.W,"kel  ,st-  eichen  im  Punkte  (xy)  die  Berührende 
t dem  Radius  Vector  r einschliesst.  Ist  jetzt  Vl  die  Neigung 
Normale  gegen  die  Abscissenaxe,  so  ist  9>i  = h*+<p,  also 
9**  11  — ln  + (<p—u),  und  folglich 


tang  (Vl  - «)  = _cot(<p- u) , 
also  nach  dem  Obigen: 


oder 


fang  (<Pi  — u)  = 


dr 

rdu‘ 
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- =—0«tang  (»!—«). 

Das  erste  Glied  dieser  Gleichung  iRsst  sich  ohne  Weiteres  inte- 
griren,  und  das  zweite  ist  auf  Quadraturen  zurücltfilhrbar , wenn 
<pt  als  Function  von  « gegeben  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  ein  ungerades  Vielfaches  von 
u,  also 


ist,  so  ist 


also 


<Pi  = (2  n + l)n 


dr 

r 


— — du  tang  2na  = 


8 . cos  2m« 

2»C08'271U 


2wlr  ==  1 cos  2 nu  + C, 

und  folglich,  wenn  man  die  Constante  so  bestimmt,  dass  r—a 
wird  für  u — 0,  woraus  sich  C=2nla  ergiebt: 


also 


er- 


‘ln  1—  =1  cos2«u 
a 


cos2«m  oder  rs"  = n2"cos2nu . 


Für  n = 1 erhalten  wir  die  Gleichung  der  Lemniscate : 
r*  = o*cos2m. 

Weil 

rcosu  = «,  rsin  u — y 

ist,  so  ist 

r*=a:*  + y*,  cos2n  = costi* — sinu*  = 

3 r®  x%  + «® 


also 

(**  + Jt*)*  = «*(**  — y*) . 

Den  Fall  n = 2,  also  die  Curve,  deren  Gleichung 
r4  = a4cos4n 

ist,  hat  schon  der  Conte  di  Fagnano  betrachtet. 
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Herr  Tortolini  setzt,  um  die  allgemeine  Gleichung 
r*"  = aiRcoa2nu 

in  rechtwinkligen  Coordinates  auszudrücken : 

‘2cos2nu=  (cosn  + isin«)*«-f  (cosn  — »sin«)*", 
wo'  i = V"  — I ist.  Dann  Ist,  weil 


jm=-,  sint»  = -,  r=Vrar*  + «* 
r r 1 3 


ist: 


_ , (x  + iw)4"  + (x  — tu)** 

cos2"“  = *' — V+y»)«  'y~> 

also  nach  dem  Obigen: 

(a.»  . „sx-  _ £Ü . (*  + »)*-»-(*-»)» 
(*  + y ) •—  2 <**  + ,*)■ 


oder 


(**  + ya)*”  = -a- 1 (x  + iy)*“  + (x  — 1»*"  I • 


In  dem  von  Pagnano  betrachteten  Falle  ist  n = 2,  also 

(*■ + y*)*  — tt  I (x + *y)v + (* — »y)4 1 . 

woraus  sich  sogleich 

(x*  4 y*)*  = <r*(x4— 6xV+y*) 

ergiebt. 

Für  n = 3 erhält  man  die  Gleichung 

(x*  + #*)®  = a®(x®  — 15x*y*  + 15x*y* — ye). 

Ehen  so  leicht  lassen  sich  nach  der  von  Herrn  Tortolini  an- 
gegebenen Methode  die  Polargleichungen  in  allen  übrigen  Fällen 
in  rechtwinkligen  Coordinaten  ausdrücken. 

Herr  Tortolini  zeigt  noch  die  allgemeine  Rectificatioo  der 
hier  betrachteten  Curven.  Bekanntlich*)  ist  allgemein 


*)  M.  i.  meine  „Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  de* 
Raumes  für  polare  Co or d ina ten sys tc me.  Greifswald  und 
Leipzig.  1867.  S.  985—238.  ' - * GL 
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• &'=V3r*  + r*e«!*, 

i‘.  I i . i < .*  * * 

und  aus  der  Gleichung  . >, 

r**  = a*"  cos  2nu 

• . • ! : i • * * 

ergiebt  sich  nun  ohne  alle  Schwierigkeit: 

, a n*nSr  , ..  r 

09  = -ya-  .u-j-  9 also  f = a **  / — 7=r=rrrrr: . 

V>-r*"  J Va4»—  r*“ 

Setzen  wir  aber 


r = az , Sr  = a0z 


und  integriren  zwischen  den  Gränzen  z = 0,  2 = 1;  so  erhalten 
wir  für  den  vierten  Theil  des  ganzen  Perimeters: 


/>  02 
V 1 — 2*» 


wo  nun  der  Zusammenhang  mit  den  elliptischen  Functionen  und  der 
Function  f klar  ist,  worüber  des  Weiteren  wegen  die  Arbeiten 
von  Serret,  Legendre,  Fagnano  nachzusehen  sind. 


Wir  wiederholen,  dass  wir  die  Beschäftigung  mit,  den  Cur* 
ven  der  obigen  Gattung  jüngeren  Mathematikern  als  ein  treff- 
liches Ue bu ngsmittel  empfehlen,  wobei  ihnen  die  obigen  in- 
teressanten Bemerkungen  von  Herrn  Tortolini  sehr  zur  Unter- 
stützung dienen  werden,  weil  dieselben,  wie  alle  Arbeiten  dieses 
ausgezeichneten  Mathematikers  überaus  geeignet  sind,  zu  weiteren 
Forschungen  und  Untersuchungen  in  trefflichster  Weise  anzuregen. 

G ru  nert. 


Optik. 

Im  Literar.  Br.  No.  CXV11.  S.  2.  — S.  5.  ist  ein  Verzeichnis 
optischer  Instrumente,  die-von  Herrn  A.  Lamprecht  in  Bamberg 
zu  den  beigesetzten  Preisen  angefertigt  werden,  von  mir  mitge- 
theilt  worden.  Ein  Urtheil  über  diese  Instrumente  habe  ich  damals 
nicht  ausgesprochen , da  ieh  keins  derselben  gesehen  hatte,  was 
auch  S.  2.  von  mir  ausdrücklich  bemerkt  worden  ist  Nachdem 
jetzt  aber  ein  Paar  dieser  Instrumente  zufällig  in  meine  Hände 
gelangt  sind  und  ich  von  denselben  nähere  Kenntnis»  genommen 
habe,  kann  ich,  um  der  Wahrheit  die  Ehre  zu  geben» 
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nach  diesen  Proben , meinen  Lesern  keineswegs  rathen, 
sich  an  die  genannte  Quelle  zu  wenden.  Um  so  dringender 
und  mit  um  so  grösserer  Freude  erneuere  ich  meine  froheren  Em- 
pfehlungen der  Arbeiten  der  Werkstätte  des  Herrn  IVlinisterial- Raths 
von  Steinheil  in  München,  wenn  auch  dessen  berühmter  Name 
schon  für  sich  die  vollkommenste  Bürgschaft  leistet,  dass' jeder 
Abnehmer  nur  etwas  ganz  Vorzügliches  erhalten  wird,  zu  so  nie- 
drigen Preisen,  wie  sie  nur  irgend  gestellt  werden  können.  M.  s. 
die  Preisverzeichnisse  dieser  trefflichen  Werkstätte  im  Literar.  Ber. 
Nr.  XCVII.  S.  8.  und  Nr.  CXI.  S.  7.  Grunert. 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Sr.  k.  k.  apost.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  Karl  von  Littrow,  Director  der 
Sternwarte.  Dritter  Folge  Siebenter  Band.  Jahrgang 
1857.  Wien  1858.  8. 

Der  vorhergehende  Band  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte 
in  Wien  ist  im  Litterar.  Ber.  Nr.  CXIV.  S.  3.  angezeigt  worden. 
Der  vorliegende  so  eben  erschienene  neueste  Band  liefert  von 
Neuem  den  sehr  erfreulichen  Beweis  von  dem  regelmässigen  Er- 
scheinen und  demzufolge  auch  von  den  regelmässig,  nach  einem 
bestimmten  Plane  fortgesetzten  Arbeiten  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien,  was  von  uns  schon  oft  rühmend  hervorgehoben  worden 
ist,  wodurch  diese  Sternwarte  sich  so  sehr  auszeichnet  und  unter 
der  umsichtigen  Leitung  ihres  schon  so  vielfach  verdienten  Direc- 
tors  der  Wissenschaft  wahrhaften  Nutzen  bringt.  — ln  der  Ein- 
leitung ist  zunächst  über  einige  Aenderungen,  weiche  die  Reduc- 
tionsweise  der  Beobachtungen  am  Meridiankreise  erfahren  hat, 
gewissenhaft  Nachricht  gegeben,  und  über  einen  anderen  Gegen- 
stand berichtet  worden,  den  wir  bei  Gelegenheit  der  gleich  nach- 
her angezeigten  Abhandlung  etwas  näher  besprechen  werden. 
Hierauf  folgen  die  Beobachtungen  am  Meridiankreise  aus  den 
Jahren  1851,  1852,  1853;  dann  Beobachtungen  von  Cometen  am 
Refractor  in  deu  Jahren  1853  bis  1857  von  Dr.  K.  Hornstein, 
Adjuncten  der  Sternwarte;  hierauf  die  Zonenbeobachtungen  am 
Mittagsrohre,  und  dann  die  meteorologischen  Beobachtungen  des 
Jahres  1856,  welche,  von  dem  vorliegenden  Jahrgange  der  Anna- 
len an,  regelmässig  mitgetheilt  werden  sollen,  indem  dem  wissen- 
schaftlichen Publikum  am  Schluss  der  Einleitung  zugleich  die 
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gen  iss  sehr  erfreuliche  Nachricht  ertheilt  wird,  das*  die  Liberali- 
tät des  hohen  kaiserlichen  Unterrichts-Ministeriums  für  eine  nach- 
trägliche Publication  der  älteren  meteorologischen  Beobachtungen 
der  Sternwarte  bereits  vorgesorgt  habe,  und  dass  der  Druck 
derselben  nächstens  beginnen  werde,  wodurch  die  Wissenschaft 
gewiss  zu  grossem  Danke  verpflichtet  werden  wird.  Möge  dem 
Herrn  Herausgeber  der  Annalen  die  Vorsehung  noch  lange  Jahre 
Kraft  und  Gesundheit  zu  seinen  verdienstlichen  Arbeiten  verleihen! 

Der  Zonen- Apparat  am  Mittagsrohre  der  Wiener 
Sternwarte.  Von  Karl  v.  Littrow,  wirklichem  Mitglieds 
der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften.  (Aus  dem 
Novemberhefte  des  Jahrgangs  1857  der  Sitzungsberichte 
der  mathem.-naturw.  ('lasse  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften.  XXVII.  Bd.  S.  443.  besonders  abge- 
d ruckt).  Wien.  1858.  8. 

In  diesem  für  jeden  praktischen  Astronomen  sehr  Interes- 
santen Aufsätze  ist  ausführlich  Nachricht  gegeben  von  den  bei 
dem  Mittagsrohre  der  Wiener  Sternwarte,  welches  im  Jahre  1836 
dem  Observatorium  des  k.  k.  Marine -Collegiums  in  Venedig  zur 
einstweiligen  Benutzung  überlassen,  im  Jahre  1852  aber  der  Wie- 
ner Sternwarte  zurückgegeben  worden  war,  angebrachten  Einrich- 
tungen, um  dasselbe  in  einen  Zonen- Apparat  umzugestalten.  Bei 
der  ursprünglichen  Einrichtung  dieses  Apparats  war  Herr  Director 
Lamont  in  München  in  sehr  dankenswerther  Weise  behüflich 
gewesen ; später  aber  wurden  mehrere  Veränderungen  damit  vor- 
genommen, und  namentlich  die  Beeinträchtigung  der  optischen 
Kraft  des  Fernrohrs  durch  die  übliche  Beleuchtung  des  Gesichts- 
feldes dadurch  vermieden,  dass  ein  völlig  angemessenes  System 
von  lichten  Fäden  im  dunkeln  Felde  eingerichtet  wurde.  Alle 
diese  Einrichtungen  sind  in  der  vorliegenden  Abhandlung  in  sehr 
lehrreicher  Weise  beschrieben  worden,  mit  näherer  Erläuterung  der 
Beobachtungsmethode  und  Mittheilung  von  Beobachtungen,  durch 
welche  die  Zweckmässigkeit  der  getroffenen  Einrichtungen  voll- 
kommen constatirt  wird.  Wir  empfehlen  die  Schrift  daher  noch- 
mals jedem  praktischen  - Astronomen  zu  sorgfältiger  Beachtung. 


Physik. 

Untersuchungen  über  die  Leistungen  der  ßour- 
don’schen  Metallbarometer  mit  Hinweisung  auf  den 
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Nutzen  dieser  Instrumente  für  die  Marine.  Von  J.  F. 
Julius  Schmidt,  Astronomen  der  Sternwarte  des  Prä- 
laten E.  Ritter  von  Uokrechtsberg  zu  Olmüz.  Wien 
und  Olmüz.  Holzels  Verlags  - Expedition.  1858.  4°. 

20  Sgr. 

Diese  überaus  gründliche  und  umsichtige  Untersuchung  der 
Metallbarometer  oder  Androi'de  hat  uns  eine  sehr  grosse  Freude 
gemacht,  da  wir  längst  eine  solche  Prüfung  der  fraglichen  Instru- 
mente für  ein  wahres  Bedürfnis»  gehalten  haben,  um  über  die 
gewiss  häufig  überschätzten  Leistungen  dieser  Instrumente,  mit 
denen  man  wohl  Höhen  der  Tische  über  dem  Fussboden  der  Zim- 
mer messen  zu  können  behauptet  oder  vorgegeben  hat,  endlich 
zu  gehöriger  Klarheit  zu  kommen.  Diesem  Bedürfnis»  zu  genügen, 
ist  die  vorliegende  ausgezeichnete  Schrift  vollkommen  geeignet, 
und  wir  zollen  für  dieselbe,  sowohl  dem  Herrn  Verfasser,  als  auch 
dem  hochwürdigen  Herrn  Prälaten  von  Unkrechtsberg,  welcher 
sich  den  mühevollsten  und  andauerndsten  Untersuchungen  dieser 
Instrumente,  namentlich  in  Bezug  auf  den  so  wichtigen  Einfluss 
der  Wärme,  mit  selteuer  Beharrlichkeit  und  grossem  Geschick, 
insbesondere  auch  der  Berechnung  der  S.  29.  mitgetbeilten  so 
wichtigen  Wärmetafel  durch  Interpolation,  unterzogen  hat,  im 
Namen  der  Wissenschaft  unseren  wärmsten  Dank.  Aus  dem  fol- 
genden Inhaltsverzeichnis»  werden  die  Leser  sehen,  mit  welcher 
Vollständigkeit  und  Sorgfalt  der  betreffende  Gegenstand  nach  allen 
Seiten  bin  beleuchtet  worden  ist:  „Einleitende  Bemerkungen  und 
Anempfehlung  der  Metallbarometer  zum  Gebrauch  auf  dem  Meere.“ 
(Der  Nutzen  bei  dem  letzteren  ist  so  von  selbst  einleuchtend,  dass  es 
dieser  ausführlichen  Empfehlung  kaum  bedurft  hätte ; aber  diese  Ein- 
leitung enthält  ausserdem  für  alle  Besitzer  von  Androiden  so  lehr- 
reiche Bemerkungen,  dass  wir  ganz  besonders  auf  dieselbe  hinwei- 
sen  müssen.  Wir  heben  u.  A.  nur  folgende  Stelle  heraus:  „Jeder 
Aneroid,  so  wie  er  aus  der  Hand  des  besten  Künstlers  hervorgebt, 
ist,  wenn  ihm  keine  Instruction  beigegeben  wird,  uod  wenn  er 
keinen  Thermometer  enthält,  für  genaue  Beobachtungen  ganz  un- 
brauchbar*). Unterzieht  man  ihn  aber  einer  sorgfältigen  Prü- 
fung**), so  kann  man  ihn  selbst  dann  mit  Nutzen  zu  Hühenbe- 
stimmungen  anwenden , wenn  er  auch  sehr  grob  gearbeitet,  und 
gegen  die  Aenderung  des  Luftdrucks  sehr  unempfindlich  sein  sollte, 
wie  dies  z.  B.  bei  meinem  ersten  AndroVde  der  Fall  war.  Endlich 


*)  Die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  unterschreibe  ieh  vollständig- 

. G. 

”)  Wozu  die  vorliegende  Schrift  eine  treffliche  Anleitung  enthält.  G. 
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aber  int  es  nicht  als  ein  grosser  Uebelstaml  aufzufassen,  «renn 
der  Aneroi'd  wirklich  bei  irgend  einer  Gelegenheit  seinen  Stand 
verändern  sollte;  es 'ist  sodann  ganz  einfach  mit  dem  Sblüssel  die 
vorige  Lage  des  Zeigers  wiederherzustellen,  und  jedenfalls  ein* 
facher,  als,  wenn  Luft  in  das  Vacuum  oder  in  das  Quecksilber 
des  gewöhnlichen  Barometers  eingedrungen  ist,  diese  herauszu- 
schaffen. Der  AneroTd  ist  aber  nicht  im  Stande  (wenig- 
stens jetzt  nicht)  die  Quecksilberbarometer  zu  ver- 
drängen. Auf  diese  stützt  sich  vorläufig  seine  ganze 
Brauchbarkeit,  und  auf  sie  müssen  alle  Correctionen 
bezogen  werden*)).  — Von  der  Construction  des  Androidba- 
rometers. — Von  der  Anwendung  der  Curvenconstruction.  — Un- 
tersuchungen über  die  Eigenschaften  des  Androi'ds  A1.  — Dessen 
Wärmecorrection.  — Experimente  mit  der  Luftpumpe.  — Daraus 
abgeleitete  Correctionstafel.  — Prüfung  des  AneroTds  Al.  — Mes- 
sung von  Höhenunterschieden.  — Bildung  der  Normalwerthe  für 
die  definitive  Curve.  — Definitive  Correctionstafel  für  AK  — Bei- 
spiel und  Darstellung  der  übrig  bleibenden  Fehler.  — Versuche 
über  das  Verhältniss  des  Aneroi'ds  A2  unter  der  Luftpumpe.  — 
Werthe  für  die  erste  Correctionstafel.  — Wärmecorrection.  — Prü- 
fung des  Aneroi'ds  A2  während  der  Beobachtungen  am  Schnee- 
berge. — Bildung  von  Normalwerthen  für  die  definitive  Curve.  — 
Definitive  Correctionstafel  für  A2.  — Beispiele  und  Anwendung 
der  Tafel  und  übrig  bleibende  Fehler.“ 

Der  Herr  Verf.  weiset  mit  Recht  darauf  hin,  dass  jeder  Ane- 
roid  ein  Individuum  sei,  welches  einer  besonderen  Prüfung  und 
sorgfältigen  Vergleichung  mit  genauen  Quecksilber  - Barometern  be- 
dürfe, und  giebt  schliesslich  über  seinen  Android  A2  das  Urtheil 
ab : „dass  dieser  Aneroi'd  zur  Messung  aller  Berge  bis  zur  Höhe 
von  1100  Toisen  vollständig  ausreichen  und  zu  genauen  Resulta- 
ten führen  werde.“  Wir  empfehlen  die  ausgezeichnete  Schrift 
nochmals  allen  Physikern,  Astronomen  und  Seeleuten  recht  sehr 
zur  Beachtung. 


Vermisclite  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e compilati  da  E.  Betti  a Pisa, 


*)  Auch  hierin  etinimen  wir  dein  Herrn  Verf.  au«  vnllater  Uelicr- 
zengung  bei.  G. 
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F.  Brioschi  a Pavia,  A.  Genoccbi  a Torino,  B.  Tortolini 
a Roma.  4°.  (S.  Literar.  Bericht  Nr.  CXX.  S.  6.). 

No.  3.  (Maggio  e tiiugno  1858).  Sopra  i Covarianti  delle  forme 
binarie.  Nota  del  Prof.  Enrico  Betti.  p.  129.  — Sui  differenziali 
a indice  qualunque.  Nota  del  Prof.  Placido  Tardy.  p.  135.  — 
Memoire  sur  la  probabilitrf  des  erreurs  danS  la  somme,  ou  dans 
la  moyenne  de  plusieurs  observations  par  le  P.  M.  Jullien  S. 
J.  (Continuazione).  p.  149.  — Note  sur  une  formule  d’Abel  par 
Joseph  ßertrand.  p.  156.  — Sui  Covarianti  delle  forme  piü  varia- 
bili.  Nota  del  Prof.  Francesco  Brioschi.  p.  158.  — Sülle  linee 
del  terzo  ordine  a doppia  curvatura.  Nota  del  Prof.  Luigi  Cre- 
ui  o n a.  p.  164.  — Sülle  equazioni  del  moltiplicatore  per  la  tras- 
formazione  delle  funzioni  ellitiche.  Nota  del  Prof.  F.  Brioschi, 
p.  175.  — Sopra  alcune  curve  algebriche,  delle  quali  la  lemniscata 
£ un  caso  particolare.  Nota  del  Prof.  Barnaba  Tortolini.  p.  178. 

Hivistn  blbllographica.  Intorno  ad  una  formola  d’interpo- 
laztone.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.  182.  (Betrifft  eine  For- 
mel von  Herrn  Tchebichefin  Crelle's  Journal  T. 53.  p. 286.)- 
— Sopra  una  Memoria  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Mossotti  sotto 
il  titolo  „Nuova  teoria  degli  stromenti  ottici“  Osservazioni  del 
Prof.  Francesco  Cattaneo.  (Continuazione  e fine),  p.  184. 

Pubblicazioni  recenti.  p.  191. 
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CXXII. 


Preisaufgabe  der  Königlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin. 

„Die  Theorie  der  Krümmungs-Linien  der  Flüchen  in 
irgend  einem  wesentl ichen  Punkte  zu  vervollständigen.“ 

Es  wird  sich  hierbei  nicht  sowohl  darum  handeln,  dass  die 
Anzahl  der  speziellen  Flächen,  deren  Krümmungs-Linien  sich  finden 
lassen,  vermehrt  werde,  sondern  um  allgemeinere  und  wichtigere 
Gesichtspunkte,  wie  z.  B.  die  Beantwortung  der  Frage,  unter  wel- 
chen Bedingungen  die  Krümmungslinien  algebraischer  Flächen 
selbst  algebraische  Kurven  sind,  oder  um  die  Bestimmung  der- 
selben für  Flächen  der  dritten  oder  einer  höheren  Ordnung. 

Die  ausscbliessende  Frist  für  die  Einsendung  der  Beantwor- 
tung, welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher,  lateini- 
scher oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein  kann,  ist  der 
erste  März  1861.  Jede  Bewerbungsschrift  ist  mit  einem  Motto  zu 
versehen,  und  dieses  auf  dein  Aeussern  des  versiegelten  Zettels, 
welcher  den  Namen  des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholen. 

Die  Entscheidung  über  die  Zuerkennung  des  Preises  von 
100 Dukaten  geschieht  in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnlzischeo 
Jahrestage  im  Monate  Juli  des  Jahres  1861. 


Arithmetik. 


Die  Differential-  und  Integralrechnung,  umfassend 
und  mit  steter  Berücksichtigung  der  Anwendung  dar. 
gestellt  von  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik 


Tbl,  XXXI.  Hfl.  9, 


itized  by  Google 


2 


i 


Uttrnr/scher  Bericht  C.XXlf. 


an  der  polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe.  Mit  5W 
in  den  Text  eingedruckten  Figuren.  Stuttgart.  Metz- 
ler. 1857.  8. 

t • 

Dieses  Buch  dürfte  wohl  gegenwärtig  die  vollständigste  Dar- 
stellung der  Differential-  und  Integralrechnung  in  deutscher  Sprache 
enthalten,  so  weit  bei  einem  Werke,  welches  die  Grinzen  eines 
grösseren  Hand-  oder  Lehrbuchs  nicht  zu  überschreiten  beabsich- 
tigt, billigerweise  überhaupt  von  Vollständigkeit  die  Rede  sein 
kann.  Auch  glauben  wir,  dass  der  Herr  Verfasser  in  dieser  Be- 
ziehung eine  richtige  Mitte  gehalten  hat,  wobei  er  zugleich  seinem 
Werke  durch  die  vielfachen  Anwendungen  auf  Geometrie,  Mecha- 
nik, mathematische  Physik  und  Astronomie,  natürlich  auch  auf 
die  reine  Analysis,  welche  dasselbe  enthält,  einen  besonderen 
Werth  verliehen,  und  dasselbe  zu  einem  lehrreichen  Handbuche, 
namentlich  auch  für  Anfänger,  gemacht  hat,  welche  letzteren  da- 
rin vielfachen  Stoff  zu  zweckmässigen  Uebungen  finden  werden. 
Leider  verbietet  uns  hier  der  Raum,  den  reichen  Inhalt  vollstän- 
dig anzugeben,  so  dass  wir  uns  mit  der  folgenden  Angabe  der 
Hauptabschnitte  begnügen  müssen : 

1.  Von  den  Functionen.  Gränzwerthe.  Differentialquotient 
für  Functionen  einer  einzigen  unabhängig  Variablen.  11.  Differen- 
tialquotienteu  höherer  Ordnungen.  Vertausohung  der  unabhängig 
Veränderlichen.  Bedeutung  gewisser  Differentialquotienten.  IH.  Die 
Theoreme  von  Taylor,  Maclaurin,  Bürmann  und  Lagrango. 
IV.  Untersuchung  der  scheinbar  unbestimmten  Formen.  V.  Von 
den  grössten  und  kleinsten  Werthen  für  Functionen  einer  unab- 
hängig Variablen.  VI.  Reihenbildung  und  Reihengummirung  mit- 
telst der  Differentialrechnung.  VII.  Differentialquotienten  für  Func- 
tionen mehrerer  unabhängig  Veränderlichen.  Vertauschung  dieser 
letzteren.  Analytische  Anwendungen.  VHJ.  Das  unbestimmte  In- 
tegral. IX.  Das  bestimmte  Integral.  X.  Quadratur  der  Curven 
und  Oberflächen.  Rectification  der  Curven  uud  üubatur  der  Kör- 
per. XL  ' Weitere  Untersuchungen  über  bestimmte  Integrale. 
XII.  Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  XUt  Die  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung.  XIV.  Von  den  besonderen 
Auflösungen  der  Differentialgleichungen.  XV.  Integration  der  gleich- 
zeitigen Differentialgleichungen.  XVI.  Die  periodischen  Reihen 
von  Fourier  und  Lagraoge.  XVII.  Die  elliptischen  Integrale. 
XVIII.  Die  Guler’schen  Integrale  und  die  Gamma- Functionen. 
Reduction  vielfacher  Integrale  nach  verschiedenen  Methoden. 
XIX.  Näherungswelse  Berechnung  bestimmter  Integrale.  Anhang. 
Linzeine  Ausführungen  und  Uebungen  (ein  sehr  reichhaltiger  uml 
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lehrreicher  Abschnitt,  dessen  Inhalt  näher  anzugeben  uns  leider 
der  Raum  nicht  gestattet). 

Wir  haben  uns  zu  dieser  Inhaltsangabe  verpflichtet  gehal- 
ten, weil  wir  glauben,  dass  eben  in  der  daraus  sich  erge- 
benden Reichhaltigkeit  das  Hauptverdienst  des  Werkes  liegt, 
indem  ein  gleich  vollständiges  Werk  Ober  die  höhere  Analysis 
die  deutsche  Literatur  gegenwärtig  nicht  aufzuweisen  im  Stande 
ist.  Auch  sieht  man  ans  dieser  Inhaltsangabe,  wie  sehr  der  Herr 
Verfasser  bemüht  gewesen  ist,  allen  neueren  analytischen  Arbei- 
ten eine  möglichst  gleichmässige  Berücksichtigung  zn  Theil  wer- 
den zu  lassen,  so  weit  es  der  beabsichtigte  Umfang  seines  Wer- 
kes irgend  gestattete,  und  wie  sehr  er  selbst  mit  den  neueren 
Fortschritten  der  Analysis  vertraut  ist,  welches  Letzlere  übrigens 
schon  aus  seinen  vielen  früheren  verdienstlichen  Arbeiten  hinrei- 
chend bekannt  ist. 

Was  die  Darstellung  und  Begründung  insbesondere  der  Diffe- 
rentialrechnnng  betrifft,  so  brauchen  wir  nach  den  allgemein  be- 
kannten früheren  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers  unser»  Lesern 
wohl  nicht  erst  zu  versichern,  dass  er  auch  in  dieser  Beziehung 
sich  ganz  den  neueren  strengen  Ansichten  anzuschliessen  gesucht 
hat,  welche  in  dem  leider  zu  früh  den  mathematischen  Wissen- 
schaften entrissenen  unübertreffbaren  Augustin  Cauchy,  — dem 
eigentlichen  Begründer  der  ganzen  neueren  strengen  Analysis,  — 
ihren  nächsten  und  ersten  Vertreter  finden.  So  sehr  aber  dieses 
höchst  verdienstliche  Streben  des  Herrn  Verfassers  nach  voll- 
kommener Strenge,  wie  wir  so  eben  gesagt  haben,  überall  im 
Allgemeinen  deutlich  hervortritt  und  sich  kund  gieht:  so  dür- 
fen wir  doch  auch  auf  der  anderen  Seite  zur  Steuer  der  Wahrheit 
nicht  ganz  unbemerkt  lassen,  dass  einige  Ausführungen  allerdings 
weniger  Anspruch  auf  die  der  neueren  Analysis  eigene  vollstän- 
dige Strenge  haben,  und  sich  einige  Behauptungen  finden,  die 
wir  nicht  unbedingt  unterschreiben  möchten,  bezüglich  welcher 
also  auch  namentlich  Anfängern  einige  Vorsicht  hei  dem  Gebrauche 
des  Buchs  zu  empfehlen  sein  dürfte.  Unsere  literarischen  Be- 
richte beabsichtigen  nicht  ausführliche  Kritiken,  sondern  nur  eine 
allgemeine  Charakterisirung  der  betreffenden  Werke  zu  liefern, 
halten  sich  namentlich  auch,  bei  im  Allgemeinen  verdienst- 
lichen Schriften,  wie  die  vorliegende  ohne  Zw  ei  fei 
es  ist,  gern  fern  von  solcher  unangenehm  berührender  Schärfe,  wie 
sie  uns  namentlich  in  neuester  Zeit  in  einigen  von  jüngeren  Ge- 
lehrten herrührenden  kritischen  Beurteilungen  in  nicht  eben  sehr 
erfreulicher  Weise  entgegen  getreten  ist.  Daher  kann  es  hier 
nicht  unsere  Absicht  sein,  das  vorliegende,  wie  schon  gesagt, 
jedenfalls  mehrfach  verdienstliche  und  empfehlenswerte  Werk 
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rückr-ichtlich  der  oben  angedeuteten  wenigen  schwächeren  Par- 
tieen  eine  vollständige  Musterung  passiren  zu  lassen.  Um  jedoch 
unser  obiges  Urtheil  nicht  ohne  alle  Begründung  zu  lassen,  wollen 
wir  wenigstens  über  eine  Stelle  Folgendes  bemerken. 

Auf  den  Seiten  55.  und  56.  bespricht  der  Herr  Verfasser  den 
bekanntlich  vielfach,  — und,  wie  wir  glauben,  mit  vollem  Rechte, 
— angefochtenen  Satz,  dass,  wenn  die  Reihe 

m,  \m.  oA«),  firm 

zwischen  gewissen  Gränzen  convergirt,  zwischen  denselben  Grän- 
zen allgemein 

a*> =m  + fm + oAO) +1X3^0) +-. 


sein  soll,  und  sagt:  „Dieser  wichtige  Satz  ist  vielfach 
bestritten,  dennoch  aber  unzweifelhaft  richtig.“  Nun 
müssen  wir  aber  gestehen,  dass  das  Raisonnement,  — einen  an- 
deren . grössere  Strenge  für  sich  in  Anspruch  nehmenden  Namen 
können  wir  der  Darstellung  des  Herrn  Verfassers  in  diesem  Punkte 
nicht  wohl  einräumen,  — uns  keineswegs  von  der  Richtigkeit 
dieses  Satzes  überzeugt  hat,  dass  wir  vielmehr,  wie  früher,  auch 
jetzt  Doch  an  dessen  Unrichtigkeit  im  Allgemeinen  vollkommen 
festhalten.  Zugleich  sind  wir  der  Meinung,  dass  solche  an  eine 
ältere  Zeit  erinnernde  allgemeine  Raisonnements,  wie  das  hier 
angewandte,  bei  der  Begründung  solcher  Sätze  nicht  mehr  am 
Orte  sind,  sondern  dass  ganz  strenge  Restbetrachtungen  hier  mehr 
als  irgendwo  nur  allein  zur  Wahrheit  führen  können.  Und  wo 
man  diese  nicht  geben  kann,  sollte  man  dergleichen  Sätze  lieber 
gar  nicht  aufstellen,  viel  weniger  namentlich  Anfängern  zur  An- 
wendung empfehlen.  Ueber  das  von  dem  Herrn  Verfasser  zur 
Begründung  des  fraglichen  Satzes  in  Anwendung  gebrachte  Rai- 
sonnement uns  weiter  zu  verbreiten,  fehlt  uns  hier  der  Raum, 
was  aber  auch  nicht  weiter  nüthig  sein  wird,  wenn  wir  über  die 
folgende  Bemerkung  des  Herrn  Verfassers  noch  einige  Worte 
beigebracht  haben  werden.  Derselbe  sagt  nämlich:  „Cauchy 

namentlich  glaubt  ihn  *)  thatsächlich  dadurch  zu  widerlegen,  dass 


er  f{x)  = e 


setzt.  Alsdann  wäre  (§.  5.) 


2 -- 


/*(*)  = ~se 


rv> 


*)  d.  fa.  den  obigen  Satz. 
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und  für  * = 0 werden  diese  Grössen  dann,  wegen  e~°=0,  die 

Form  Q annebmen,  die  zwar,  wie  wir  §.  22.  sehen  werden,  so 

lange  Null  ist,  als  in  /'(■)(*)  die  Zahl  n es  ist  *),  aber  nicht  mehr, 
wenn  n unendlich  gross  wird.  Man  kann  also  in  diesem  Falle 
die  Reihe  (30)  **)  gar  nicht  anwenden , und  es  folgt  hieraus  kei- 

_ i 

neswegs,  wie  Cauchy  meint,  das  unrichtige  Resultat  e **  = 0.“ 

Wir  gestehen  gern,  dass  wir  im  letzteren  Theile  dieser  Be- 
merkung den  Herrn  Verfasser  nicht  recht  verstehen,  namentlich 
nicht  einzusehen  vermögen,  was  hier  die  Unterscheidung  zwischen 
einem  endlichen  und  unendlich  grossen  n für  eine  Bedeutung 
haben,  was  daraus  in  Bezug  auf  die  fragliche  Behauptung  Cau- 
chy's  folgen  und  geschlossen  werden  soll,  die  wir  vielmehr  in 
Uebereiostiramung  mit  Moigno,  Duhamel,  u.  s.  w.  für  völlig  ge- 
rechtfertigt halten. 

_ i 

Für  f(x)z=e  erhält  man  durch  successive  Differentiation 
leicht  nach  und  nach  die  folgenden  Ausdrücke: 

_ i_ 

/'(*)  —2x~se  **, 

i 

f"(x)  =( — 6*~4  -f-  4*-«)  e **, 

/”'(*)  =(24*-* -36*-*+  8*-®)e_^, 

f"\x)  = (- 120*-«  + 300*-®  - 144*- 10  + 16*-«)c~^, 

U.  8.  W.  U.  S.  W. 

und  schliesst  hieraus  auf  der  Stelle,  dass  allgemein  in  leicht  ver- 
ständlicher Bezeichnung: 

f n) (x)  = I -f  C^*-("+*)  + Q*-(«+  «)  -f- ....  4 Cn*—3“  lc~  ** 

ist , wo 

* « n n » 

Gi > G*,  (j,  Cii ....  Ci 

endliche  völlig  bestimmte  numerische  Coefficientcn  sind.  Also  ist: 

*)  Soll  wohl  heissen:  „als  in  /!")(*)  die  Zahl  tl  endlich  ist.“ 

**)  Eben  die  obige  Gleichung,  welche  hier  besprochen  wird. 
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^ %+Caxtm~*  + <^g**~* + ••• --f  G»^ uH&  ^ 


Sa«i* 


<x”e 


and  folglich , weil  bekanntlich  für  jedes  reelle  x ebne  Ausnahme : 


^ = 1+  -,  x 


11.11 


*+0*4  + 1.2.3'*#+ "" 


ist: 


« = - rr  i r~  i i . 7~ 

*,‘(1+i,?+il?+i.i3V+' ■•) 


oder 


-r*—2  +Cta?*-++CiX*‘-*  + ....+Cn- ix*  +C. 

= ... I ! ..  . + jL2,^ + .... + 


x3n  +jX 


Weil  man  nun  in  dieser  Formel  offenbar  die  positive  ganze  Zahl 
k beliebig  gross  anoehmen  kann,  wogegen  n immer  einen  end- 
lichen völlig  bestimmten  Werth  behält  nnd  hier  als  einen  solchen 
behaltend  aufgefasst  werden  muss,  so  wird  3n -2A  jedenfalls  enc  - 
lieh  negativ  werden,  und  daher  in  Folge  der  obigen  Formel  offen- 
bar für  jedes  positive  ganze  n immer 

/■(-)(©)  =0 

sein,  wobei  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht, 
dass  auch  ^(0)  = 0 

ist.  Alles  dieses  heisst  nur  so  viel,  dass  für  jedes  ganze  posi- 
tive n der  Werth  des  Differentialquotienten  ftn\x)  verschwindet. 
Von  einer  eigentlichen  Veränderlichkeit  des  »,  wie  diese  bei 
einer  eigentlichen  unabhängigen  Variablen  zur  Betrachtung  kommt, 
ferner  von  einer  dadurch  etwa  bedingten  Annäherung  einer  anderen 
Grösse  an  eine  gewisse  Gränze  oder  etwa  ein  Wachsen  dieser 
Grösse  ins  Unendliche,  ist  hier  gar  keine  Rede.  Man  weiss, 
wie  schon  gesagt,  ganz  einfach  nichts  weiter,  will  gar  nichts  wei- 
ter wissen  und  braucht  auch  gar  nichts  weiter  zu  wissen,  als  dass 
für  jedespositivrf  ganze  n,  d.h.  allgemein,  ^(“K0)  verschwin- 
det was  ich  oben  mit  jeder  mir  möglichen  Deutlichkeit  dargethan 
zu  haben  glaube.  Kommen  wir  nun  schliesslich  auf  den  Satz,  um 
welchen  es  sich  hier  handelt,  zurück,  dass  nämlich  zwischen  den 
Gränzen,  zwischen  welchen  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  in  folgender  Gleichung  convergirt,  allgemein 
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m = m +,  f rm + fy2  rm + y^rm + .... 

i_ 

sein  soll,  sn  müsste  auch  für  fix)  — e **  in  jedem  solchen  Falle 

+ Jao)+~aü) + j-Jgno) + ..... 

also,  weil  jetzt  allgemein /'(">(0)=0  ist,  allgemein  für  jedes  x 

_ i_ 

e **  = 0 

sein,  was  doch  gewiss  eben  so  unrichtig  ist,  als  es  unzweifelhaft 
ist,  dass  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
im  vorliegenden  Falle  convergirt.  Hält  man  sich  nur  an  den  Sinn, 
welcher  dem  fraglichen  Satze  beigelegt  und  in  welchem  dessen 
Richtigkeit  behauptet,  auch  an  die  Art  und  Weise,  wie 
derselbe  von  Jedem,  der  ihn  braucht,  jedenfalls  an- 
gewandt werden  wird,  so  scheint  es  mit  gar  nicht  zweifelhaft 
zu  sein,  dass  durch  das  obige  von  Cauchy  und  Anderen  ge- 
brauchte Beispiel  die  Falschheit  dieses  Satzes  (im  Allgemeinen) 
vollständig  nachgewiesen  wird.  Ein  anderes  von  Cauchy  gege- 
benes, zum  Nachweis  der  Falschheit  des  fraglichen  Satzes  in  der 
Allgemeinheit,  in  welcher  er  behauptet  wird,  geeignetes  Beispiel 
s.  m.  in  den  „Le^ons  sur  le  calcu.1  different! el.  Paris 
1829.  p.  105.  und  bei  Moigno  p.  72.,  so  wie  bei  Duhamel  (1841) 
p.  89.,  welcher  Letztere,  im  Anschluss  an  das  obige  Beispiel 
i 

f(x)  = e *■,  noch  allgemeiner  wie  Cauchy  sagt:  „II  suit  de 
lä,  que  si  F(x)  est  une  fonction  developpable  par  la  serie  de 
_ r 

Maclaurin,  F(x)-\-c  **,  developpee  par  la  memo  formule,  doo- 
nera  lieu  ä une  sdrie  convergente,  mais  qui  representera  F(x),  * 
et  sera  par  consequent  inexacte.“ 

Möge  der  Herr  Verfasser  in  diesen  Bemerkungen  nichts  wei- 
ter als  das  reine  Streben  nach  Wahrheit  erkennen.  Der  in  meh- 
reren Beziehungen  nicht  in  Abrede  zu  stellenden  Verdienstlich- 
keit seines  Buches,  die  wir  innerhalb  der  oben  näher  hezeichneten 
Gränzen  bereitwilligst  und  freudigst  anerkennen,  soll  dadurch  kein 
Abbruch  geschehen.  G. 

Geometrie. 

Ueber  die  Kegelschnitte.  Von  G.  Fr.  Tb.  Koch,  Ma- 
theinatikus  am  Gymnasium  zu  Budisstn.  Programm  des 
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Gymnasiums  zu  Budissin  von  Ostern  1851.  Budissin 
1851.  4. 


Dieses  schon  im  Jahre  1851  erschienene  Programm  ist  uns 
leider  erst  jetzt  bekannt  geworden.  Da  es  aber  zu  den  verdienst- 
lichen Schriften  gehört,  welche  die  Hauptsätze  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  aus  einem  allen  diesen  Curven  gemeinschaftlichen 
allgemeinen  Princip  abzuleiten  suchen,  und  sich  leicht  der  verdienten 
Beachtung  entziehen  möchte,  so  scheint  die  folgende,  freilich  verspä- 
tete Anzeige  wohl  gerechtfertigt  zu  sein.  Um  eine  deutliche  Ein- 
sicht in  das  Wesen  der  vom  Herrn  Verfasser  angewandten 
Methode  zu  gewinnen,  ist  es  nöthig,  die  folgenden  Erklärungen 
und  weiteren  Bestimmungen  mit  seinen  eigenen  Worten  vorauszu- 
schicken : 


„Eine  Linie,  die  aus  an  einander  grenzenden  Sehnen  einer 
krummen  Linie  besteht,  heisse  eine  Sehnenlinie  dieser  krum- 
men Linie,  und,  wenn  diese  Sehnen  alle  gleich  sind,  eine  gleich- 
seitige Sehnenlinie;  der  Winkel,  welchen  zwei  an  einander 
eränzende  Sehnen  einer  solchen  Sehnenlinie  mit  einander  bilden, 
heisse  ein  S ehn en w ink ei.  Die  gewöhnliche  Erklärung  der 
Kreislinie  mag,  der  später  davon  zu  machenden  Anwendung  wegen, 
mit  folgender  vertauscht  werden:  Eine  Linie,  die  so  gestaltet 

ist  dass  alle  Winkel  einer  gleichseitigen  Sehnenlinie  derselben, 
welche  aus  unendlich  vielen  gleichen  Sehnen  besteht,  immer  ein- 
ander gleich  sind,  welche  Länge  auch  die  gleichen  Sehnen  haben 
mögen!  ist  eine  Kreislinie.  Ist  jeder  der  gleichen  Winkel  die- 
ser Sehnenlinie  kleiner  als  2 R-,  so  schneiden  sich  alle  diese 
gleichen  Winkel  halbirenden  Geraden  in  einem  Punkte,  welcher 
von  allen  Punkten  der  Kreislinie  gleich  weit  entfernt  ist  und  Mit- 
telpunkt der  Kreislinie  heisst,  und  die  Kreislinie  ist  in  die- 
sem Falle  geschlossen,  wie  sich  aus  der  gegebenen  Erklärung 
der  Kreislinie  leicht  nachweisen  lässt.  Radius  und  Durch- 
messer haben  die  gewöhnliche  Bedeutung.  Eine  solche  ge- 
schlossene Kreislinie  heisse  eine  positive  Kreislinie,  die  von 
ihr  begränzte  Ebene  heisse  der  positive  Kreis  oder  die  posi- 
tive Seite  der  Kreislinie,  die  auf  der  andern  Seite  der  Kreis- 
linie liegende  unendliche  Ebene  heisse  der  negative  Kreis, 
oder  die  negative  Seite  der  Kreislinie.  Die  Gerade,  welche 
einen  der  gleichen  Winkel  einer  gleichseitigen  Sehnenlinie  einer 
Kreislinie  halbirt,  heisse  die  Aie  der  Kreislinie  oder  des  Krei- 
ses und  der  Scheitelpunkt  des  halbirten  Winkels  der  Anfang 
der  Axe.  Denkt  man  sich  nun  die  gleichen  W’inkel  einer  gege- 
benen gleichseitigen  Sehnenlinie  einer  gegebenen  Kreislinie  alle 
stetig  und  gleichmässig  zunehmend,  so  dass  sie  also  immer  ein- 
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ander  gleich  bleiben,  und  zwar  so,  dass  dabei  der  Anfang  der  Axe 
in  seiner  Lage  bleibt,  und  dass  die  Axe,  welche  einen  der  Win- 
kel der  gegebenen  Sehnenlinie  balbirt,  diesen  Winkel,  während 
er  zunimmt,  auch  immer  halbirt,  so  entsteht  dadurch  fortwährend 
eine  gleichseitige  Sehnenlinie,  welche  einer  sich  immer  ändernden 
Kreislinie  angehört,  deren  Radius  immer  zunimmt,  wie  leicht  zu 
beweisen.  Werden  die  Sehnenwinket  durch  diese  Zunahme  end- 
lich gestreckte  Winkel,  so  wird  die  Kreislinie,  welcher  dann  die 
gleichseitige  Sehnenlinie  angehört,  eine  unendliche  Gerade,  mit 
welcher  die  gleichen  Sehnen  selbst  zusammenfallen , und  die  die 
gleichen  Winkel  der  gleichseitigen  Sehnenlinie  balhirenden  Gera- 
den werden  alle  zu  einander  parallel,  die  Kreislinie  bat  keinen 
Mittelpunkt  mehr,  oder  ihr  Mittelpunkt  liegt  in  unendlicher  Ent- 
fernung, ihr  Radius  wird  unendlich  gross.  Eine  solche  Kreislinie 
heisse  eine  unendliche  Kreislinie.  Die  positive  Seite  dieser  un- 
endlichen Kreislinie  ist  immer  die  Seite  derselben,  welche  die 
positive  Seite  der  Kreislinie  war,  ehe  die  letztere  unendlich  wurde. 
Denkt  man  sich  das  oben  angenommene  Wachsen  der  gleichen 
Sehnenwinkel  noch  weiter  fortgesetzt,  so  werden  diese  Winkel 
gleiche  convexe  Winkel,  und  die  so  gebildete  Sehnenlinie  gehurt 
wieder  einer  geschlossenen  Kreislinie  an,  welche  sich  aber,  rück- 
sichtlich der  ersten  Kreislinie,  aus  der  sie  entstanden  ist,  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  des  Anfangs  der  Axe  schliesst,  gleich- 
sam umgebogen  ist,  so  dass  sie  nun  ihre  negative  Seite  einschliesst, 
und  ihre  positive  Seite,  die  unbegränzte  Ebene  ausserhalb  der 
Kreislinie,  ausschliesst.  Die  die  convexen  Sehnenwinkel  halbi- 
renden  Geraden  schneiden  sich  wieder  in  einem  Punkte,  wenn 
sie  rückwärts  verlängert  werden.  Die  Radien  einer  solchen 
Kreislinie  sind  also,  verglichen  mit  den  Radien  der  ersten  posi- 
tiven Kreislinie,  negativ,  denn  sie  entstehen,  wenn  die  die  glei- 
chen Sehnenwinkel  balhirenden  Geraden  über  die  Scheitelpunkte 
dieser  Winkel  hinaus  verlängert  werden,  während  die  Radien 
einer  positiven  Kreislinie  entstehen,  wenn  diese  Geraden  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  verlängert  werden.  Diese  Erwei- 
terung des  gewöhnlichen  Begriffs  vom  Kreise,  welche  nach  dem 
Gesetze  der  Stetigkeit  in  der  Construction  von  Raumbegriffen  sich 
aus  dem  obigen  Bildungsgesetze  der  Kreislinie  ergiebt,  ist  es 
hauptsächlich,  wqrauf  die  Allgemeinheit  der  Eigenschaften  aller 
Kegelschnitte  beruht,  und  dieser  weitere  Begriff  vom  Kreise  kann 
auch  sonst  mit  Vortheil  angewendet  werden,  wie  z.  B.  in  den 
Formeln  der  ßrechungsgesetze  der  Linsen. 

Unter  der  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Kreislinie  ist, ' 
entsprechend  der  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden,  - 

2* 
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die  kfl rgcsle  Gerade  zu  verstehen,  welche  sieb  vor»  denk  gegebe- 
nen Punkte  an  die  Kreislinie  ziehen  lässt,  welche  Gerade  be- 
kanntlich immer,  vorwärts  oder  rückwärts  verlängert,  durch  da« 
Ceotrura  der  gegebenen  Kreislinie  gebt. 

Auf  diese  Erklärungen  gründet  sich  nun  die  Erklärung  eines 
sogenannten  Kegelschnitt«.  Ein  Kegelschnitt  ist  nebmlieb 
eine  Linie,  io  welcher  jeder  Punkt  von  einer  gegebe- 
nen Kreislinie  und  einem  gegebenen  Punkte,  weicher 
auf  der  positiven  Seite  dieser  Kreislinie  liegt,  gleich- 
weit entfernt  ist 

Ist  die  gegebene  Kreislinie  eine  positive,  so  heisst  der  Ke- 
gelschnitt eine  Ellipse;  ist  die  gegebene  Kreislinie  eine  un- 
endliche, so  heisst  der  Kegelschnitt  eine  Parabel;  ist  die  gege- 
bene Kreislinie  eine  negative , so  heisst  der  Kegelschnitt  eine 
H y per  bei,“ 

Anf  die  vorhergehende  allgemeine  Erklärung  gründet  der  Herr 
Verfasser  nnn  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  wobei  er  sich,  da 
seine  Schrift  zugleich  einen  pädagogischen  Zweck  bat,  ganz 
richtig  einer  gemischten  geometrischen  und  algebraischen  Methode 
bedient,  indem  er  die  algebraische  Rechnung  stets  an  eine  Figur 

anschiiesst. 

» 

Möge  die  Schrift  hierdurch  der  Beachtung  unserer  Leser 
empfohlen  sein. 


M e chanik. 

Ueber  Seilcurven.  Von  Dr.  T.  Spieker,  Oberlehrer 
an  der  Rea  I sch  ule  zu  Po  tsd  a m.  ( V ierter  Jah  r es  b er  ich  t 
der  Städtischen  Realschule  zu  Potsdam.)  Potsdam. 
1858.  4°. 

Oer  Herr  Verfasser  hat  schon  in  einem  früheren  Programm 
des  Gymnasiums  zu  Bernburg  (1852)  eine  verdienstliche  Arbeit 
über  Seilpolygone  und  die  Kettenlinie  geliefert,  welches  im  Lite- 
rarischen Berichte  Nr.  LXXV1II.  S.  971.  mit  verdientem  Lobe  an- 
gezeigt, und  namentlich  der  bei  dieser  Untersuchung  angewandteu 
elementaren  Methode  das  Wort  geredet  worden  ist.  Au  jene 
frühere  Arbeit  schiiesst  sich  die  vorliegende  zwar  in  gewisser 
Weise  an,  ist  aber  dessenungeachtet  von  derselben  unabhängig 
und  als  eine  ganz  selbstständige  Untersuchung  zu  betrachten,  weil 
der  Herr  Verfasser,  ohne  auf  seine  frühere  Arbeit  zurückzugehen, 
die  Differentialgleichungen  der  Seilcurven  hier  in  selbstständiger 
Weise  aus  den  leicht  zu  gewinnenden  Grundeigenschaften  der 
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Seiipulygone  entwickelt  hat  Denn  »lass  bei  dem  vorliegenden 
Gegenstände  mit  blossen  elementaren  Methoden  ohne  die  grösste 
Weitläufigkeit  nicht  mehr  auszukommen  war,  verstehtsich  von  selbst. 

Die  von  dem  Herrn  Verfasser  bei  seiner  Untersuchung  be- 
folgten allgemeinen  Gesichtspunkte  giebt  derselbe  auf  folgende 
Art  an:  „Gin  in  zwei  Punkten  befestigtes,  vollkommen  biegsa- 
mes und  unausdehnbares  Seil  bildet,  wenn  nur  parallele  Schwer- 
kräfte auf  dasselbe  wirken,  eine  Seil-  oder  Kettencurve. 
Sind  die  Schwerkräfte  ausserdem  gleich,  ist  z.  B.  das  Seil  überall 
von  gleicher  Dicke  und  Dichtigkeit,  so  ist  diese  Curve  die  ge- 
meine Kettenlinie.  Sind  dagegen  die  Schwerkräfte  verschie- 
den , ändert  sich  z.  B.  die  Dichtigkeit  des  Seils,  so  entstehen, 
so  bald  diese  Aendernng  eine  continuirliche  ist,  Seilcnrven  von 
verschiedener  Gestalt.  Ist  nun  eine  Seitcurve  ihrer  Gestalt  nach 
bekannt,  so  ist  die  erste  Frage  nach  dem  Gesetze,  welches  die 
an  ihr  wirkenden  Schwerkräfte  und  die  Spannungen  innerhalb  des 
Seils  bei  ihrer  Aenderung  befolgen.  Nicht  minder  interessant  ist 
das  umgekehrte  Problem,  für  ein  vorgeschriebenes  Aenderungs- 
gesetz  der  Kräfte  oder  Spannungen  die  Gestalt  der  Kettencurve 
zu  finden.  Auch  die  Krümmung  und  der  Schwerpunkt  dieser  Ge- 
bilde sind  in  Untersuchung  zu  ziehen,  und  zeigen  gerade  sehr 
allgemeine  und  einfache  Resultate.*' 

Geleitet  von  diesen  allgemeinen  Grundansichten  hat  der  Herr 
Verfasser  nun  nach  und  nach  zum  Gegenstände  seiner  Unter- 
suchung gemacht:  I.  Die  Grundrelationen.  H.  Kräfte  und 
Spannungen  gegebener  Seilcurven.  1.  Der  Kettenkreis. 

2.  Die  Kettenparabel.  3.  Die  gleichseitige  Hyperbel  als  Seilcurve. 
4.  Die  Kettencycloide.  III.  Seileurven  gegebener  Kräfte 
oder  Spannungen.  (Ein  lehrreiches  Kapitel,  in  welchem  der 
Herr  Verfasser  jeden  der  drei  Fälle,  jenachdem  die  Schwerkräfte 
1.  von  dem  Bogen  i;  oder  2.  von  den  Coordinaten  .r,  y;  oder 

3.  von  dem  Neigungswinkel  <p  der  Berührenden  gegen  den  Hori- 
zont abhängen,  besonders  betrachtet  hat,  was  Alles  wieder  dnrch 
zweckmässig  gewählte  und  manche  interessante  Beziehungen  dar- 
bietende Beispiele  erläutert  wird.)  IV.  Krümmung  der  Ket- 
tencurven  ira  Scheitel.  V.  Schwerpunkt  der  Ketten- 
curve n. 

Indem  wir  uns  mit  dieser  allgemeinen  Inhaltsangabe  dieses 
sehr  lesenswerten  Programms  begnügep  müssen,  können  wir  nur 
noch  im  Allgemeinen  hinzufügen,  dass  wir  dasselbe  für  einen  sehr 
dankenswerten  Beitrag  zur  höheren  Geometrie  und  Mechanik  hal- 
ten, wodurch  der  Herr  Verfasser,  wie  durch  seine  oben  erwähnte, 
mehr  elementar  gehaltene  Arbeit,  einen  neuen  Beweis  seines 
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schönen  Talents  für  die  zweckmässige,  möglichst  einfache  Be- 
handlung solcher  Gegenstände  geliefert  hat,  wozu  wir  ihm  und 
der  Lehranstalt,  welcher  er  seine  Kräfte  widmet,  von  Herzen 
Glück  wünschen. 


Krystallographie. 

Ergänzungen  zur  Krys  tallometrie  des  regulären 
Systems.  Von  Dr.  J.  H.  T.  Müller,  Oberschulrath  und 
Director  des  Herzoglichen  Realgymnasiums  zu  Wies- 
baden. Wiesbaden.  Ohne  Jahreszahl.  4. 

Diese  Schrift  enthält  in  ihrer  ersten  Hälfte  ein  abgeschlosse- 
nes Ganzes,  nämlich  eine  Tafel  der  Cosinus  aller  Flächenwinkel 
des  allgemeinsten  Körpers  des  regulären  Systems,  in  einer  dem 
Bedürfnisse  der  Theorie  entsprechenden  Bezeichnungsweise.  Der 
zweiten  Hälfte,  welche  ein  Bruchstück  einer  ausführlicheren  Ar- 
beit ist,  kam  es  lediglich  darauf  an,  den  Weg  zu  zeigen,  wie 
man  aus  ein  Paar  Keilen  des  AchtundvierzigOächners  dessen 
Axen  bestimmen  könne,  während  die  Krystallograpben  nur  den 
umgekehrten  Weg  zu  zeigen  pflegen,  der  den  Mineralogen  über 
die  Art  zu  den  AxencoeflGcienten  durch  Messung  zu  gelangen  im 
Dunkeln  lässt.  Das  den  kleinen  Aufsatz  beschliessende  Abhän- 
gigkeitsgesetz der  drei  Achtundvierzigflächnerkeile  dürfte  bisher 
noch  nicht  bekannt  gewesen  sein,  und  verdient  den  für  Krystal- 
lographie sich  interessirenden  Lesern,  so  wie  die  ganze  verdienst- 
liche Schrift,  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 


C u r i o s i t ä t. 

In  einem  den  so  eben  erschienenen  Grundlehren  der  höhe- 
ren Analysis  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Thl.  II.  Integral- 
rechnung. Braunschweig  1858.  beigegebeneu  „Offenen 
Sendschreiben“  findet  sich  am  Ende  folgende 

„Literarische  Anzeige.“ 

i 

„Ich  halte  es  für  nothwendig:  Blätter  für  mathematische 
Antikritik  in  zwanglosen  Heften  herauszugeben,  damit  die  man- 
cherlei schiefen  Ansichten  und  grundlosen  Urtheile,  welche  nament- 
lich in  den  secuodären  mathematischen  Zeitschriften  verbreitet 
werden,  in  das  gehörige  Licht  gestellt  werden! 

Heidelberg,  den  25.  Jan.  1858.  ' Dr.  Schnuse.“ 


Herr  Schnuse  und  Kritik!!! 
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Systeme,  Lehr-  und  Wtfrterbiieher. 

J.  Salomen,  Lehrbuch  der  Elementar- Mathematik  für  Ober- 
Real -Schulen.  2.  Hd. : Die  Elemente  der  Geometrie.  2.  Auf), 

gr.,  8°.  geh.  Wien.'  2 Thlr.  ' ’ , "j 

Arithmetik.  ti'rfT  4\*  y>* 

J.  Heger,  Heber  die  Auflösung  eines  Systems  von  mehreren 
unbestimmten  Gleichungen  des  ersten  Grades  in  ganzen  Zahlen, 
gr.  4°.  geh;  Wien.  2 Thlr. 

J.  Petzval,  Integration  der  linearen  Differential-Gleichungen 
mit  constanten  und  veränderlichen  Coefficienten.  5.  Lief.  gr.  4?. 
geh.  Wien.  3 Thlr. 


Geometrie. 

R.  Guinodie,  Trait4  de  l’application  de  l’alg£bre  ä la'gdd- 
mdtrie  ä deux  et  ä trois  dimensions,  dans  lequel,  par  les  secours 
de  l’analyse  algebrique,  ont  efd  resolus  plnsienrs  problümes  itn- 
portnnts  de  Ia  geomätrie  descriptive,  et  ont  etd  trouveeS  les  ex- 
pressions  des  rayons  de  courbure  et  les  equations  des  ddvelbp 
pries  des  courhes  du  second  degre.  Paris.  4°.  Mit  28  Taf.  0 Thlr. 

M.  Hartmann  Edler  von  Franzenshuld,  Grundlchren  der 
analytischen  Geometrie  des  Raumes  als  Vorbereitungslehre  für 
höhere  Studien  in  diesem  Fache,  gr.  8°.  Wien.  geh.  1 Thlr. 

H.  Heilermann,  Sammlung  geometrischer  Aufgaben.  2.  Thl. 
12°.  geh.  Coblenz.  */4  Thlr. 

J.  Fr.  Ley,  Lehrbuch  der  Geometrie.  1.  Thl.  A.  m.  d.  Tr: 
Die  Planimetrie.  Mit  eingedr.  Holzschnitten.  Bonn.  18  Ngr. 

J,  Schneider,  Anfangsgründe  der  Planimetrie.  8°.  geh. 
Wien.  16  Ngr. 

G.  Spürer,  Die  ebene  Geometrie  und  Trigonometrie  für  den 
Sehulgebr.  bearbeitet.  1.  Hft.  2.  Aufl.  gr.  8°.  geh.  Aoclam.  ’/4  Thlr. 

Trigonometrie.  V.r  d‘i  , 

J.  E.  Boner,  Trigonometrie.  I.  Cnrsus,  gr.  8".  geh.  Mün- 
ztet. 8%  Ngr.  p! 

Praktische  Hechanlk. 

.1.  B.  ßelunger,  Thdorie  de  la  r4sistance  et  de  la  flexion 


Digitized  by  Google 


plane  de«  solides  dont  les  dimcnsions  transversales  sollt  petites 
relativement  ä leur  longuear.  Paris.  8°.  Mit  1 Tal'.  1 Thlr. 

F.  K.  H i Hardt , Perspectiil  scher  Zeichen  - Apparat,  welcher 
es  einem  Jeden  möglich  macht,  die  Theorie  der  Perspective  aus 
leicht  anzustellenden  Beobachtungen  abzuleiten  etc.  gr.  8°.  geh. 
Wien.  •/,  Thlr. 

Astronomie. 

Annales  de  l’Ohservntoire  imperial  de  Paris  par  Urb.  Le 
Verrier.  Tome  111.  Paris.  4°.  Mit  1 Taf.  9 Thlr. 

M.  Riedig,  Himmelsatlas  in  20  Blatt,  nach  den  grossen 
Bode’schen  Sternkarten  gezeichnet.  2.  Aufl.  qu.  16.  geh.  Leip- 
sig.  •/,  Thlr. 

a > i i • • / ■ Physik. 

A.  Abraiiski-,  Vorträge  über  höhere  Physik,  gehalten  an 
der  k.  k.  Lemberger  Hochschule  in  den  Jahren  1861/56.  I»  Rd. 
1.  Lief.  (1.  Abth. : Polarwirkende  Naturageiitien.)  Lemberg.  4°. 
1 Thlr. 

P.  Beron,  Origine  des  Sciences  physiques  et  naturelles,  et 
des  Sciences  metaphysiques  et  morales,  constatee  suivant  les  lois 
physiques  dans  l’origine  commune  des  fluides  impnnddrables,  de 
la  ponderabilite,  de  la  pesanteur,  du  niouvement  et  des  trois  etats 
des  corps,  avec  plusieurs  gravures  dans  le  texte.  In  4.  Paris. 

P.  E.  J.  Crüger,  Schule  der  Physik,  auf  elufache  Experi- 
mente gegründet  und  in  populärer  Darstellung  für  Schule  und  Haus 
methodisch  bearbeitet.  4.  Aufl.  bf.  8.  geh.  Erfurt.  2 Thlr. 

A.  Guyot,  Tables,  Meteorological  and  Physical,  prepared  for 
the  Smithsonian  Institution.  Royal  8.  London  and  Washington.  14  s. 

Ln.  Jeuyns,  Observations  in  Meteorology  relating  to  Tem- 
perature,  the  Winds,  Atmospberic  Pressure,  the  Aqueous  Pbeno- 
mena  of  the  Atmosphere,  Weather  Changes,  etc.;  being  chiefly 
the  Results  of  a Meteorological  Journal  kept  for  Nineteen  Years 
at  Swaffham  Bulbeck,  in  Cambridgeshire,  and  serving  as  a Guide 
io  the  Climate  of  that  Ps^rt  of  England.  London.  8°.  4Thlr.6Ngr. 

Vermischte  Schriften. 

Mathematische  Abhandlungen  der  k.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.  Aus  d.  J.  1857.  gr.  4°.  geh.  Berlin.  1 Thlr. 

Physikalische  Abhandlungen  der  k.  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1857-  gr.  4°,  geh.  Berlin.  2 Thlr. 

J.  Strehl,  Aufgaben  zur  Berechnung  der  Flächen  u.  der  geo- 
metrischen Körper,  nebst  Aufgaben  aus  der  Fisik  und  Mechanik. 
3.  Aufl.  geh.  Wien.  16  N’gr. 
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Verlag  von  H.  Bäh  lau  ln  Weimar. 

Barfuss,  Dr.  Fr.  W.,  Lehrbuch  der  Arithmetik. 
Mit  einem  Vorworte  vom  Professor  Dr.  Kunze, 
gr.  8°.  20  Bogen.  Preis  1 Thlr. 

Dieses  Lehrbuch  eignet  sich  durch  seinen  lichtvollen  Vortrag 
und  durch  überall  sorgfältig  ausgeführte  Beispiele  zum  Lehrbuch 
in  öffentlichen  Schulen,  wie  auch  zum  Uebungsbuch  für  den  eige- 
nen Unterricht.  Die  Verlagshandlung  bat  sich  bemüht,  durch  eine 
zweckmässige  Ausstattung  und  durch  einen  niedrigen  Preis  den 
Ansprüchen,  welche  in  dieser  Beziehung  an  ein  Schulbuch  ge- 
macht worden,. zu  entsprechen. 

Kunze,  A.,  Die  aufsteigenden  Kettenbrüche. 
Eine  Zugabe  zu  allen  Lehrbüchern  der  Arith- 
metik. Preis  6 Sgr. 


Bei  Ferdinand  Enke  in  Erlangen  ist  erschienen  und 
durch  alle  Buchhandlungen  des  In-  und  Auslandes  zu  beziehen: 

Reichardt,  Dr.  E.,  Die  chemischen  Verbindun- 
gen der  anorganischen  Chemie,  geordnet  nach  dem 
elektro- chemischen  Verhalten,  mit  Inbegriff  der  durch 
Formeln  ausdrückbaren  Mineralien.  1858.  gr.  8.  br. 
1 Thlr.  26  Sgr.  oder  3 fl.  12  kr. 

Zeitschrift,  kritische,  fiir  Chemie,  Physik  nnd 
Mathematik.  Herausgegeben  in  Heidelberg  von  A.  Ke- 
kule,  F.  Eisenlohr,  G.  Lewinstein  und  M.  Can- 
to r.  1858.  Jährlich  6 Hefte.  8.  3 Thlr.  18  Sgr. 
oder  6 fl. 
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Am  15.  August  (1858)  starb  in  Giessen  der  als  Lehrer  sehr 
geschätzte  ausserordentliche  Professor  Dr.  Friedrich  Zammi- 
uer,  erst  41  Jahr  alt.  Derselbe  hat  sich  auch  durch  mehrere 
verdienstliche  schriftstellerische  Leistungen  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik  und  Physik  vortheilhaft  bekannt  gemacht  und  einen 
geachteten  Namen  erworben.  Dem  Herausgeber  des  Archivs  hat 
er,  so  lange  dieser  mit  ihm  in  Briefwechsel  zu  stehen  das  Glück 
hatte,  sehr  viele  Freundlichkeit  erwiesen,  was  ihm  stets  ein  dank- 
bares Andenken  in  dessen  Herzen  sichern  wird,  um  so  mehr, 
weil  die  höchst  ehrenhafte  Gesinnung  und  Lebensauschauung,  die 
in  allen  seinen  Briefen  sich  aussprach,  die  grösste  Achtung  vor 
seinem  trefflichen  Charakter  erwecken  musste,  und  seinen  frühen 
Verlust  für  sein  Vaterland  und  die  Wissenschaft  nur  als  einen 
um  so  grösseren  erscheinen  und  bedauern  lässt.  Wir  unterlassen 
jetzt  mehr  über  den  Verstorbenen  zu  sagen,  wünschen  aber  sehr, 
dass  uns  recht  bald  aus  kundiger  Feder  ein  zugleich  seiue  wis- 
senschaftlichen Leistungen  würdigender  Necrolog  eingesnndt  wer- 
den möge,  deu  in  den  Literar.  Ber.  unserer  Zeitschrift  aufzuneh- 
men uns  zu  wahrer  Freude  gereichen  wird.  G. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Annuaire  de  l’Academie  Royale  des  Sciences,  des 
(ettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  1858.  Viogt- 
quatrieme  annee.  Bruxelles.  1858. 
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Ausser  seinem  allen  Jahrgängen  gemeinschaftlichen  Inhalte  über 
die  Einrichtung  der  Akademie  und  die  Vorgänge  in  derselben,  ent- 
hält dieser  Jahrgang  eine  von  Herrn  D'Omaiius  d’Halloy  ver- 
fasste Notice  (biographique)sur  Andre  Dumont,  Me nibre 
de  l’Acaddmie,  nd  ä Liege  le  15  Fevrier  1809,  ddcedd  a 
Moos  le  28.  Fevrier  1857,  welcher  als  Mineralog  und  Geolog 
dem  Kreise  des  Archivs  ferner  steht.  Aber  in  literarischer  Rück- 
sicht ist  dieser  Jahrgang  sehr  wichtig,  und  fordert  eine  Anzeige 
in  diesen  Literarischen  Berichten.  Denn  derselbe  enthält  auf 
114  Seiten  ein  vollständiges  Inhalts  verzeichniss  der  in  wissen- 
schaftlicher Rücksicht  so  wichtigen  Memoiren  der  Belgischen 
Akademie,  welches  für  jeden  Mathematiker,  Physiker  u.  s. ,w.  ein 
sehr  wichtiges  literarisches  Hülfsmittel  sein  wird,  wenn  er  bei 
seinen  eigenen  Arbeiten  auf  die  Arbeiten  Belgischer  Gelehrten 
snrückzugehen  Veranlassung  finden  sollte,  weshalb  wir  unsere 
Leser  auf  dieses  höchst  verdienstliche  inhaltverzeichniss  dringend 
aufmerksam  machen.  Dasselbe  besteht  aus  den  folgenden  Ab- 
theilungen:  I.  Table  generale  par  voluines.  p.  102 — p.  132. 
Nouveaux  memoires  de  l’Academie  royale  des  Sciences  et  des 
belles-lettres  de  Bruxelles.  Mdmoires  des  roembres.  Tome  I. 
1820.  — Tome  XXX.  1857.  — p.  133.  — p.  147.  Memoires  cou- 
ronnds  par  l'Acaddmie  royale  des  Sciences  et  des  belles-lettres 
de  Bruxelles.  Tome  I.  1847.  — Tome  XXVI11.  1856.  4°.  — 

p.  148.  — 149.  Memoires  couronnds  publies  dans  le  formst  in  8°. 
Tome  1.  1840.  — Tome  VI.  1855.  — II.  Table  des  noms  d’au- 
teurs  p.  151. — p.  182.  — 111.  T able  des  matieres  p.  183.— 214. 

Möchten  doch  auch  andere  Akademien  solche  vollständige 
Verzeichnisse  ihrer  Schriften  veröffentlichen,  die  für  alle,  denen 
keine  grossen  öffentlichen  Bibliotheken  zu  Gebote  stehen,  eins  ehr 
wichtiges  Hülfsmittel  darbieten  und  gewiss  mit  grossem  Danke  auf- 
genommen werden  würden.  Auch  möchte  — beiläufig  gesagt  — eine 
Fortführung  des  für  seine  Zeit  sehr  verdienstlichen : Repertorium 
commentationum  a societatibus  litterariis  editarutn. 
Secundum  disciplinarum  ordinemdigessit  J.  D.  Reuss. 
(Mathesis  etc.  etc.  Tom.  VII.  Gottingae.  1808.)  bis  auf  die 
jetzige  Zeit  ein  sehr  anzurathendes  literarisches  Unternehmen  sein, 
und  gewiss  von  allen  Gelehrten  mit  Dank  aufgenommen  werden. 


Trigonometrie. 

Logaritbmisch  - trigonometrische  Dreiecksberech- 
nung. Eine  Sammlung  berechneter  Beispiele  für  den 
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Schulgebrauch.  Von  C.  Powalky.  Ebene  Trigonome- 
trie. Berlin.  I>ü  mini  er.  1858.  8°. 

Diese  Schrift  enthält  eine  grosse  Anzahl  berechneter  numerischer 
Beispiele  zur  ebenen  Trigonometrie,  und  scheint,  so  weit  sich  ohne 
längeren  Gebrauch  darüber  urtheilen  lässt,  mit  grossem  Heisse  und 
grosser  Sorgfalt  bearbeitet  zu  sein.  Für  die  ebene  Trigonometrie 
hat  sich  der  Herr  Verfasser  darauf  beschränkt,  eine  grosse  Aus- 
wahl von  jeder  Art  der  einfachen  Dreiecks -Berechnungen  zu  ge- 
ben und  ausserdem  einige  einfache  und  Zusammengesetze  Bei- 
spiele der  Aufgabe : Wenn  4 Punkte  gegeben  sind,  die  Entfernung 
von  zweien  derselben  und  die  Winkel  an  jedem  von  2 Punkten 
nach  den  anderen  3 Punkten,  die  Entfernung  der  anderen  Punkte 
von  einander  und  im  Allgemeinen  die  Seiten,  Diagonalen  und 
Winkel  des  durch  die  4 Punkte  bezeichneten  Vierecks  zu  be- 
stimmen (mit  Einschluss  des  nach  Pothenot  benannten  Problems). 
Die  uns  noch  nicht  vorliegenden  Aufgaben  aus  der  sphärischen 
Trigonometrie  sollen  häutig  eine  astronomische  Einkleidung  er- 
halten, wobei  für  die  zu  Grunde  zu  legenden  Zahlen- Angaben  das 
Berliner  Jahrbuch  für  1860  benutzt  worden  ist,  wobei  wir 
Im  Interesse  preussischer  Schulen  bemerken,  dass  wir  lieber  ge- 
sehen hätten,  wenn  der  Herr  Verfasser  das  nautische  Jahr- 
buch von  Bremiker  zu  Grunde  gelegt  hätte,  welches  viel 
wohlfeiler  ist  als  das  Berliner  Jahrbuch  (es  kostet  nur  15  Sgr.) 
und  schon  deshalb  den  Schulen  weit  näher  liegt,  ganz  abge- 
sehen von  seinem  für  iSchulen  sich  auch  mehr  eignenden  In- 
halte. In  einer  Einleitung  sind  die  allgemeinen  Rechnungsvor- 
schriften in  geeigneter  Weise  erläutert.  Wir  glauben  auf  diese 
Schrift  als  ein  zweckmässiges  Hülfsmittel  für  den  Unterricht  in 
der  Trigonometrie  aufmerksam  machen  zu  müssen,  namentlich 
auch  wegen  der  grossen  Reichhaltigkeit  seines  Inhalts. 


Mechanik. 

Lehrbuch  der  höheren  Mechanik  von  Louis  Navier. 
Deutsch  herausgegeben  von  Ludewig  Mejer,  Lehrer 
am  Lyceum  zu  Hannover.  Navier’s  Lehrbuch  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung.  Supplementband. 
Hannover.  Hahn.  185S.  8.  1 Th  Ir. 

Diese  Uebersetzuug  des  Ilesum^  des  le;ons  de  meca- 
nique  donnees  ä l’ecole  poly  techui  que  par  AI.  Navier. 
Paris.  1841.  ist  mit  Flciss  und  Sachkenntniss  gearbeitet,  und  wird 
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manchen  praktischen  Lehranstalten,  auf  denen  das  Bnch  als  Lehr- 
buch gebraucht  wird,  willkommen  sein.  Das  Buch  bietet  manche 
Eigentümlichkeiten  dar,  namentlich  in  der  Entwickelung  der 
Grundelemente  der  Statik,  die  freilich  sich  schwerlich  allgemei- 
nen Beifalls  erfreuen  dürfte,  was  auch  der  Vorredner,  Herr  Pro- 
fessor Wittstein  in  Uannover,  ganz  richtig  andeutet.  Wir  ha- 
ben aber  darüber  hier  um  so  weniger  weiter  etwas  zu  bemerken, 
weil  der  Inhalt  des  schon  im  Jahre  1841  erschienenen  und  sehr 
verbreiteten  Buchs  allgemein  bekannt  ist,  und  es  hier  zunächst 
nur  darauf  ankam,  die  Existenz  der  vorliegenden  recht  guten 
Uebersetzung  anzuzeigen. 


Geodäsie. 

Studien  über  die  Methoden  und  die  Benützung  hyp- 
sometrischer Arbeiten,  nachgewiesen  an  den  Ni- 
veau verhältni ss en  der  Umgebungen  von  Prag.  Ein 
neuer  Beitrag  zur  Geodäsie  und  zur  Urographie  von 
Carl  Koristka,  Professor  der  Geodäsie  am  polytech- 
nischen Institute  zu  Prag,  der  Künigl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  daselbst  und  mehrerer  anderen 
gel  ehrten  Gesellschaften  Mitgliede.  Mit  zweiNiveau- 
karten  und  mehreren  Holzschnitten.  Gotha.  Justus 
Perthes.  1858.  4».  2 Thlr.  10  Sgr. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden  verdienstlichen  und  in 
vielen  Beziehungen  wichtigen  Werks  hat  seit  einer  längeren  Reihe 
von  Jahren,  theils  auf  Veranlassung  der  k.  k.  geologischen  Reichs- 
anstalt  in  Wien,  theils  auf  Veranlassung  der  naturwissenschaft- 
lichen Section  des  böhmischen  Landes-Museums,  sich  mit  hyp- 
sometrischen und  orographischen  Arbeiten  in  den  nordöstlichen 
Alpen  und  in  der  iStadt  Prag  und  deren  Umgebungen  eifrig  be- 
schäftigt, und  diesen,  je  mehr  es  an  dergleichen  Arbeiten  leider 
noch  fehlt,  desto  verdienstlichem  Arbeiten  einen  grossen  Theil 
seiner  Zeit  und  Kräfte  gewidmet.  Als  eine  Frucht  dieser  Arbei- 
ten, namentlich  der  letzteren,  kann  dieses  Werk  betrachtet  wer- 
den. Um  aber  den  Leser  sogleich  auf  den  richtigen  Standpunkt 
zu  stellen,  aus  welchem  er  dasselbe  zu  beurtheilen  bat,  und  ihm 
den  richtigen  Maassstab  für  dessen  Wichtigkeit  an  die  Hand  zu 
geben,  müssen  wir  gleich  von  vorn  herein  bemerken,  dass  dasselbe 
keineswegs  bloss  die  Resultate  der  in  Prag  und  dessen  Umge- 
bungen ausgcfiihrten  hypsometrischen  Arbeiten,  sondern  vielmehr 
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ganz  besonders  eine  nach  unserer  Meinung  vorzügliche  Anleitung 
su  der  Ausführung  und  Anordnung  solcher  Arbeiten  überhaupt, 
welche  durch  jene  speciellen  Arbeiten  in  Prag  und  seinen  Um- 
gehungen wie  durch  ein  vollständig  ausgeffihrtes  Beispiel  treff- 
lich erläutert  wird,  enthält,  so  dass  wir  das  vorliegende  Werk 
für  Jeden,  der  mit  der  Ausführung  ähnlicher  Arbeiten  sich  zu 
beschäftigen  beabsichtigt,  unentbehrlich  halten.  Und  eben  wegen 
seines  trefflichen  Gehalts  in  allgemein  wissenschaftlicher  oder 
theoretischer  Beziehung  — neben  den  sehr  verdienstlichen  prak- 
tischen Resultaten  — muss  dieses  Werk  als  ein  sehr  werthvoller 
Beitrag  zur  Geodäsie  überhaupt  betrachtet  werden. 

Von  dpn  verschiedenen  Methoden,  nach  denen  HOheobestlm- 
mutigen  sich  ausführen  lassen,  hat  der  Herr  Verfasser  die  drei 
wichtigsten  und  in  der  Praxis  bei  Weitem  am  Häufigsten  und 
mit  der  grössten  Aussicht  auf  hinreichende  Genauigkeit  in  An- 
wendung kommenden,  nämlich  die  trigonometrische  Methode, 
das  Nivellement  im  eigentlichen  Sinne  und  die  barometrische 
Methode,  deren  Kenntniss  natürlich  im  Allgemeinen  bei  dem  Leser 
vorausgesetzt  wird,  einer  sorgfältigen  Untersuchung  unterworfen, 
riicksichtlich  der  von  ihnen  zu  erwartenden  Genauigkeit  gegen 
einander  abgewogen,  und,  was  wir  überhaupt  für  ein  wesentliches 
Verdienst  dieses  Werks  halten,  die  möglichen  Fehler  vollständig 
nachgewiesen,  so  wie  deren  Einfluss  auf  die  Resultate  genau 
untersucht  und  dadurch  überall  einen  Maassstab  für  die  zu  errei- 
chende Genauigkeit  oder  eine  Gränze  für  die  zu  befürchtenden 
Fehler  zu  gewinnen  gesucht,  wobei  durchgängig  die  bekannten 
neueren  theoretischen  Methoden,  welche  man  dergleichen  Bestim- 
mungen zu  Grunde  zu  legen  hat,  mit  grosser  Umsicht  in  Anwen- 
dung gebracht  worden  sind.  Der  trigonometrischen  Methode  ist 
mit  Recht  die  meiste  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  dieselbe 
ist  bei  den  Messungen  in  den  Umgebungen  Prags  vorzugsweise 
oder  fast  durchgängig  in  Anwendung  gebracht  worden.  Die  zur 
Berechnung  der  Höhen  in  Bezug  auf  einen  gewissen  Horizont 
erforderlichen  Distanzen  hat  der  Herr  Verfasser  aus  guten  Karten 
entnommen,  was  immer  nothwendig  und  zweckmässig  sein  wird, 
wenn  die  Messungen  vorzugsweise  hypsometrischen  Zwecken 
dienen,  und  nicht  zu  viele  Zeit  für  sich  in  Anspruch  nehmen  sollen. 
Zur  Messung  der  Höhenwinkel  ist  aber  auf  S.  6.  ein  zweckmässi- 
ges, namentlich  sehr  leicht  transportables  Instrument  beschrieben 
worden,  bei  welchem  eigentlich  das  den  bekannten  trefflichen 
Stampfer 'sehen  Nivellir- Instrumenten,  die  in  dem  polytechni- 
schen Institute  in  Wien  in  so  ausgezeichneter  Weise  verfertigt 
werden,  zu  Grunde  liegende  Princip  der  Winkelmessung  durch  die 
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Schraube  au  einem  kleinen  leicht  transportablen  Theodoliten  in  An- 
wendung gebracht  worden  ist,  so  dass  sich  mit  diesem  Instrumente 
Winkel  bis  6°  sehr  scharf,  bis  50°  noch  mit  der  Genauigkeit  einer 
Minute  messen  lassen.  Nimmt  man  das  umlegbare  Fernrohr  aus 
den  Trägern,  so  kann  das  Instrument  in  ein  kleines  leichtes  Le- 
derfutteral gepackt  und  bei  den  grössten  Gebirgsreisen  an  einem 
Hängerieuien  ohne  besondere  Beschwerlichkeit  getragen  werden. 
Als  Stativ  dient  ein  Zapfenstativ,  dessen  drei  Füsse  sich  auf  der 
Reise  gut  in  einen  einzigen  starken  zusammen  legen  lassen  *). 
Das  eigentliche  Nivellement  ist,  wie  zu  erwarten  war,  in  der 
Stadt  Prag  selbst  und  ihren  nächsten  Umgebungen  angewandt 
worden , wobei  der  Assistent  bei’m  Lehrfache  der  Geodäsie  am 
Prager  polytechnischen  Institute,  Herr  M.  Sluka,  die  verdienst- 
lichste Hülfe  leistete**);  und  die  barometrische  Methode  hat  über- 
all, wo  ihr  Gebrauch  zweckmässig  schien  und  namentlich  eine 
Vergleichung  mit  früheren  derartigen  Messungen  gestattete,  An- 
wendung gefunden. 

In  dem  zweiten,  „die  orographischen  Resultate“  über- 
schriebenen  Abschnitte  beschäftigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  sehr 
lehrreicher  Weise  zunächst  mit  den  verschiedenen  graphischen 
Darstellungsmethoden  der  Hühenverhältnisse.  In  Deutschland  war, 
und  ist  wohl  auch  theilweise  noch,  in  dieser  Beziehung  vielfach 
die  Lehmann'sche  Methode***)  in  Gebrauch.  Wer  aber  aus 
Erfahrung  weissf),  welcher  Aufwand  von  Zeit  und  Mühe  in  An- 
spruch genommen  wird,  und  welche  Anstrengungen  dem  so 
kostbaren  Auge  zugemuthet  werden  müssen,  wenn  man  sich  eine 
hinreichende  Uebung  in  der  Ausführung  eine  schöne  Ansicht  ge- 
währender derartiger  Zeichnungen  erwerben  will,  — (wenn  man 


*)  Da  wir  hoflen  und  wünschen,  dass  das  vorliegende  verdienstliehe 
Werlt  das  Interesse  für  hypsometrische  Arbeiten  neu  beleben  und  zu 
denselben  Verunlassnng  geben  wird  , so  ersuchen  wir  den  Herrn  Ver- 
fasser, uns  zur  Mittheilung  im  Archiv  die  Werkstätten,  aus  denen  das 
fragliche  Instrument  in  vorzüglicher  Güte  bezogen  werden  kann,  nebst 
den  Preisen  für  die  verschiedenen  Arten  und  Dimensionen  desselben  ge- 
fälligst anzugeben.  G. 

**)  Auch  den  Herren  Krejci  und  W.  Jirsak  bekennt  sich  der 
Herr  Verfasser  für  mannigfaltige  Hülfslcistungen  zu  Dank  verpflichtet. 

*+*)  Ausser  welcher  der  Herr  Verfasser  auch  die  alt- französische 
oder  italienische  Methode  ausführlich  bespricht. 

f)  Auch  der  Herausgeber  des  Archivs  darf  sich  anmaassen  hierbei  ' 
ein  Wort  mitzureden,  da  in  seiner  Absicht  ursprünglich  die  Verfolgung 
einer  praktischen  mathematischen  Laufbahn  lag,  und  er  eigentlich  nur 
durch  Zufall  der  reinen  Theorie  logeführt  wurden  ist. 
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dabei  namentlich  noch  in  Anschlag  bringt,  dass  dieselben  doch  gewiss 
keineswegs  den  beabsichtigten  Zweck  auch  nur  in  annähernder 
Vollständigkeit  erfüllen)  — wird  gewiss  mit  uns  wünschen,  dass  diese 
Methode  bald  gänzlich  aufgegeben  und  verlassen  werde  *).  Wir 
billigen  es  daher  ganz,  dass  der  Herr  Verfasser  bei  Entwerfung 
der  beiden  dem  Werke  beigegebenen  schönen  Niveaukarten  der 
Stadt  Prag  und  ihrer  Umgebung  eine  Methode  in  Anwendung  ge- 
bracht hat,  welche  wir  die  reine  Methode  der  Schichten-  oder 
Niveaulinien,  oder  am  kürzesten  die  Methode  der  Horizontalen, 
nennen  möchten,  die,  in  ihrem  Princip  sehr  einfach,  gewiss  allen 
billigen  Anforderungen  genügt.  Man  denkt  sich  nämlich,  von  der 
Oberfläche  des  Meeres  angefangen , durch  das  Terrain  in  gleich 
grossen  Vertikalabständen  horizontale  Ebenen  gelegt,  weiche  die 
Oberfläche  des  Terrains  in  gewissen  Linien,  den  Niveaulinien, 
Schichtenlinien  oder  Horizontalen  schneiden;  diese  Curven  werden 
auf  den  Horizont  projicirt,  die  Projectionon  in  die  Karten  ein- 
getragen, und  denselben  ihre  Seehöhen  beigeschrieben.  Auf  der 
Niveaukarte  der  Stadt  Prag  ist  die  Höhe  der  Schichten  = 1 Wie- 
ner Klafter  =6  Wiener  Fuss,  auf  der  Niveaukarte  der  Umge- 
bungen von  Prag  dagegen  = 10  Wiener  Klaftern  = 60  Fuss  an- 
genommen; der  Maassstab  der  letzteren  ist  1 Zoll  =200  Klaftern, 
der  Maassstab  der  letzteren  dagegen  1 Zoll  —2000  Klaftern.  Nach 
den  verschiedenen  Höhen  der  Schichten  sind  dieselben  in  ver- 
schiedenen Farbentönen  illuminirt,  natürlich  nicht  jede  einzelne 
Schicht,  sondern  mehrere  zusammen  mit  gleicher  Farbe  nach  einer 
einfachen  Gruppirung.  Die  niedrigsten  Schichten  sind  weiss , die 
höchsten  am  dunkelsten  gehalten.  Häufig  wird  umgekehrt  verfah- 
ren ; für  das  Verfahren  des  Herrn  Verfassers  spricht  aber  schon 
der  Umstand,  dass  das  niedrigste  Terrain  gewöhnlich  das  am  mei- 
sten bevölkerte  ist , also  auch  das  meiste  Detail  enthält.  Ueber- 
haupt  sollte  man  bei  allen  diesen  Dingen  das  Schönheitsprincip 
immer  dem  Nützlichkeitsprincip  unterordnen,  was  auch  der  Herr 
Verfasser  in  sehr  einsichtsvoller,  ein  richtiges  Maass  haltender 
Weise  gethan  hat.  Beide  Karten  sind  mit  der  grössten  Sorgfalt, 
Genauigkeit  und  Sauberkeit  ausgefübrt  und  können  als  Muster 
gelten.  Auf  eine  Menge  lehrreicher  Bemerkungen  im  zweiten 
Abschnitte  über  die  vertikale  Erhebung  des  Bodens,  Neigungs- 
winkel desselben,  Wasserlauf  (hierbei  auch  die  Lignes  de  la  plus 


*)  ßci’m  preussischen  Heere  Iiat  bekanntlich  der  kürzlich  in  hohem 
Aller  verstorbene  hochverdiente  General  v.  Müffling,  schon  vor  ziem- 
lich langer  Zeit,  einer  gegen  die  Lehmann 'sehe  sehr  vereinfachten 
Methode  Eingang  und  Geltung  zu  verschaffen  gesucht. 


Digitized  by  Google 


8 


Ulet  arischer  Bericht  CXXI/I. 


grande  pente),  Terminologie  u.  s.  w.  können  wir  hier  nur  noch 
ganz  im  Allgemeinen  aufmerksam  machen. 

Wir  wiederholen  zum  Schluss,  dass  wir  dieses  Werk  sowohl 
in  theoretischer  als  praktischer  Rücksicht  für  sehr  wichtig  halten, 
so  dass  Niemand,  wer  sich  mit  hypsometrischen  Arbeiten  zu  be- 
schäftigen denkt,  dasselbe  wird  entbehren  können.  Es  ist  ein 
sehr  verdienstlicher  lieitrag  zur  wissenschaftlichen  Geodäsie  und 
liefert  in  praktischer  Rücksicht  ein  sehr  anschauliches  liild  der 
Configuration  einer  in  geologischer  und  orographischer  Rücksicht 
sehr  merkwürdigen  Gegend,  so  dass  wir  dem  Herrn  Verfasser  zu 
der  Vollendung  dieser  verdienstlichen  hypsometrischen  Arbeiten, 
so  weit  sie  bis  jetzt  geführt  worden  sind,  ohne  dass  derselbe  sie, 
nie  wir  annehmen  zu  dürfen  glauben,  als  abgeschlossen  betrach- 
tet, nur  Glück  wünschen  können. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  IVlatcmatica  p u ra  e d ap p I ica t a pubblicata 
da  Barnaba  Tortolini  e compilati  da  E.  Betti  a Pisa, 
F.  Br  io  schi  a Pa  via,  A.  Genocchi  a Torino,  B.  Torto- 
lini a Roma.  4°.  (S.  Literar.  Br.  No.  CXXI.  S.  15). 

No.  4.  (Euglio  e Agosto  1858.)  Sopra  le  funzioni  simmetriche 
delle  soluzioui  comuni  a piü  bquazioni  algebriche.  Memoria  del 
Prof.  Enrico  Betti.  p.  193.  — Teorica  de’  moti  piccioli  d’un 
gelleggiante  omogeneo.  Memoria  del  Prof.  Delfino  Codazzi. 
p.  205.  — Memoire  sur  la  probabilite  des  erreurs  dans  la  somme, 
ou  dans  la  moyenne  de  plusieurs  ohservations  par  le  P.  M.  Jui- 
lien  S.  J.  (Continuazione  e tine).  p.  227.  — Sulla  determinazione 
de  coefficienti  della  trasformata  di  T Schirnaus:  applicazione  alla 
ridotta  di  Jerrard  dell’  Equazione  generale  di  quinto  grado.  Nota 
del  Prof.  Giov.  Lavagna.  p.  238. 

Rivista  bibliographica.  Sulla  simultanea  trasformazione 

di  due  forme  quadratiche.  Articolo  del  Prof.  Francesco  Brio- 
schi. p.  250.  — Sulla  risoluzione  dell’  Equazioni  di  quinto  grado. 
Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi,  p.256.  — Sülle  funzioni  Ber- 
noulliane  ed  Eulerinne.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioscbi.  q.  264. 
Pubblicazioni  recenti.  p.  2G4. 
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Geodäsie. 

Abbildung  krummer  Oberflächen  auf  einander  und 
Antvendung  derselben  auf  höhere  Geodäsie  von  Dr. 
J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik  an  der  poly- 
technischen Schule  zu  Carlsruhe.  Mit  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Braunschweig.  Vieweg. 
1858.  8.  : , 

Bei  der  grossen  Ausdehnung,  welche  gegenwärtig  die  Mathe- 
matik gewonnen  bat,  halten  wir  Monographien  wie  die  vorliegende, 
welche  Gegenstände  von  grosser  wissenschaftlicher  Bedeutung  in 
einer  auch  weniger  Geübten  möglichst  leicht  zugänglichen  Weise 
behandeln  und,  namentlich  mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen, 
welche  sich  oft  von  denselben  machen  lassen,  weiter  ausfübren. 
Zu  dieser  Klasse  nach  unserer  Meinung  sehr  verdienstlicher 
Schriften  gehört  auch  die  vorliegende  des  den  Lesern  des  Archivs 
als  gründlicher  und  gewandter  Mathematiker  längst  bekannten  Herrn 
Verfassers.  Dieselbe  beschäftigt  sieb  im  Allgemeinen  mit  der 
Aufgabe:  „Die  Tbeile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer  anderen 
gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abge- 
bildeten in  den  kleinsten  Tbeilen  ähnlich  wird  ",  in  einer,  an  die 
in  verschiedenen  Schriften  publicirten  bekannten  berühmten  Ar- 
beiten von  Gau ss  im  Wesentlichen  zwar  sich  anschliessenden, 
aber  doch  vielfach  eigentümlichen,  überaus  fasslichen  Weise,  so 
dass  wir  diese  Schrift  allen,  die  sich  mit  höheren  geodätischen  Ar- 
beiten zu  beschäftigen  haben,  dringend  empfehlen,  so  wie  wir 
selbst  dieselbe  mit  Vergnügen  gelesen  haben.  Die  allgemeine 
Theorie  ist,  wie  gesagt,  zuerst  sehr  fasslich  entwickelt  und  dann 
auf  verschiedene  besondere  Karten  -Projectionen  in  lehrreicher 
Weise  angewandt  worden.  Der  Inhalt  ist  im  Allgemeinen  folgen- 
der: „Theorie  der  Abbildung  krummer  Oberflächen  auf  einan- 

der. — Anwendung  auf  die  Kugel  und  das  Rotationsellipsoid.  — 
Anwendung  auf  Kartenprojectionen  (Seekarten.  Stereographische' 
Thl.XXXL  Hft.  4.  4 
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Polarprojection.  Stereographische  Aequatorealprojection).  — Ab- 
bildung des  Ellip6oids  auf  einer  Kugel.  — Bestimmung  der  geo- 
graphischen Lage  der  Eckpunkte,  eines  geodätischen  Netzes.  — 
Correctionen,  welche  au  die  Resultate  anzubringen  sind.  — Aus- 
zug aus  der  Ganss’schen  Tafel.“ 

Möge  der  Herr  Verfasser  die  mathematische  Literatur  noch 
öfter  mit  solchen  lehrreichen  Monographien  beschenken. 


Praktische  Mechanik. 

Theorie  und  Bau  der  Wasser-Räder  von  J.  Redten- 
bacher,  Director  der  polytechnischen  Schule  zu  Carls- 
ruhe  und  Professor  des  Maschinenbaues.  Mit  6 klei- 
nen Tafeln  und  einem  Atlas  von  25  lithograp hirten  Ta- 
feln. Zweite  Auflage.  Mannheim.  Bassermann.  1858. 
i.  10  Thlr. 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  des  vorliegenden  Werkes, 
in  welchem  die  Theorie  der  Wasserräder  von  ganz  eigenthüm- 
Kehen  Standpunkten  aus  behandelt  ist,  für  den  Maschinenbau, 
teigen  wir  das  Erscheinen  dieser  zweiten  Auflage  hier  an,  ohne 
uns  weiter  über  das  seinem  Inhalte  nach  hinreichend  bekannte 
Werk  zu  verbreiten,  indem  der  geehrte  Herr  Verfasser  io  der 
Vorrede  selbst  sägt,  dass  die  zweite  Auflage  sich  von  der  ersten 
nur  durch  die  äussere  Form  und  nicht  durch  den  Inhalt  unter- 
scheide. Hervorheben  wollen  wir  nur  die  grosse  Deutlichkeit,  mit 
welcher  in  allen  Fällen  die  allgemeinen  Bedingungen,  auf  deren 
mathematischen  Ausdruck  es  ankommt,  hingestellt  worden  sind, 
was  Wir  namentlich  in,  der  praktischen  Mechanik  angehörenden 
Werken  nicht  selten  vermisst  haben.  Die  eigentliche  mathematische 
Entwickelung,  welche  in  diesem  Werke  überall  streng  und  elegant 
ist,  schliesst  sieh  dann  immer  von  selbst  an.  Möge  auch  diese 
neue  Auflage  die  so  sehr  verdiente  Beachtung  im  weitesten  Kreise 
finden. 

, ' . tiiMWil  Mt* 

" . bl- 1 .-•»V«¥^V«j|o- 

t *i  n.-r' 

Physik. 

Lehrbuch  der  Experimental  - Physik  zum  Gebrauche 
in  Gymnasien  und  Realschulen,  so  wie  zura  Selbstun- 
unterrichte. Leichtfasslicb  dargestellt  und  mit  viele.0 
in’s  praktische  Leben  einschlagenden  Beispielen  er- 
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läutert  von  Dr.  August  Kunzek,  k,  k.  Professor  der 
Physik  an  der  Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  Mit  220  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Sechste,  gänz- 
lich umgearbeitete  Auflage.  Wien.  Branmüller.  1898.8. 

Dieses  Lehrbuch  der  Experimeotal- Physik  für  Schulen  ist 
uns  leider  erst  jetzt  in  seiner  so  eben  erschienenen  sechsten 
' Auflage  bekannt  geworden,  welches  allein  der  Grand  ist,  dass 
dasselbe  in  diesen  literarischen  Berichten  noch  keine  Anseige 
gefunden  hat,  die  es  gar  sehr  verdient. 

Zunächst  müssen  wir  auf  den  Zusammenhang  hinweisen,  in 
welchem  wenigstens  in  gewisser  Weise  dieses  Lehrbuch  mit  zwei 
anderen  trefflichen  physikalischen  Werken  desselben  Herrn  Ver- 
fassers steht.  Dasselbe  bildet  nämlich  mit  dem  Lehrbuche 
der  Physik  mit  mathematischer  Begründung.  Wien. 
1893.  und  den  Studien  aus  der  höheren  Physik.  Wien. 
1836.,  welche  zwei  Werke  in  unseren  Literarischen  Berichten 
Nr.  LXXXVI.  S.  11.  und  Nr.  CV.  S.  7.  mit  verdientem  Lobe  an- 
gezeigt worden  sind,  einen  für  die  verschiedenen  Unterrichts- 
stufen methodis  ch  vom  Leichteren  zum  Schwereren,  vom  Ein- 
facheren zum  Zusammengesetzteren  fortschreitenden  Cursus  der 
gesammten  Physik,  welchem  wir,  was  namentlich  vollständige 
Gründlichkeit,  in  den  von  dem  Herrn  Verfasser  in  jedem  Falle 
sich  selbst  gesetzten  Schranken,  betrifft,  kaum  einen  ähnlichen 
an  die  Seite  zu  setzen  wüssten.  In  dem  Literarischen  Be- 
richte Nr.  LXXXVI.  haben  wir  schon  gezeigt,  wie  trefflich  dem 
Herrn  Verfasser  in  dem  ersten  der  beiden  genannten  Bücher  eine 
Darstellung  des  betreffenden  Lehrstoffes  bloss  mit  Hülfe  der  Ele- 
mentar-Mathematik  gelungen  ist,  und  wie  sehr  er  dabei  seine 
eigene  Kenntniss  dessen  docuraentirt  hat,  was  man  eigentlich 
mathematische  Strenge  zu  nennen  berechtigt  ist,  die  sich,  was 
namentlich  die  Elemente  betrifft,  nur  aus  dem  sorgfältigen  Studium 
der  unübertreffbaren  Muster  schöpfen  und  gewinnen  lässt,  welche 
auf  geometrischem  Gebiete  die  griechischen  Geometer  uns  hinter- 
lassen haben.  Dass  bei  einer  solchen  elementar -mathematischen 
Darstellung  nicht  jede  Lehre  bis  zu  ihrer  äussersten  Gränze  ge- 
führt werden  kann,  versteht  sich  von  selbst.  Nehmen  wir  etwa 
die  Theorie  des  einfachen  Pendels  als  Beispiel,  so  wird  man  auf 
elementarem  Wege  nicht  die  unendliche  Reihe  vollständig  ge- 
winnen können  und  wollen,  durch  welche  bekanntlich  die  Zeit 
einer  Pendelschwingung  dargestellt  wird ; vielmehr  wird  man  sich 
mit  der  Entwickelung  einiger  wenigen  Anfangsglieder  dieser  Reihe 
begnügen  müssen,  was  auch  fiir’s  Erste  völlig  hinreicht,  dem 
Schüler  vielfache  Belehrung  gewährt  und  seinen  Geist  kräftigt 
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und  bildet,  wenn  jede  solche  Entwickelung,  nie  überall  iu  dem 
genannten  Werke,  nur  — auch  in  ihrer  beschränkteren  Gestalt  — mit 
völliger  mathematischer  Strenge  und  Schärfe  gegeben  wird.  — 
Die  Weiterführung  der  physikalischen  Lehren  bis  zu  ihrer  äusscr- 
sten  Grenze,  also  die  völlig  genaue  Darstellung  der  Naturgesetze 
in  der  Sprache  der  Mathematik,  wobei  natürlich  die  durch  die 
höhere  Analysis  gebotenen  kräftigen  Hülfsmittel  in  weitester  Aus- 
dehnung iu  Anspruch  genommen  werden  müssen , ist  die  Aufgabe 
des  zweiten  der  beiden  oben  genannten  Werke  des  Herrn  Ver- 
tassers,  welches  wir  allen  denen,  die  mit  den  erforderlichen  ma- 
thematischen Kenntnissen  ausgerüstet  sind,  von  Neuem  nicht  genug 
empfehlen  können. 

Diesen  beiden  Werken  von  einer  höheren  Tendenz  schliesst 
sich  nun  das  vorliegende  Elementarbucli  in  würdiger  Weise  an, 
und  vollendet  gewissermaassen  in  methodischer  Rücksicht  den 
physikalischen  Cursus,  da  natürlich  im  Allgemeinen  der  Inhalt 
in  allen  drei  Werken  eben  60  unverändert  derselbe  ist,  wie  die 
ewige  Wahrheit  selbst.  Dasselbe,  — bestimmt  für  die  ersten 
Anfänger  und  eben  deshalb  auch  besonders  bestimmt,  das  In- 
teresse an  der  herrlichen  Wissenschaft,  welcher  diese  drei  Werke 
gewidmet  sind,  in  dem  jugendlichen  Geiste  zu  wecken  und 
zu  weiterem  Fortschreiten  denselben  aufziimuntem , — setzt  mit 
richtigem  pädagogischen  Takte  an  die  Stelle  der  strengen  ma- 
thematischen Begründung  zunächst  und  vorzugsweise  das  Ex- 
periment, jedoch,  wie  gesagt  nur  vorzugsweise,  da  die  Anw  endung 
der  Mathematik,  wo  es  irgend  zweckentsprechend  war,  keines- 
wegs ausgeschlossen  worden  ist,  aber  überall  nur  in  sehr  be- 
schränktem Maasse,  so  weit  man  etwa  höchstens  mit  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie,  einschliesslich  natürlich  der  Lehre  von 
den  Proportionen  und  von  der  Aehulichkeit,  reicht,  Berücksichti- 
gung gefunden  hat,  um  den  Anfänger  gleich  bci’m  Eintritt  in  die 
Wissenschaft  fühlen  zu  lassen,  dass  in  derselben  ohne  Mathema- 
tik nirgends  etwas  Rechtes  anzulängen  ist.  Zu  den  Experimen- 
ten wird  keineswegs  ein  complicirter  und  sehr  kostspieliger  Appa- 
rat iu  Anspruch  genommen,  sondern  es  werden  vollständig  die 
Gränzen  eingehalten,  welche  in  dieser  Beziehung  in  den  meisten 
Ländern  den  Gymnasien  und  Realschulen,  vielleicht  mit  Ausnahme 
einiger  besonders  begünstigten  Lehranstalten,  gesteckt  sind.  Be- 
sonders rühmend  müssen  wir  noch  hervorheben:  die  Bestimmtheit 
und  Klarheit,  womit  überall  die  Naturgesetze  ausgesprochen  sind ; 
ferner  die  namentlich  für  den  ersten  Elementar-Unterricht  so  un- 
gemein  wichtige  strenge  Sonderung  des  bloss  Hypothetischen  von 
dem,  was  als  völlig  lest  begründet,  als  völlig  gewiss  und  ausge- 
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macht  angesehen  »erden  darf;  endlich  die  vielfachen  Beziehungen, 
welche  auf  das  praktische  Leben  genommen  worden  sind,  die 
jedenfalls  zur  Erhöhung  des  Interesses  an  der  reinen  Wissen-« 
schaft  wesentlich  beizutragen  sehr  geignet  sind;  Bei’m  ersten 
physikalischen  Unterrichte1  kommt  es  gar  nicht  darauf  an,  den> 
Anfänger  mit  einer  Falle  von  Thatsachen  zu  aberhäufen,  ^hm, 
worin  selbst  manche  nur  für  den  ersten  Unterricht  bestimmte 
Lehrbücher  leider  ihre  Stärke  suchen,  immer  das  Neueste  mitzu- 
theilen,.  sondern  vielmehr  darauf, , ihn  in  einfacher  nüchterner 
Sprache  mit  den  wichtigsten  Naturerscheinungen,  theils  auf  dem 
Wege  des  Experiments,  theils  mittelst  ganz  einfacher  mathemati- 
scher Betrachtungen  bekannt  zu  machen,  dadurch  seinen  Blick  für 
das,  was  stündlich  um  ihn  herum  vorgebt,  zu  schärfen  und  zu  üben, 
ihn  dadurch  für  die  Eindrücke  der  Schöpfung  empfänglich  zu 
machen  und  stets  auf  das  Höhere  im  Leben  hinzuweisen.  In 
allen  diesun  Beziehungen  scheint  uns  das  vorliegende  Elementar- 
buch gleichfalls  eine  richtige  Mitte  getroffen  zu  haben. 

Wir  haben  uns  bei  diesem  Schulbuehe'  und  seinem  Verhält- 
hältniss  zu  den  beiden  oben  genannten  grösseren  Werken*  von 
einer  höheren  Tendenz,  länger  verweilt,  als  wir  dies  bei  Büchern 
dieser  Art  zu  thun  gewohnt  sind,  weil  die  in  den  drei  besproche- 
nen Werken  befolgte,  vom  Leichteren  zu  Schwereren  methodisch 
fortschreitende,  Behandlung  der  Physik  für  die  Zwecke  des  Un- 
terrichts so  vollkommen  mit  unseren  eigenen,  auch  in  den  Lite* 
rärischen  Berichten  schon  oft  genug  ausgesprochenen  Ansichten 
über  diesen  für  die  allseitige  Ausbildung  des  jugendlichen  Geistes 
so  ungemein  wichtigen,  durch  kein  anderes  wissenschaftliches 
Gebiet  zu  ersetzenden  Unterrichtszweig  ühereinstimiut,  dass  uns 
selbst  kaum  noch  etwas  zu  wünschen  übrig  bleibt. 

Dem  Herrn  Verfasser  wünschen  wir  aber  aufrichtig  Glück  zu 
der  Vollendung  dieser  drei  Werke  und  empfehlen  dieselben  alleu 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  höheren  Unterrichtsan- 
stalten, Bowohl  für  ihre  eigenen  wissenschaftlichen  Zwecke  als 
auch  im  Interesse  ihrer  Schüler  nochmals.  i : 

....  ...  . 

' ' ,i  . .- 
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Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXVII.  S.  5.) 

Jahrgang  1857.  Band  XXIV.  Heft  3.  In  diesem  Hefte 
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befinden  sieb  mehrere  interessante  Berichte  über  die  Expedition 
der  „Novara“,  namentlich  einer  von  dem  Befehlshaber  derselben, 
Herrn  v.  Wüllersdorf. 

Jahrgang  1857.  Band  XXV.  Heftl.  Brücke:  Ueber  Gra- 
vitation und  Erhaltung  Her  Kraft.  S.  19.  — Spitzer:  Integration 
der  Differentialgleichung 

(o,  + VOy"  + ("i  + •%'  + («o  + t>o*)y  ~ 0 

(S.  mit  Weiterem  unten  Band  XXVI.)  S.  31.  — Knochen  hauer: 
Beobachtungen  über  zwei  sich  gleichzeitig  entladende  Batterien. 
S. 71. — Zante deschi:  Delle  dottrine  del  terzo  suono,  ossia 
Hella  conicidenza  delle  vibrazloni  sonore,  con  an  cenno  sulla  ana- 
logia,  che  presentano  le  vibrazioni  luminose  dello  spettro  solare. 
Memorial.  S.  145.  — Zantedeschi:  Deila  corrispondenza,  che 
mostrano  fra  loro  i corpi  sonori  nella  risonanza  di  piii  suoni  in 
uno.  Memoria  II.  S.  165.  — Deila  unitk  di  misura  dei  suoni 
musicali,  dei  loro  limiti,  Hella  durata  delle  vibrazioni  sui  nervo 
acustico  dell’  uomo,  e Hell’  innalzamento  del  tono  fondamentale 
avvenuto  uei  diaspason  di  acciajo,  in  virtu  di  un  movimento  spon- 
taneo  molecolare.  Memoria  III.  S.  172.  — Fritsch:  Untersu- 
chungen über  das  Gesetz  des  Einflusses  der  Lufttemperatur  auf 
die  Zeiten  bestimmter  Entwickelungsphasen  der  Pflanzen,  mit  Be- 
rücksichtigung der  Insolation  und  Feuchtigkeit  S.  240.  — v.  Litt- 
row:  Physische  Zusammenkunft  der  Planeten  Amphitrite  und  Mel- 
pomene  im  November  1857.  (Herr  v.  Littrow  hat  bei  seinen  ver- 
dienstlichen Untersuchungen  über  die  Zusammenkünfte  der  Planeten 
in  ihren  ßahnnähen  gefunden,  dass  die  beiden  genannten  Planeten 
ant  17.  November  1857  etwa  2,3  Millionen  geographische  Meilen 
von  einander  entfernt  waren).  S.  251.  — Stur:  Ueber  den  Ein- 
fluss des  Bodens  auf  die  Vertheilung  der  Pflanzen.  S.  423. 

Jahrgang  1857.  Band  XXV.  Heft2.  Kreil:  Ueber  zwei 
Reihen  meteorologischer  Beobachtungen  in  den  afrikanischen  Mis- 
sions-Stationen Chartum  und  Gondokorö.  (Ein  sehr  lehrreicher  Auf- 
satz über  die  Beobachtungen  an  zwei  so  entfernten  Stationen,  von 
denen  die  erstere  am  Zusammenflüsse  des  blauen  und  weissen 
Nile,  die  letztere  am  weissen  Nil  liegt.  Die  Beobachtungen  sind 
von  dem  verstorbenen  Missionär  Dovyak  ausgeführt,  und  Herr 
Kreil  sagt  mit  Recht,  dass  diese  Beobachtungen  hauptsächlich 
deshalb  von  besonderem  Interesse  sind,  weil  sich  in  ihnen  der 
Einfluss  der  Wüste  deutlicher  ausspricht,  als  man  aus  den  bisher 
bekannten  Beobachtungen  der  afrikanischen  Stationen,  die  sämmt- 
lich  am  Meere  liegen,  entnehmen  konnte.)  S.  476.  — Grailicli 
und  Handl:  Note  über  den  Zusammenhang  zwischen  der  Aeride- 
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ruog  der  Dichten  und  der  BrecTiungs-  Exponenten  in  Gemengen 
von  Flüssigkeiten.  S.515.  — Benedikt:  Ueber  die  Abhängigkeit 
des  elektrischen  LültwirfWstawdes  v<»  der  Grösse  and  Dauer  des 
Stromes.  S.  59©.  ' : ' •’  ' '■  J " - ” 


Jahrgang  1857.  Band  XXVI.  Petzval:  Bericht  über 
diopt  rische  Untersuchungen-  Fortsetzung;  j(Wir  haben  schon 
früher  auf  das  grosse  Uteresse.welchea  diese  Berichte  .über  di« 
dioptrischeu  Untersuchungen  des  Herrn  Protessor  Petzval  ge- 
währen, hliigewiesen,  und  wachen  von  Neuem  auf  dieselben  auf- 
merksam- Eis  ist  sehr  zu  wünschen,  dass  der  Herr  Verfasser  das 
grosse  Werk  über  diese  langjährigen- Untersuchungen,  mit  dessen 
Ausarbeitung  er  beschäftigt  ist,  bald  der  Oejffentlichkeit  übergebe. 
Er  wird  sich  alle  Mathematiker  und  Physiker  zu  besonderen* 
Danke  verpflichten.)  S.  33.  rr  Oeltaao:  Argelaoder’s  55ooenr 
Beobachtungen  vom  15.  bis  31.  Grade  südlicher  Declination  in 
mittleren  Positionen  für  1850.  0,  (Erste  Abtheilung  von  0*  bis  4») 
S.151.  —:Pohl:  Ueber  den  Gebrauch  des  Thermo -Hypsometers 
zu  chemischen  und  . physikalischen  Untersuchungen.  ,8.  229.  — . 
Ditsobeiuer:  Ueber  die  graphische  Kreismethode.  (Eür  gjle, 
die  sieb  für  Krystallographie  interessiren , sehr  lesenswerth). 
S.  279.  — Böhm:  Ueber  Pendel  mit  Quecksilber  - Compensation. 
(Für  die  genauere  Berechnung  solcher  Pendel  wichtig.)  S.  345,  — 
Spitzer:  Integration  verschiedener  linearer  Differentialgleichungen. 
S.  449.  — Spitzer:  Bemerkungen  über  Integration  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen mit  Coefficienten,  die  bezüglich  der  unabhängi- 
gen Variablen  von  der  ersten  Potenz  sfiid.  S.  479.  (ln  dieseh 
beiden  ausführlichen  Abhandlungen  behandelt  der  Herr  Verfasser, 
im  Anschluss  an  seine  oben  angezeigte  Abhandlung  in  Band  XXV. 
S.  31.  mehrere  specielle  Differentialgleichungen,  die  als  vortreffliche 
Beispiele  dienen  können,  und  sehr  verdienen,  dass  die  Aufmerksam- 
keit auf  diese  und  andere  ähnliche  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers, 
der  ja  allen  Lesern  des  Archivs  bekannt  genug  ist,  hingelenkt 
werde.) 

Jahrgang  1857.  Band  XXVIt  Heft  1.  Grailich  und 
v.  Lang:  Untersuchungen  über  die  physikalischen  Verhältnisse 
kryätaflisirtbt  Körper.  25.  3.  — 'C*erm*kt;  Ueber  das  Aecomo- 
datihnspbospben.  S.  78.  — Oeltzen:  Argelandet’s  Zonen-Beob- 
aebtüngeh.  Fortsetzung.  Zweite  Abtheihmg  von  5*  bis  7*.  S.  81. 
— v.  Lang,  Handl  und  Murmann:  Krystallogcapiikiche  Ves 
tersuchungen.  S,  171,  — Langer:  Ueber  incongruente  Cbaroier- 
Gelenke.  S.182.  — v.  Baumgartner:  Von  den  allgemeinen 
Eigenschaften  der  Kräfte  in  der  unorganischen  Natur  und  ihrer 
Bedeutung  in  der  unorganischen  Naturlehre.  (Sehr  lesenswerfhe. 
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lief  in  das  eigentliche  Wesen  der  Kräfte  eingehende  and  einfüh- 
rende Untersuchungen.)  S.203.  ’ . ' 

■ \ i i :r-/ 

(Leider  i«t  ans  die.  Fortsetzung  dieses  Bandes  noch  nicht 
zugegangen  und  wird  daher  später  angezeigt  werden). 


,1 


't  I. 


Ton  Band  XXVIII.  an  haben  diese  so  vieles  Treffliche  ent- 
haltenden Sitzungsberichte  eine  andere  sehr  zweckmässige  Einrich- 
tung erhalten,  so  dass  jeder  Band  aus  6 Heften  besteht,  von 
denen  jedes  auf  eine  besondere  Sitzung  der  Akademie  Bezog  hat. 
Diese  neue  Einrichtung  ist  audh  deshalb  sehr  zweckmässig,  weil 
diese  kleineren  Hefte  leichter  und  mit  weit  geringeren  Kosten  als 
die  früheren  grösseren  Abtheilungen  bezogen  werden  können,  da 
jedes  einzelne  Heft  nur  ) Gulden  C.  M.  kostet,  so  dass  also  ein 
Jeder  sich  leicht  in  den  Beäitz  einer  einzelnen  ihn  besonders  in* 
teressirenden  Abhandlung  setzen  kann.  Uebrigens  kommen  von 
den  grösseren  in  den  Sitzungsberichten  und  den  Denkschriften 
enthaltenen  Abhandlungen  auch  Separatabdrüeke  in  den  Buch- 
handel. Dieser  neueren  Einrichtung  der  Sitzungsberichte  werden 
sich  von  jetzt  an  auch  unsere  Anzeigen  derselben  anschliessen. 


- /..-t 
i ‘ (P  li  ö i V 


i ::  >. 


Band  XXVIII.  1888. 


•'Tj 


i , l • ' , v 

Nr.  1.  Kudelka:  Ueber  Brücke’s  Lautsystem.  S.  3.  — 
Brücke:  Nachschrift  zu  Professor  J.  Kudelka's  Abhandlung, 
betitelt:  „Ueber  Herrn  Dr.  Brücke’s  Lautsystem“  nebst  einigen 
Beobachtungen  über  die  Sprache  bei  Mangel  des  Gaumensegels. 
S.  63.  (Wenngleich  diese  Abhandlungen  weniger  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehören,  so  weisen  wir  doch  namentlich  Lehrer  an 
Schulen  auf  dieselbe  hin,  für  die  sie  vielfach  lehrreich  und  in- 
teressant sein  werden.)  — Ditscheiner:  Ueber  die  graphische 
Parabel -Methode  (Krystallographisch,  s.  oben  über  die  Kreis- 
Methode.)  S.  93. 

Nr.  2.  Ditscheiner:  Ueber  die  graphische  Hyperbel-Me- 
thode (S,  vorher.)  S.  134.  ' Mi* 

’ ■ ■ ■ : ■ >•!.  • 

Nr.  3.  Reslhuber:  Ueber  das  Wetterleuchten.  S.  177. 
(Dieser  ausgezeichnete  Aufsatz  ist  im  Archiv.  Thl.  XXXI.  Hellt  3. 
vollständig  mitgetheilt  worden.)  S.  192.  — D Uscheiner:  Ueber 
die  Zoneoflächen.  S.  201.  •.  ' !,  •<•.!  . s _ 

Nr.  4.  Petzval:  Ueber  Herrn  Spitzer’s  Abhandlung:  Die 
Integration  mehrerer  Differential  - Gleichungen  betreffend,  und  die 
darin  erhobenen  Prioritäts- Ansprüche.  S.  253.  — Böud:  Ueber 
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die  Erdbeben  im  December  1857,  dann  im  Jänner  und  Februar 
1858.  S.  321. 

Nr.  5.  Zantedeschi:  Deila  Innghezza  delle  onde  aeree, 
della  loro  velocitä  nelle  canne  a bocca,  e dell'  iufluenza  che  eser- 
citano  i varii  elementi  sulla  loro  tonalitä.  Memoria  VII.  S.  327. — 
Derselbe:  Studio  critico-sperimcntale  del  metodo  comuneiuente 
segnito  dai  fisici  nella  determinazione  dei  nodi  e ventri  delle  co- 
lonne  aeree  vibranti  entro  canne  a bocca.  Memoria  VIII.  S.  341, 

Nr.  6.  Czermak:  Ueher  reine  und  nasalirte  Vocale. 

Band  XXIX.  1858. 

Nr.  7.  Petzval:  Bericht  über  eine  Abhandlung  des  Dr.  Anton 
Müller,  Professor  der  Mathematik  in  Zürich.  (Die  Abhandlung 
führt  den  Titel:  Grundgesetze  der  Configuration  der  al- 
gebraischen Curven  und  ist  in  zwei  Abtheilungen  getheilt: 
1.  Die  fundamentalen  Eigenschaften  der  algebraischen  Gebilde  über- 
haupt. II.  Die  Grundgesetze  der  Configuration  der  algebraischen 
Curven.)  S.  40.  — Spitzer:  Neue  Integrations-Methode  für  Diffe- 
renzen-Gleichungen,  deren  Coefficienten  ganze  algebraische  Func- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  sind.  (Diese  verdienst* 
liehe  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Auflösung  der  Gleichung 

Xu fix  + n)  +-  Xa—if(x  -fn-1)  +-....  + Aj/iJjr  -+-  1)  + X0f[x)  = 0 , 

in  welcher  XH,  Xn— i,....  X, , X0  ganze  rationale  algebraische 
Functionen  von  x sind.)  S.  53. 

Nr.  8.  Petzval:  Ueher  die  Schwingungen  gespannter  Saiten. 
(In  diesem  interessanten  Bericht  über  eine  grössere,  für  die  Denk- 
schriften bestimmte  Abhandlung,  zeigt  der  verdiente  Herr  Verfasser 
an,  dass  es  ihm  gelungen  sei,  das  berühmte  Problem  von  den 
Schwingungen  gespannter  Saiten  in  sehr  einfacher  Weise  mittelst 
Zubülfenahme  von  Formeln,  welche  Discontinuitäten  darzustellen 
geeignet  sind,  za  lösen.  Auf  die,  wie  gesagt,  für  die  Denkschriften 
angekündigte  eigentliche  Abhandlung  sind  wir  sehr  begierig.) 
S.  160.  — Oeltzen:  Argelander’s  Zonen-Beobachtungen.  (Vierte 
AbtheiluDg  von  12*  bis  15*.)  S.  177. 

Nr.  9.  v.  Baumgartner:  Ein  Fall  ungleichzeitiger  Wie- 

derkehr des  Sehvermögens  für  verschiedene  Farben.  (Eine  in- 
teressante kurze  Mittheilung.)  S.  257.  — v.  Tschudi:  Beobachtun- 
gen über  Irrlichter.  S. 269.  — Grailicb  und  Weiss:  Ueber  das 
Singen  der  Flammen.  S.  271.  — Friesach:  Geographische  und 
magnetische  Beobachtungen  in  Nord  - und  Süd  • Amerika,  angestellt 
jn  den  Jahren  1856  und  1857.  S.  285. 

4» 
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Nr.  11*).  Bühm:  Untersuchungen  über  das  atmosphäriscbo 
Ozon.  S.409.  — Schabus:  Krystallographische  Untersuchnngen. 
S,  441.  — Löwy:  lieber  die  Bahn  der  Eugenia.  S.  450.  — Oel- 
tzen:  Argelander’s  Zonen -Beobachtungen.  (Fortsetzung.  Fünfte 
Abtheilung  von  16*  bis  18*.)  S.  459. 

Nr.  12.  Haidinger:  Aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Mau ry 
in  Washington  an  Herrn  l)r.  Scherzer.  S.  529.  — Prestel: 
Die  geographische  Verbreitung  der  Gewitter  in  Mittel  • Europa  im 
Jahre  1856,  so  wie  über  die  gegenseitige  Beziehung  zwischen 
dem  Auftreten  der  Gewitter,  der  Temperatur,  der  Windrichtung 
und  dem  Barometerstände.  S.  533.  — Czermak:  Untersuchun- 
gen mit  Garcia’s  Kehlkopfspiegel.  S.  557.  etc. 

Band  XXX.  1858. 

Nr.  15.  Haidinger:  Drei  Briefe  von  der  k.  k.  Fregatte  ,,No- 
vara“  von  Singapore  erhalten.  S.  175.  — Hirsch:  Ueber  die 
Sonnenfinsterniss  am  18.  Juli  1860.  S.  200.  — Bauer:  Beitrag  zur 
näheren  Kenntniss  der  Ursache  des  Erhärtens  der  Mörtel  beim 
Altern.  S.  226. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubbiicati 
da  Barnaba  Tortolini  e compilati  da  E.  Betti  a Pisa, 
F.  Brioschi  a Pavia,  A.  Genocchi  a Torino,  B.  Tortolini 
a Roma.  4°.  (8.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXIII.  S 8.) 

Nr.  5.  (Settembre  e Ottobre.  1858.)  Proprietä  dei  centri  con- 
jugati  principali  e dei  piani  principali  conjugati,  dedotte  dalla 
considerazione  degli  assi  dei  pennelli  luminosi,  ed  applicazione  di 
essi  al  calcolo  degli  stromenti  ottici  composti  di  piü  lenti  delle 
cui  grossezze  si  debba  tener  conto.  Nota  dei  Prof.  O.  F.  Mos- 
sotti-  p. 265.  — Sülle  linee  dei  terz’  online  a doppiä  curvatura. 
Nota  dei  Prof.  Luigi  Cremona  (Continuazione  e One),  p.278.  — 
La  teorica  dei  covariauti,  e degli  invariauti  delle  forme  binarie  e 
le  sue  principali  applicazioni.  MonograOa  dei  Prof.  Francesco 
Brioschi.  p.  296.  — Sulla  risoluzione  algebrica  dell‘  equazioni 
dei  terzo  e quarto  grado.  Studii  dei  Prof.  Barnaba  Tortolini. 
p.  310. 

Rtvlsta  bibliograflca.  Sopra  le  funzioni  simmetricbe  delle 


•)  Wir  bemerken  hier  ein  für  allemal,  da»,  wenn  die  Reihe  der 
Nummern  irgendwo  unterbrochen  iet,  die  fehlenden  Nummern  keine  in 
den  Kreis  de«  Archiv«  gehörende  Aufsätze  enthalten. 
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radici  di  una  eqnazione.  Articolo  del, Prot  Enrico  Bett!,  p.  323. 
— Sulla  risoluzione  delle  equazioni  del  quinto  grado:  (appendice 
all’  articolo  V.  No. 4.  p. 256)  articolo  del  Prof.  F.  Brioschi, 
p.  326.  rr  Pubblicazioni  recenti.  p.  328. 

Bulletins  de  l'Academie  Royale  des  Sciences,  de« 
leltres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  C.  S.  7.) 

Wir  sind  erst  jetat  im  Stande,  die  Fortsetzung  dieser  wich- 
tigen Schriften  einer  der  ersten  und  thätigsten  Akademien  der 
Wissenschaften  anzuzeigen,  weil  uns  die  betreffenden  Theile  nach 
längerer  Unterbrechung  erst  vor  Kurzem  zugegangen  sind. 

T o m e XXII.  II’"®  Partie.  1855.  Sur  un  mdmoire  de  M.  Mah- 
nt oud,  relatif  au  calendrier  judafqne  actuel.  Rapport  de  Ms  Lia- 
gre.  p.  3.  Rapport  de  M.  Quetelet.  p.  8.  — Sur  la  probahilitd 
de  l’existence  d une  cause  d’erreur  reguliere  dann  une  Serie  d’ob- 
servatious.  Memoire  de  M.  Liagre.  Rapport  de  M.  Lamarle. 
p.  9.  — Magnetisme  terrestre.  M.  Quetelet  communique  quel- 
que  determinations  nouvelles  du  magnetisme  terrestre,  que  M. 
Mahmoud  a prises  recemment  ä Bruxelles,  p.  14.  — Sur  la  pro- 
babilite  d'une  cause  d’erreur  reguliere  dans  une  sdrie  d’observa- 
tions;  par  M.  Liagre.  p.  15.  — Sur  l'adrolithe  tombe  ä St.-Denis- 
Westrem.  Notice  de  M.  Duprez.  p.  54.  — Sur  l’aberration  diurne 
en  azimut  et  en  hauteur;  par  M.  Liagre.  p.  87.  — La  cause  de 
la  scintillation  ne  deriverait-elle  point  de  phdnomenes  de  refrac- 
tion  et  de  dispersion  par  l’atmosphere?  Memoire  de  M.  Mon- 
tigny.  Rapport  de  M.  Plateau,  p.  347.  — Etoiles  fdantes  pe- 
riodiques  du  mois  d’aodt.  p.  357.  — Integration  d’un  Systeme  de 
cinq  equations  aux  derivdes  partielles,  qui  se  presente  dans  la 
transformation  de  plusieurs  problemes  de  geometrie  et  de  physi- 
que  mathdmatique;  par  M.  Ign.  Carbonelle.  p.  652. 

Tome  XXIII.  Ira  Partie.  1856.  Recherches  experimentales 
sur  les  ftgures  d’equilibre  d'une  roasse  liquide  sans  pesanteur: 
3m  sdrie;  par  M.  Plateau.  Rapport  de  M Maos.  p.  4.  — Sur 
une  nouvelle  methode  de  conduire  et  de  calculer  les  triangnlations 
gdodesiques.  Memoire  de  M.  P.  E.  Biver.  Rapport  de  M. 
Liagre.  p.  88.  — Note  sur  le  theoreme  inverse  de  Bernoulli; 
par  M.  Meyer.  Rapport  de  M.  Brasseur,  p.  97.  — Memoire 
sur  une  nouvelle  methode  de  conduire  et  de  calculer  les  triangu* 
lations  gdodesiques;  par  M.  P.  E.  Biver.  p. 99.  — Note  sur  le 
thdor&me  inverse  de  Bernoulli;  par  A.  Meyer,  p.  148.  — Hor- 
loge  dlectrique  de  M.  Goetmakers.  Rapport  de  M.  A.  Oe  Vaux. 
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p.  255.  — Note  sur  la  phosphor  escence  de  !a  neige,  obserree  le 
5 decembre  1855;  par  M.  M.  Ghaye.  p.256.  — Sor  la  sciutilla- 
tion  des  etoiles.  (Lettre  ä M.  A.  Quetelet  par  M.  Cb.  Dnfoor.) 
p.  347.  — Note  conteoant  une  deraonstration  nourelle  da  theoreme 
de  Bernoalli;  par  M.  A.  Meyer.  Rapport  de  M.  Brasseur, 
p.  349.  — loclinaisoD  et  declinaison  de  l'aiguille  airaantee;  par  M. 
Eroest  Quetelet.  p.  350.  — Note  sur  lea  limites  qae,  dans 
l’etat  actuelle  de  nos  connaissaoces,  oo  peat  assigner  ä la  rota- 
tion  d l ranus;  par  M.  Hoazeaa.  p.  351.  — Sur  la  scintillation 
des  dtoiles.  Lettre  ä M.  Quetelet  par  M.  Dufour.  p.  366.  — 
Rapport  sur  un  travail  de  M.  Montigny  intitold:  Additions  au 
memoire  sur  la  scintillation;  par  M.  Plateau,  p.  731.  — Sur  un 
memoire  de  M.  Meyer.  Rapport  de  M.  J.  B.  Brasseur,  p.  734. 
— Sur  les  theories  recentes  de  la  constitutiou  des  veines  liquides 
lancees  par  les  orificea  circulaires,  par  J.  Plateau,  p.  737. 


(Die  Fortsetzung  folgt  im  nächsten  Hefte.) 
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